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Abstract: In diesem Beitrag betrachten wir den Fall einer horizontalen Kooperation
im Bereich der Beschaffung. Jeder einzelne Besteller hat ein Problem der dynami-
schen Losgroenplanung zu 16sen. Bei Kooperation konnen Kosten eingespart werden
und es bleibt zu kldren, wie die anfallenden Bestellkosten unter den Akteuren aufzu-
teilen sind. Die kooperative Spieltheorie schlidgt hier das Konzept des Kerns vor. Die
Literatur beschiftigt sich bislang entweder mit vergleichsweise einfachen Problemen
dieser Art bei denen eine Losung fiir das Bestellmengenproblem analytisch hergeleitet
und in einer geschlossenen Formel angegeben werden kann oder sie konzentriert sich
auf eher theoretische Fragestellungen wie beispielsweise der Frage der Existenz eines
Kernelements. Bislang unbekannt ist eine effiziente Methode mit der geklirt werden
kann, ob der Kern nicht-leer ist, und mit der ggf. ein Element des Kerns berechnet
werden kann, wenn das zugrundeliegende Problem ein komplexes Optimierungspro-
blem ist fiir das eine Losung nicht per Formel angegeben werden kann. Ein solcher
Algorithmus soll hier vorgestellt werden.

1 Ein Bestellmengenproblem

Ausgangspunkt unserer Betrachtung soll ein etabliertes Problem der Bestellmengenpla-
nung sein: das sog. Wagner—Whitin Losgroenproblem [WWS58]. Fiir dieses Problem sind
effiziente Losungsverfahren bekannt, gleichwohl kann fiir dieses Problem keine optimale
Losung per geschlossener Formel angegeben werden. Das Problem kann wie folgt spezi-
fiziert werden: Ein Besteller plant Bestellmengen fiir 7' Perioden. Der Bedarf d; in den
einzelnen Perioden ist bekannt. Um den Bedarf in einer Periode ¢ zu decken, kann eine
Bestellung in Periode ¢ oder frither aufgegeben werden. Wird eine Bestellung zeitlich vor
dem Bedarfstermin ausgelost, so muss die bestellte Ware eingelagert werden. Dabei fal-
len Stiickkosten in Hohe von h; Geldeinheiten am Ende der Periode ¢ an. Eine Bestellung
in Periode ¢ verursacht Fixkosten in Hohe von s; Geldeinheiten. Ggf. fallen zusétzlich
Stiickkosten der Bestellung in Hohe von p; Geldeinheiten an. Gesucht werden die Be-
stellmengen ¢; in den Perioden. Es den Bestellmengen und den Bedarfen ergeben sich
die Periodenendlagerbestinde I; (O.B.d.A. sei der bekannte Lagerbestand I; zu Beginn
der ersten Periode null). Ein gemischt—ganzzahliges Modell konkretisiert dieses Problem
mathematisch prizise (der Parameter M ist eine hinreichend grofe Zahl und die binire
Entscheidungsvariable z; signalisiert, ob in einer Periode eine Bestellung ausgeldst wird
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oder nicht):

T
minZ(staﬁt-l-htIt + pear) M
t=1
u.d.N.
=TI 1+q—d t=L...,T @)
o < Mz, t=1,...,T 3)
0.1, >0 t=1,...,T 4)
2 € {0,1} t=1,...,T (5)

Beispiel: Man betrachte ein Beispiel mit 7' = 4 Perioden und Kostensétzen sowie Pe-
riodenbedarfen wie sie in Tabelle 1 gegeben sind. Eine optimale Losung ist ebenfalls in
Tabelle 1 zu sehen. Der Zielfunktionswert (Summe aller Kosten) dieser Losung ist 918.

t |12 3 4

t |12 3 4

f; 7; “i 16(6) 6j o 178 0 29 29
¢ 5 p - x| 1 0 1 1
Pt L |42 0 0 0

d; 136 42 29 29

Tabelle 1: Kostensitze, Bedarfsmengen und eine optimale Losung des Beispiels

2 Ein kooperatives Bestellmengenspiel

Gibt es mehrere Besteller, so konnten diese Besteller bestellfixe Kosten einsparen, wenn
sie ihre Bestellungen gemeinsam auslosen. Diese Variante der gemeinsamen Beschaffung
wurde in der Literatur z.B. von Meca et al. [MGJB03, MTGJB04] auf Basis des Andler-
schen LosgroBenmodells und von Hartmann et al. [HDSO00] auf Basis des Newsvendor—
Problems spieltheoretisch analysiert. In beiden Fillen sind die zugrundegelegten Probleme
aber per Formel 1osbar. Van den Heuvel et al. [vdHBHO7] verwenden das oben beschriebe-
ne Wagner—Whitin Problem als Grundlage. Betrachtet man eine Menge N von Spielern,
dann ist das zu l6sende Bestellmengenproblem bei Kooperation dieser Spieler wie folgt
spezifiziert:

T
c(N) = minZ(stxt + hedy + peqr) 6)

t=1
uw.d.N. (3),(4), (5),
It:Itfl'i_qt_dt(N) le,,T (7)

Dabei ist d;(N) = ), v dix mit d;; als Nachfrage des Spielers 7 in Periode ¢.
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Beispiel: Fiir drei Spieler mit den Bedarfsmengen aus Tabelle 2 und ansonsten gleichen
Parametern wie in Abschnitt 1 ergibt sich bei Kooperation aller drei Spieler die Losung
des Beispiels in Abschnitt 1.

t |1 2 3 4
di; |15 20 6 10
dy | 15 15 9
ds; |20 17 8 10

Tabelle 2: Bedarfsmengen fiir drei Spieler

Dieses Spiel ist subadditiv, d.h. fiir zwei beliebige, nicht-leere, disjunkte Koalitionen S;
und Sy aus N gilt: ¢(S1) + ¢(S2) > ¢(S1 U S2). Es gibt also einen Anreiz fiir die Spieler
in der grofen Koalition N zu kooperieren. Fiir das Beispiel ldsst sich die Eigenschaft der
Subadditivitit leicht nachrechnen. Die benétigten Daten sind in Tabelle 3 gegeben.

S |4y {2y {3} {12} {13} {23} {1.23}
c(S) | 460 353 486 644 807 650 918

Tabelle 3: Zielfunktionswerte fiir mogliche Koalitionen

3 Berechnung eines Kernelements

Kooperiert die Spielermenge N, so miissen die Kosten auf die einzelnen Spieler umge-
legt werden. Es seien 7; diejenigen Kosten, die Spieler ¢ zugeordnet werden. Damit eine
Kooperation stabil ist, muss die Zuteilung der Kosten auf die Spieler im Kern des Spiels
liegen. Nur dann hat keine echte Teilmenge der Spielermenge N einen Anreiz die grofle
Koalition zu verlassen. Formal ist der Kern wie folgt definiert:

C(c) = {m € R Zm =¢(N)and Zm <c¢(S)forall S C N,S#{}} ()

iEN €S

Der in [DKO7] im Detail dokumentierte Algorithmus formuliert die Berechnung der ;-
Werte als lineares Programm, das mit Standardsoftware der linearen Optimierung gelost
werden kann. Das Problem dabei ist die exponentiell groe Anzahl von Restriktionen der
Art ) .o < c(S). Das Verfahren ist daher iterativ, wobei zu Beginn (fast) alle Restrik-
tionen dieses Typs relaxiert sind und in jeder Iteration eine Restriktion hinzugefiigt wird,
sofern man eine verletzte Restriktion findet.

Beispiel: Angewendet auf das obige Beispiel mit drei Spielern 16sen wir zunéchst das
folgende lineare Programm optimal:

min v 9
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u.d.N.

™ + mo + w3 = 918 (10)
T — v < 460 (11)
o — v < 353 (12)
w3 —v < 486 (13)
T, T, T3 € R (14)
v >0 (15)

Man beachte, dass ein Wert v > 0 in der optimalen Losung signalisiert, dass der Kern
dieses Spiels leer ist. Als optimale Losung ergibt sich in unserem Beispiel folgende Allo-
kation der Kosten: m = (460, 353, 274).

Sucht man nun nach einer Restriktion, die im Kern erfiillt sein muss, aber durch die ge-
fundene Allokation verletzt ist (ein Problem, das sich als gemischt—ganzzahliges Modell
formulieren und mit Standardsoftware der mathematischen Optimierung 16sen lédsst), so
findet man hier die Koalition {1, 2}, die eine solche Restriktion definiert, denn 71 + w5 =
813 > 644 = ¢({1,2}).

In einer zweiten Iteration 16st man daher das erweiterte Problem:

min v (16)
wdN. (10), (11), (12), (13), (14), (15),
T +7T2—’U§644 (17)

Die optimale Losung dieses linearen Programms liefert 7 = (291, 353, 274). Diese Kos-
tenallokation liegt im Kern, so dass das Verfahren terminiert. Rechenstudien belegen, dass
dieses Vorgehen tatsdchlich effizient ist. Selbst grole Beispiele konnen auf diese Art und
Weise gelost werden.
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