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Abstract: Die Automatisierung des formalen logischen Beweisens ist ein grundlegen-
des Forschungsgebiet innerhalb der Kiinstlichen Intelligenz. Der vorliegende Artikel
stellt Konnektionskalkiile vor, die zur automatischen Beweissuche in klassischer, in-
tuitionistischer und modaler Logik verwendet werden konnen. Dabei wird der Kon-
nektionskalkiil fiir klassische Logik in einer eleganten und uniformen Art erweitert.
Es werden sehr kompakte Implementierungen dieser Kalkiile vorgestellt, die zu den
leistungsfihigsten Beweissystemen in ihrer Klasse zéhlen und bereits mehrfach er-
folgreich an internationalen Wettbewerben teilgenommen haben.

1 Einleitung

Logisches Schlussfolgern ist nicht nur eine wichtige Grundlage menschlichen Handelns im
Alltag, sondern ein elementares Prinzip, das in allen wissenschaftlichen Disziplinen ange-
wendet wird. So werden zum Beispiel in der Mathematik neue Sétze und Theoreme durch
Anwendung formaler logischer Regeln aus Axiomen und bereits bekannten Satzen herge-
leitet. Der Beweis eines Satzes oder Theorems ist dann eine Folge von logischen Schliissen.
Das Forschungsgebiet, das sich mit der Automatisierung dieses logischen Schlussfolgerns
beschiftigt, wird daher auch Automatisches Beweisen genannt. Ziel dabei ist es, den Be-
weis eines Theorems vollautomatisch durch den Computer finden zu lassen. Ein solches
Computerprogramm wird auch Beweiser genannt.

Die Sprache der Prddikatenlogik wird dabei benutzt, um Aussagen zu reprisentieren und
das logische SchlieBen iiber diese Aussagen zu formalisieren. In der Sprache der Pradi-
katenlogik werden zum Beispiel die Aussagen (a) Plato ist ein Mensch und (b) fiir alle X
gilt, wenn X ein Mensch ist, dann ist X sterblich, wie folgt formalisiert:

(a) Mensch(Plato)
(b) VX (Mensch(X ) = sterblich(X))

Aus diesen beiden Aussagen lisst sich logisch Schlussfolgern, dass (¢) Plato sterblich ist.
Die Aussage (c) ist also eine logische Konsequenz der Aussagen (a) und (b).

} = (c) sterblich(Plato).

*Englischer Titel der Dissertation: “Connection Calculi for Automated Theorem Proving in Classical and
Non-Classical Logics”.
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Das Deduktionstheorem besagt, dass sich das logische Schlussfolgern auf das Bestimmen
der Giiltigkeit einer Aussage reduzieren lédsst. Eine Aussage ist genau dann giiltig, wenn sie
unabhingig davon wahr ist, welche Bedeutung den einzelnen Wortern zugewiesen wird.
Eine Aussage A ist genau dann eine logische Konsequenz der Aussagen Ay, ..., A,, falls
die Aussage (A1 A ... A A,) = A giiltig ist. So ist zum Beispiel

(d) (Mensch(Plato) NN X (Mensch(X ) = sterblich(X))) = sterblich(Plato)
giiltig, das heiBt die Aussage (c¢) folgt tatséchlich logisch aus den Aussagen (a) und (b).

Die Aufgabe eines Beweisers ist es daher herauszufinden, ob eine gegebene Aussage oder
Formel giiltig ist. Da der Suchraum bei der Beweissuche bereits fiir relativ einfache Theo-
reme sehr grof ist, stellt das automatische Beweisen eine immense Herausforderung dar.
Dieses Forschungsgebiet zihlt daher zum Kerngebiet der Kiinstlichen Intelligenz.

Neben der hiaufig verwendeten klassischen Logik, gehoren die intuitionistische Logik und
die modale Logik zu den wichtigsten nicht-klassischen Logiken. Sie haben zahlreiche An-
wendungen, zum Beispiel in der Programmsynthese, der Programmverifikation, beim Pla-
nen, der Modellierung von Kommunikation und bei der Verarbeitung natiirlicher Sprache.

Die intuitionistische Logik [Dal01] stellt hohere Anforderungen an die Giiltigkeit einer
Formel und ist daher eine Einschriankung der klassischen Logik. Die Formel

(e) Mensch(Sokrates) N —~Mensch(Sokrates)

formalisiert die Aussage Sokrates ist ein Mensch oder Sokrates ist kein Mensch und ist
in klassischer, aber nicht in intuitionistischer Logik giiltig. Die modale Logik [BBW06]
ist eine Erweiterung der klassischen Logik um die Modaloperatoren O und <, die als
“notwendigerweise” und “moglicherweise” interpretiert werden. Die giiltige Formel

(f) (B Mensch(Plato)) = (< Mensch(Plato))

formalisiert also die Aussage falls Plato notwendigerweise ein Mensch ist, dann ist er auch
maoglicherweise ein Mensch. Abhingig davon, wie die Modaloperatoren interpretiert wer-
den, gibt es nicht nur eine modale Logik, sondern eine ganze Reihe von modalen Logiken.

Wihrend die Entwicklung von effizienten Beweisern fiir klassische Logik in den letzten
Jahrzehnten groBle Fortschritte gemacht hat, steht die Entwicklung von leistungsfahigen
Beweisern fiir viele nicht-klassische Logiken noch am Anfang. Die Beweissuche in nicht-
klassischen Logiken ist erheblich schwieriger als in klassischer Logik. So ist die Beweis-
suche in klassischer Aussagenlogik bereits co-NP-volistindig, d.h. alle bekannten Algo-
rithmen haben eine exponentielle Zeitkomplexitidt. Die Beweissuche in intuitionistischer
und den (meisten) modalen Aussagenlogiken ist sogar PSP ACE-vollstindig.

Die formale Beschreibung der Beweissuche dabei hidufig mit Hilfe eines Kalkiils, der aus
Axiomen und Regeln besteht. Ein Beweiser implementiert dann einen Kalkiil mit einer
Strategie, die beschreibt, in welcher Reihenfolge die Regeln bei der Beweissuche ange-
wendet werden. Bekannte Kalkiile zur Beweissuche sind zum Beispiel Sequenzenkalkiile,
Tableaukalkiile, Konnektionskalkiile, Resolutionskalkiile und instanzenbasierte Kalkiile.

Dieser Artikel ist die Zusammenfassung einer Dissertation [Ott13], in der sowohl neue
Konnektionskalkiile als auch deren Implementierung fiir die automatische Beweissuche in
klassischer Logik und wichtigen nicht-klassischen Logiken vorgestellt werden.
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2 Klausel-Konnektionskalkiile
2.1 Konnektionskalkiil fiir klassische Logik

Eine Konnektion ist ein Paar von (atomaren) Formeln der Form { A, —=A}. Zum Beispiel ist
{Mensch(Plato), ~Mensch(Plato)} eine Konnektion; Mensch(Plato) und —Mensch(Plato)
werden als Literale bezeichnet. Bei Konnektionskalkiilen [Bib87, LS01] wird die Beweis-
suche durch Konnektionen gesteuert, was eine zielgerichtete Suche ermoglicht.

Die Formeln, deren Giiltigkeit bewiesen werden sollen, miissen im Konnektionskalkiil in
Klauselform sein. Eine Formel in Klauselform hat die Form 34 ... 3z, (C1 V...V C,),
wobei jede Klausel C; die Form Ly A ... A Ly, hat und jedes L; ein Literal ist. In klassi-
scher Logik kann jede Formel F' in eine dquivalente Formel F” in Klauselform iibersetzt
werden, so dass F’ genau dann giiltig ist, wenn F” giiltig ist. Eine Matrix stellt ein Formel
in Klauselform als eine Menge von Klauseln {C1,...,C),} dar, wobei jede Klausel C;
eine Menge von Literalen {L1, ..., L,,} ist, und Literale der Form A bzw. —A durch A°
bzw. A! dargestellt werden; eine Konnektion hat dann die Form {A°, A'}.

Die Formel (d) aus Abschnitt 1 hat die Klauselform
X (—sterblich(Plato) vV ( Mensch(X ) A\ —sterblich(X) ) V sterblich(Plato) )

und M’ = {{Mensch(Plato)"}, {Mensch(X )°, sterblich(X )*}, {sterblich(Plato)"}} ist die
zugehorige Matrix. Damit {Mensch(X )0, Mensch(Plato )1} eine Konnektion ist, muss die
Variable X durch Plato ersetzt werden. Dies wird durch eine Termsubstitution o realisiert,
d.h. 0(X) = Plato. Die Konnektion wird dann als o-komplementdir bezeichnet.

Bei der graphischen Darstellung eines Beweises im Konnektionskalkiil werden die Klau-
seln der Matrix nebeneinander, Literale jeder Klausel iibereinander angeordnet; Literale,
die eine Konnektion bilden, werden durch einen Linie miteinander verbunden. Der gra-
phische Konnektionsbeweis der Matrix M’ mit o(X ) = Plato sieht dann wir folgt aus:

Mensch(X )°

[ Mensch(Plato)" ] { sterblich(X )"

] [ sterblich(Plato)° } .

Ein formaler Klausel-Konnektionskalkiil wurde von Otten und Bibel [OB03] angegeben
und ist in Abbildung 1 dargestellt. Die Worter des Kalkiils haben die Form “C, M, Path”;
M ist eine Matrix, C und Path sind Mengen von Literalen oder € und werden als Zielklau-
sel bzw. aktiver Pfad bezeichnet. Ein Klausel-Konnektionsbeweis fiir eine Formel F' ist
eine Ableitung von €, M, ¢ im Klausel-Konnektionskalkiil, wobei M die Matrix von F ist
und jeder Zweig der Ableitung durch ein Axiom abgeschlossen ist. Die folgende Ableitung
ist ein Beweis der Matrix M’, und damit der Formel (d), im Klausel-Konnektionskalkiil.

{}, M’ {sterblich(Plato)’, Mensch(X')°} 4 {}, M, {sterblich(Plato)’} 4
{Mensch(X')°}, {{Mensch(Plato)' }, .. .}, {sterblich(Plato)°} LM {3 A
{sterblich(Plato)°}, {{Mensch(Plato)"}, {Mensch(X)°, sterblich(X)'}, .. .}, {}
e, {{Mensch(Plato)'}, {Mensch(X)°, sterblich(X )}, {sterblich(Plato)’}}, e
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Axi A —_—
viom (A) N Path
C )M7 . .
Start (S) 27{} und Cs ist Kopie von C; €M
e, M, e
Reduktion (R) G, M, PathU{Lo} d {Ly, Ly} ist o-komplementi
n ist o-komplementir
eduktion CU{L1} M, Path{Ly} u 1, Lo} ist o-komplementi
Co\{ Ly}, M, PathU{L C, M, Path und (5 ist eine Kopie
Extension (E) 2\{ L2} (Z E\/[l; o a von C1eM, LoeCly,
CU{L1}, M, Pat {L1,Ls} ist o-kompl.

Abbildung 1: Der Klausel-Konnektionskalkiil fiir klassische Logik

Der Beweis der Korrektheit und der Vollstindigkeit des Kalkiils beruht auf der Matrixcha-
rakterisierung [Bib87] fiir klassische Logik. Die Beweissuche im Klausel-Konnektions-
kalkiil startet mit €, M, e und die Regeln werden analytisch, d.h. von unten nach oben,
angewendet. Falls es bei der Anwendung von Regeln oder Regelinstanzen mehrere Al-
ternativen gibt, muss durch Backtracking sichergestellt werden, dass gegebenfalls alle al-
ternative Regeln oder Regelinstanzen beriicksichtigt werden. Die Termsubstitution o wird
dabei schrittweise durch einen der bekannten Algorithmen zur Termunifikation berechnet.

2.2 Konnektionskalkiil fiir intuitionistische Logik

Um den Konnektionskalkiil fiir klassische Logik auf intuitionistische Logik zu erwei-
tern, wird jedem Literal ein Prifix zugeordnet. Ein Prdfix ist eine Zeichenkette, die aus
Prdfixvariablen und Prdfixkonstanten besteht. Er wird bestimmt durch den Kontext, in
dem das Literal in der Formel vorkommt. Eine Konnektion hat dann die Form { A(¢1)° : p1,
A(ta)! :pa}, in der die Literale den Priifix p; bzw. po haben. Aufgrund der Matrixcha-
rakterisierung fiir intuitionistische Logik [Wal90] ist diese Konnektion genau dann o-
komplementér, wenn es zusétzlich zu der Termsubstitution o eine Prdfixsubstitution o p
gibt, so dass o (t1) = or(t2) und op(p1) = op(p2). Da es fiir intuitionistische Logik kei-
ne Klauselform gibt, wird die Matrixcharakterisierung angepasst. Dazu wird die fiir klas-
sische Logik bekannte Skolemisierungstechnik auf Prifixkonstanten erweitert [Ott05].

Fiir die Formel (d) ist {{Mensch(Plato)":a,V1},{Mensch(X)*:a1 Vs a(X),sterblich(X)":
a1 VaVi}, {sterblich(Plato)O:alag}} die intuitionistische Matrix, wobei a1, az(X), a3
Prifixkonstanten und V;, Vs, V3 Prifixvariablen sind. Der graphische intuitionistische
Konnektionsbeweis dieser Matrix mit o7 (X ) = Plato, cp(V1) = as(Plato),op(V2) = ¢
(wobei e die leere Zeichenkette ist) und o ;(V3) = ag sieht dann wie folgt aus:

Mensch(X)° : a1 Vs as (X)

1,
[Mensch(Plato) .alvl] sterblich(X)lzaﬂ/éVg

[sterblich(Plato)0 taq ag]
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Axiom (A)

{}, M, Path
Co, M, ) )
Start (S) G M. und C ist Kopie von C1 €M
e, M, e
C, M, PathU{Ls: o1 Lo
Reduktion (R) athU{Ls : pa} und {Ly :p1, Lo :p2}

CU{L1:p1}, M, PathU{Ly :py}  ist c-komplementir
CQ\{LQZpg},M,PCLthU{Llipl} C, M, Path

CU{Ly:p1}, M, Path
und C}, ist ein Kopie von C1 €M, Lo:pa€Cs, {L1:p1, La:ps} ist o-kompl.

Extension (E)

Abbildung 2: Der Klausel-Konnektionskalkiil fiir intuitionistische und modale Logik

Fiir die Formel (e) ergibt sich die intuitionistische Matrix {{Mensch(Sokrates)": a1},
{Mensch(Sokrates)1 :az}}. Da es keine Substitution op gibt, die die beiden Prifixe a;
und as der Konnektion gleichmacht, ist die Formel intuitionistisch nicht giiltig.

Der formale Klausel-Konnektionskalkiil fiir intuitionistische Logik [Ott05] ist in Abbil-
dung 2 dargestellt, wobei M eine intuitionistische Matrix ist. Der Beweis des Korrektheit
und der Vollstindigkeit des Kalkiils basiert auf der angepassten Matrixcharakterisierung.
Die Prifixsubstitution op wird von einem speziellen Prdfixunifikations-Algorithmus be-
rechnet [Ott05]. Der Algorithmus berechnet aus einer Menge von Prifix-Gleichungen mit
Hilfe von Ersetzungsregeln eine minimale Menge allgemeinster Prifixsubstitutionen.

2.3 Konnektionskalkiil fiir modale Logiken

Der Klausel-Konnektionskalkiil fiir modale Logik [Ott12, BOR12] ist im Wesentlichen
identisch mit dem Kalkiil fiir intuitionistische Logik in Abbildung 2. Die Definition der
Prifixe ist nun abhiingig von den Modaloperatoren, in deren Kontext ein Literal in der For-
mel vorkommt [Wal90]. Der Kalkiil verwendet dabei die modale Matrix, in der wiederum
eine angepasste Skolemisierungstechnik benutzt wird [Ott12]. Zum Beispiel ist die moda-
le Matrix der Formel (f) aus Abschnitt 1 {{Mensch(Plato)":V}, {Mensch(Plato)’:Vs}},
wobei V; und Vs Prifixvariablen sind. Der graphische modale Konnektionsbeweis dieser
Matrix mit o p(V7) = V4 sieht wie folgt aus:

— N
[ [Mensch(Plato)1 7 ] [ Mensch(Plato)’ : V, ] ] .

Der Algorithmus zur Préfixunifikation wird angepasst und berticksichtigt nun die Erreich-
barkeitsrelation der Kripke-Semantik der gewihlten modalen Logik. Dabei wurden ent-
sprechende Algorithmen fiir die modalen Logiken D, T, S4 und S5 entwickelt [Ott12].
Eine zusitzliche Domdnen-Bedingung spezifiziert, ob konstante, kumulative oder variie-
rende Domdine betrachtet werden.
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3 Implementierung von Klausel-Konnektionskalkiilen
3.1 leanCoP fiir klassische Logik

leanCoP ist ein Beweiser fiir klassische Pradikatenlogik [OB03, Ott08] und stellt eine sehr
kompakte Prolog-Implementierung des Klausel-Konnektionskalkiils aus Abschnitt 2.1 dar.
Wihrend leanCoP 1.0 [OB03] im Wesentlichen den Basis-Kalkiil implementiert, verwen-
det leanCoP 2.0 zusitzliche Techniken, die die Beweissuche optimieren [Ott08, Ott10].
Der Quellcode des Kernbeweisers ist in Abbildung 3 dargestellt.

Lean-Prolog-Technologie ist eine Technik, die die Klauseln der gegebenen Matrix mit Hil-
fe des Pradikats 11t /3 repréisentiert und vor der Beweissuche in der Prolog-Datenbank
speichert. Die Beweissuche wird dann mit prove (I, S) gestartet; I ist die maxima-
le Linge des aktiven Pfades und wird fiir die iterative Tiefensuche benutzt, S ist eine
Menge von Optionen, um die Beweissuche zu steuern [Ott08, Ott10]. Die Start-Regel
wird in den ersten beiden Zeilen implementiert, die ndchsten beiden Zeilen realisieren die
iterative Tiefensuche. Die Reduktions- und Extensions-Regel werden durch das Pridikat
prove (C,P, I,0Q,S) implementiert; C ist die Zielklausel, P ist der aktive Pfad und Q
ist die Menge der bereits bewiesenen Literale und wird fiir eine zusétzliche Lemma-Regel
verwendet. Das Axiom wird in Zeile fiinf implementiert. Die Termsubstitution wird impli-
zit durch Prolog gespeichert. Weitere Techniken sind Regularitcit (Zeile 6/7), die kontrol-
lierte Tiefensuche (Zeile 9/10), sowie ein eingeschrdnktes Backtracking (Zeile 11). Das
eingeschriankte Backtracking ist die zur Zeit effektivste Technik, um die Beweissuche im
Konnektionskalkiil zu optimieren [Ott10]. Weiterhin wird eine definitorische Klauselform-
Transformation benutzt und ein Strategie-Scheduling, das nacheinander verschiedene Stra-
tegien bei der Beweissuche anwendet [Ott08, Ott10].

Diese zusitzlichen Techniken in leanCoP 2.0 fiihren zu einer Verbesserung der Leistung
um etwa den Faktor 10° beziiglich der international etablierten TPTP-Problemsammlung.
leanCoP 2.1 gibt zusitzlich einen lesbaren Konnektionsbeweis aus.

Der komplette Beweiser mit den zusétzlichen Komponenten ist auf der leanCoP-Webseite
unter der Adresse http://www.leancop.de verfiigbar.

prove (I,S) :— \+member (scut,S) -> prove([-(#)]1,I[1,I,[1,9) ;
lit (#,C,_) —> prove(C,[-(#)1,I,[1,9).

prove(I,S) :— member (comp(L),S), I=L -> prove(l,[]) ;
(member (comp (_),S);retract(p)) -> J is I+1, prove(J,S).

prove ([1l,_,_,r_,_) .

prove ([L|C],P,I,Q,S) :— \+ (member (A, [L|C]), member (B,P),
A==B), (-N=L;-L=N) -> ( member (D,Q), L==D ;
member (E,P), unify_with_occurs_check (E,N) ; 1it (N,F,H),
(H=g -> true ; length(P,K), K<I -> true ;
\+p -> assert (p), fail), prove(F, [L|P],I,Q,S) ),
(member (cut,S) -> ! ; true), prove(C,P,I,[L|Q],S).

Abbildung 3: Der Quellcode des Kernbeweisers von leanCoP 2.0 fiir klassische Logik
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prove(I,S) :— ( \+member (scut,S) ->

prove ([ (=(#)):(=[1)1,11,I,1],[2,T],S) ;

lit ((#):_,G:C,_) —-> prove(C, [(-(#)):(-[1)]1,1,[],[Z2,R],S),

append (R,G,T) ), check_addco(T), prefix_unify(Z).
prove(I,S) :— member (comp(L),S), I=L —-> prove(l,[]) ;

(member (comp(_),S);retract(p)) -> J is I+1l, prove(J,S).
prove ([l,_,_,_, L[}, 01}, ).

prove ([L:U|C],P,I,Q,[%Z,T],S) := \+ (member (A, [L:U|C]), member (B,P),
A==B), (-N=L;-L=N) -> ( member (D,Q), L:U==D, X=[], O=[] ;
member (E:V,P), unify_with_occurs_check (E,N),
\+ \+ prefix_unify([U=V]), X=[U=V], O=[] ;
1it (N:V,M:F,H), \+ \+ prefix_unify ([U=V]),
(H=g —-> true ; length(P,K), K<I -> true ;
\+p -> assert(p), fail), prove(F,[L:U|P],I,Q,[W,R],S),
X=[U=V|W], append(R,M,0) ), (member (cut,S) -> ! ; true),
prove(C,P, I, [L:U|Q],[Y,J],S), append(X,Y,Z), append(J,O,T).

Abbildung 4: Der Quellcode der Kernbeweiser von ileanCoP 1.2 und MleanCoP 1.2

3.2 ileanCoP fiir intuitionistische Logik

ileanCoP ist ein Beweiser fiir intuitionistische Priadikatenlogik [Ott05, Ott08] und eine sehr
kompakte Implementierung des intuitionistischen Kalkiils aus Abschnitt 2.2. Der Quellco-
de des Kernbeweisers ist in Abbildung 4 dargestellt. Lediglich die unterstrichenen Zeichen
wurden dem Quellcode von leanCoP 2.0 in Abbildung 3 hinzugefiigt. Es wurden Prifixe
hinzugefiigt, als auch eine Préfixunifikation (prefix_unify/1), die weitere 18 Zeilen
an Prolog-Code bendtigt. Alle Optimierungen von leanCoP 2.0 wurden angepasst und in-
tegriert. ileanCoP 1.2 beweist erheblich mehr Probleme aus der TPTP-Problemsammlung
und der ILTP-Problemsammlung [ROKO7] als alle anderen Beweiser fiir intuitionistische
Logik [Ott08]. Der komplette Beweiser ist auf der ileanCoP-Webseite unter der Adresse
http://www.leancop.de/ileancop/ verfiigbar.

3.3 MleanCoP fiir modale Logiken

MleanCoP ist ein Beweiser fiir die modalen Pridikatenlogiken D, T, S4 und S5 mit kon-
stanten, kumulativen und variierenden Doméne [Ott12] und eine sehr kompakte Imple-
mentierung des modalen Kalkiils aus Abschnitt 2.3. Der Quellcode des Kernbeweisers ist
im Wesentlichen identisch mit dem fiir ileanCoP in Abbildung 4. Dabei wird die Definition
der Prifixe an die modalen Logiken angepasst. Weiterhin miissen die Priafixunifikationen
fiir die modalen Logiken D, T, S4 und S5 hinzugefiigt und die Domdinen-Bedingung
(check_addco/1) angepasst werden. MleanCoP 1.2 beweist erheblich mehr Proble-
me aus der QMLTP-Problemsammlung [RO12] als alle anderen Beweiser fiir modale Lo-
gik [BOR12]. Der komplette Beweiser ist auf der MleanCoP-Webseite unter der Adresse
http://www.leancop.de/mleancop/ verfiigbar.
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4 Der Nicht-Klausel-Konnektionskalkiil

Die fiir die Klausel-Konnektionskalkiile notwendige Transformation in Klauselform ver-
dndert die Struktur der Formel und kann dazu fiihren, dass sich die Formel deutlich ver-
groBert, was die Beweissuche erheblich erschweren kann. Dies gilt auch fiir die definitori-
sche Klauselform-Transformation [Ott10]. Der Nicht-Klausel-Konnektionskalkiil [Ott11]
hat diese Nachteile nicht, da der Kalkiil keine Klauselform benétigt und stattdessen die
originale Struktur der gegebenen Formel erhilt. Dafiir muss die Definition der Matrix ver-
allgemeinert werden. Eine Nicht-Klausel-Matrix ist eine Menge von Klauseln, wobei jede
Klausel eine Menge von Literalen und (Unter-)Matrizen ist. Zum Beispiel wird die Formel

( (Mensch(Plato) NNV X (Mensch(X) = sterblich(X)) ) =
sterblich(Plato)) N ( Mensch(Sokrates) ) ~Mensch(Sokrates) )

durch die Nicht-Klausel-Matrix {{ {{ Mensch(Plato)'}, {Mensch(X)°, sterblich(X)'},
{sterblich(Plato)}}, {{Mensch(Sokrates)’}, {Mensch(Sokrates)' } } }} reprisentiert, die
6 Literale enthilt. Die entsprechende Klauselform enthilt mindestens 14 Literale. Der gra-
phische Nicht-Klausel-Konnektionsbeweis mit o (X ) = Plato hat die folgende Form:

/_\

0
[ Mensch(Plato)" | { Mensch(X)

sterblich(X )* } [ sterblich(Plato)° |

[ [Mensch(Sokmtes)O } [Mensch(Sokmtes)l ] ]
—_—_

Der formale Nicht-Klausel-Konnektionskalkiil hat das gleiche Axiom und die gleiche
Start- und Reduktions-Regel wie der Klausel-Konnektionskalkiil. Die Extensions-Regel
wird angepasst und eine Dekompositions-Regel hinzugefiigt [Ott11]. Die vereinfachte Ver-
sion des Kalkiils, bei dem Start- und Reduktions-Regel subsumiert werden, ist in Abbil-
dung 5 dargestellt. Fiir die Nicht-Klausel-Matrix M startet die Suche mit {M}, M, {}.

Der Beweis der Korrektheit und der Vollstiandigkeit des Nicht-Klausel-Konnektionskalkiils
basiert auf einer Nicht-Klausel-Matrixcharakterisierung und der Einbettung des Nicht-
Klausel-Kalkiils in den Klausel-Konnektionskalkiil [Ott11].

Axiom (A) 7{} M Path

Cs, M[C1\Cs), PathU{L,:} C, M, Path
CU{L:}, M, Path
und Cs3:=0-clauser,, (Cs), Cs ist Kopie von C1, C ist e-Klausel
von M bzgl. Path U{L;}, Cy enthilt Ly mit {L1, Lo} o-kompl.
CUCy, M, Path

Dekomposition (D) CULM, Y, M, Path und C €My
15 9

Extension (E)

Abbildung 5: Der (vereinfachte) Nicht-Klausel-Konnektionskalkiil
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5 Zusammenfassung

Formales Beweisen ist eine fundamentale Tatigkeit in der Informatik und vielen verwand-
ten Wissenschaften. Seit Frege seine Begriffsschrift [Fre79] im Jahr 1879 verdffentlicht
hat, gilt die Entwicklung von effizienten Kalkiilen zur Automatisierung des formalen Be-
weisens als eines der wichtigsten Forschungsziele innerhalb der Kiinstlichen Intelligenz.
Die Entwicklung von Kalkiilen und Beweisern hat in den letzten Jahrzehnten grof3e Fort-
schritte gemacht, und Beweiser werden heutzutage in industriellen Anwendungen, wie
etwa der Verifikation von Hard- und Software, eingesetzt.

Die vorliegende Arbeit stellt leistungsfihige Beweiser fiir klassische und einige wichti-
ge nicht-klassische Logiken vor. Alle Beweiser basieren auf einem uniformen Klausel-
Konnektionskalkiil, der durch die Verwendung von Prifixen, einer Prifixunifikation so-
wie einer erweiterten Skolemisierung auf intuitionistische und modale Logiken iibertragen
wurde. Daneben enthalten die Beweiser weitere Techniken um die Beweissuche zu opti-
mieren, darunter eine optimierte definitorische Klauselform-Transformation, Lean-Prolog-
Technologie, Regularitit und das sehr erfolgreiche “eingeschrinkte Backtracking”.

leanCoP ist der zur Zeit schnellste Beweiser, der auf einem Klausel-Konnektionskalkiil ba-
siert. Der Kernbeweiser besteht aus nur wenigen Zeilen Prolog-Code. leanCoP hat bereits
mehrfach erfolgreich an den internationalen CASC-Wettbewerben teilgenommen. Darun-
ter sind nicht nur Platzierungen unter den Top 3 der schnellsten Beweiser mit Beweisaus-
gabe, sondern auch der “Best Newcomer”-Preis fiir leanCoP 2.0 [Sut08], der dritte Preis
in der SUMO-Kategorie, die sehr gro3e Formeln enthilt, fiir leanCoP-SInE [Sut10], und
der Gewinn der arithmetischen TFA-Kategorie durch leanCoP-(2 [Sut11].

ileanCoP und MleanCoP sind die zur Zeit leistungsfdahigsten Beweiser fiir intuitionisti-
sche und modale Pridikatenlogik. Sie basieren auf leanCoP und erweitern diesen durch
das Hinzufiigen von Prifixen und einer Prifixunifikation. Die spezielle Logik wird dabei
lediglich durch das Austauschen der Unifikationskomponente bestimmt. Dadurch lassen
sich Optimierungstechniken, die bereits fiir klassische Logik benutzt werden, auf einfache
Art iibertragen. Die Benutzung einer zusétzlichen Prifixunifikation bei der Beweissuche in
nicht-klassischen Logiken dhnelt der Benutzung der Termunifikation bei der Beweissuche
in klassischer Prddikatenlogik. Dieser Sachverhalt ldsst sich wie folgt darstellen:

Prédikatenlogik = Aussagenlogik + Termunifikation ,
intuitionistische/modale Logik = klassische Logik + Préfixunifikation .

Der Nicht-Klausel-Konnektionskalkiil verallgemeinert den Klausel-Konnektionskalkiil.
Es wird lediglich die Extensions-Regel leicht angepasst und eine Dekompositions-Regel
hinzugefiigt. Dies kombiniert die Vorteile von (Nicht-Klausel-)Sequenzen- und Tableau-
kalkiilen mit der zielgerichteten Beweisfiihrung von Klausel-Konnektionskalkiilen.

Zukiinftige Arbeiten beinhalten die Erweiterung der Kalkiile und Beweiser auf weitere
nicht-klassische Logiken, wie etwa multimodale Logiken und Beschreibungslogiken, als
auch die Implementierung des Nicht-Klausel-Konnektionskalkiils und dessen Erweiterung
auf nicht-klassische Logiken. Diese Arbeiten werden weitere Belege dafiir geben, dass
Konnektionskalkiile eine solide und erfolgreiche Grundlage fiir die Automatisierung des
formalen Beweisens in klassischen und nicht-klassischen Logiken sind.
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