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1 Einleitung

Diese Zusammenfassung meiner Doktorarbeit (Mik02) beschäftigt sich mit statistischer
Lerntheorie und statistischen Lernmaschinen. Eine statistische Lernmaschine versucht aus
gegebenen Beispielen eine Regel zu inferieren mit der man in der Lage ist auf ungesehenen
Beispielen korrekte Vorhersagen zu machen. Diese Vorhersagen sind reellwertig (Regres-
sion) oder diskret (Klassifikation). Wir betrachten insbesondere so genannte kernbasierte
Lernverfahren. Die Hauptbeiträge dieser Arbeit lassen sich wie folgt zusammenfassen:

• Aufbauend auf der Theorie der reproduzierenden Kerne wird eine neue Lernmaschi-
ne vorgeschlagen, die auf der Maximierung eines Rayleigh Koeffizienten in einem
Kernmerkmalsraum basieren. Dies wird beispielhaft für orientierte (Kern) Haupt-
komponentenanalyse und insbesondere für Fishers Diskriminanten gemacht, was in
Kern Fisher Diskriminanten (KFD) resultiert.

• Dann wird gezeigt, dass KFD eng mit quadratischer und linearer Optimierung ver-
bunden ist. Darauf aufbauend werden verschiedene Möglichkeiten diskutiert mit den
Optimierungsproblemen umzugehen die bei kernbasierten Methoden und insbeson-
dere KFD entstehen.

• Die Formulierung als mathematisches Optimierungsproblem ist der Ausgangspunkt
um verschiedene wichtige und interessante Varianten von KFD herzuleiten: Robuste
KFD, sparse KFD und lineare KFD. Die mathematische Optimierung ermöglicht es
dar̈uber hinaus KFD mit anderen Techniken wie Support Vektor Maschinen, der Re-
levanzvektormethode und Boosting in Verbindung zu setzen. Durch einen struktu-
rellen Vergleich der zugrundeliegenden Optimierungsprobleme wird illustriert, dass
viele moderne Lernmethoden, auch KFD, sich sehrähneln.

• Außerdem werden erste Ergebnisseüber Lerngarantien für Eigenwerte und Eigen-
vektoren die aus Kovarianzmatrizen geschätzt werden pr̈asentieren. Es wird gezei-
gen, dass unter schwachen Annahmen, die empirischen Eigenwerte mit hoher Wahr-
scheinlichkeit nahe an den zu erwartenden Eigenwerten liegen. Für Eigenvektoren



zeigen wir, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit ein empirischer Eigenvektor nahe zu
einem Eigenvektor der zugrundeliegenden Verteilung sein wird.

• In einer großen Sammlung von Experimenten wird demonstriert, dass KFD und
seine Varianten sehr gut in der Lage sind mit dem technischen Standard zu konkur-
rieren. Es werden KFD mit Boosting und Support Vektor Maschinen verglichen und
sorgf̈altig die Vor- und Nachteile der vorgeschlagenen Methoden diskutiert.

1.1 Maschinelles Lernen

Maschinelles Lernen, wie schon der Name suggeriert, versucht Algorithmen zu entwi-
ckeln um komplexe Probleme durch das Lernen einer Lösungen zu finden, nicht durch
einen ingenieurm̈aßigen Entwurf. Letzteres ist für bestimmte Probleme oft schwierig. Ein
aktuelles und sehr typisches Beispiel ist die Analyse des menschlichen Genoms. Im Prin-
zip, zumindest wird dies ḧaufig vermutet, existiert ein festes Modell welches beschreibt,
wie Information im Genom kodiert ist und wie diese Information in etwas nützliches um-
gesetzt wird. Es ist auch bekannt, dass nur Teile der DNS benutzt werden, die Gene. Aber
es ist noch nicht zur G̈anze verstanden, wo die Gene sind und wie man sie genau findet. Es
existieren einige biologische Modelle aber diese sind sehr komplex und erklären nur zum
Teil die Zusammenḧange. Maschinelles Lernen versucht dieses Problem auf eine andere
Art zu lösen. Anstatt ein Modell zu suchen welches den zugrundeliegende Prozess erklärt
und das dann benutzt werden kann um Antworten daraus abzuleiten versucht man eine
Regel zu finden die in der Lage ist für jedes Sẗuckchen DNS die Frage zu beantworten: ist
hier ein Gen oder nicht? Allgemeiner gesprochen versucht maschinelles Lernen die Zu-
sammenḧange zwischen Objekten zu modellieren. Die Kunst im maschinellen Lernen ist
dies zu tun ohne dabei große Mengen an Expertenwissen zu brauchen.

Maschinelles Lernen ist ein Rahmenwerk mit dem sich eine große Zahl verschiedener
Probleme l̈osen lassen, nicht nur ein spezifisches Problem. Die Komplexität des Ingenieur-
Problems wird also verlagert von der Lösung eines schwierigen aber speziellen Problems
zu der L̈osung eines immer noch schwierigen aber allgemeineren Problems: Wie können
Maschinen lernen? Der Vorteil ist klar: Wenn das Lernproblem einmal gelöst ist kann man
eine große Menge andere Probleme mit den entwickelten Techniken ebenfalls lösen.

1.2 Lernen aus Beispielen

Es gibt viele verschiedene Gebiete in der künstlichen Intelligenz und maschinelles Lernen
ist eines von ihnen. Das Paradigma dem diese Arbeit folgt ist das des “Lernen aus Bei-
spielen”. Die Grundidee ist, dass oft wenige Beispiele von Relationen zwischen Objekten
gen̈ugen um eine allgemeine Regel für diesen Zusammenhang herzuleiten. Das Lernpro-
blem ist genau diese induktive Inferenz von der unvollständigen Information die durch die
Beispiele gegeben wird zu einer Vorhersageregel die bestimmte Aspekte der Beobachtung
beschreibt. Diese Regel werden meist durch Funktionen modelliert welche jedes Einga-

70 Kern Fisher Diskriminanten



beobjekt auf ein Ausgabeobjekt abbilden. Je nach der Natur insbesondere der Ausgaben
spricht man von Klassifikation oder Regression. Die Klassifikationaufgabe besteht dar-
in jede Eingabe einer von endlich vielen Klassen zuzuordnen. Beim Regressionproblem
will man jeder Eingabe eine oder mehrere kontinuierliche Ausgaben zuordnen. In beiden
Fällen ist die einzige Information die man zur Verfügung hat eine endlich Menge von
Eingabe-Ausgabe Paaren.

Während es etwas enttäuschen ist, dass sich im maschinellen Lernen fast alles um Funk-
tionsscḧatzung dreht zeigen sich schnell die evidenten Vorteile dieser Herangehensweise.
Eine rigorose mathematische Formulierung erlaubt es mittels Statistik und anderen Hilfs-
mitteln zu untersuchen unter welchen Bedingungen Lernen Erfolg haben kann. Das Ge-
biet der statistischen Lerntheorie (z.B. (Vap98)) untersucht welches die wichtigsten Eigen-
schaften von Lernalgorithmen und Funktionen sind und wie diese sich zu deren Fähigkeit
verhalten bestimmte Schätzprobleme erfolgreich zu lösen. Damit wird es m̈oglich Techni-
ken herzuleiten die diese Größen optimieren und somit bessere Resultate erzielen. Darüber-
hinaus ist es der Theorie m̈oglich Garantien̈uber die maximale Anzahl von Fehlern abzu-
geben die eine bestimmte Methode in der Zukunft machen wird. Ein wichtiger Unterschied
zwischen modernen Erkenntnissen im maschinellen Lernen und den frühen Bem̈uhungen
in der k̈unstlichen Intelligenz ist, dass diese Garantien bereits für praktisch relevante F̈alle
gelten, nicht erst in irgendeinem asymptotischen Sinne.

Obwohl wir das Lernproblem auf das der Schätzung von Funktionen reduziert haben, muss
immer noch ein komplexe Aufgabe gelöst werden. Abgesehen von theoretischen Limitie-
rungen gibt es viele praktische Details, die Lernen schwierig machen, wobei das wichtigste
die Tatsache ist, dass wir nurüber eine limitierte Anzahl von Trainingsbeispielen verfügen.
Das Problem ist die wahre Abhängigkeit zwischen Ein- und Ausgaben basierend auf die-
ser limitierten Information zu schätzen. Das Gegenteil kann aber auch ein Problem sein:
Bei sehr großen Mengen von Trainingsdaten ist eine praktische Anwendung vieler Metho-
den nicht mehr m̈oglich. Andere Probleme sind, dass die Trainingsdaten die das Problem
beschreiben nicht vollständig sind, d.h. nicht alle Informationen sind vorhanden, oder dass
die gegebene Information inhomogen ist, z.B. sich von Beispiel zu Beispiel etwas un-
terscheidet. Ein allgemeines Problem bei der Schätzung von Funktionen ist, dass man
annehmen muss, dass die gegebene Information nicht genau und z.B. durch Messfehler
verunreinigt ist.

Die aktuelle Forschung im Bereich des maschinellen Lernens beschäftigt sich sehr inten-
sive mit genau diesen Problemen, d.h. wie macht man Lernen praktikabel mit sehr kleinen
Datenmengen, wie geht man mit Rauschen und Ausreißern um oder wie behandelt man
fehlende Werte. Insbesondere innerhalb der letzten zehn Jahre wurden hier große Fort-
schritte gemacht.

In dieser Arbeit betrachten wir Lernalgorithmen die auf so genannten Rayleigh Koeffizi-
enten basieren, insbesondere Fishers Diskriminante, und solche die Kernfunktionen be-
nutzen. Fishers Diskriminante (Fis36) ist eine Technik um lineare Funktionen zu finden
die gut zwischen zwei oder mehr Klassen diskriminieren. Als eine Technik die es schon
fast siebzig Jahre gibt ist sie sehr bekannt und wird viel benutzt um Klassifikatoren zu
konstruieren. Allerdings sind viele aktuelle Lernprobleme nicht hinreichend lösbar mit li-
nearen Techniken. Deshalb schlagen wir eine nichtlineare Variante von Fishers Diskrimi-
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nanten vor. Die “Nichtlinearisierung” wird m̈ogliche durch den Einsatz von so genannten
Kernfunktionen, eine Technik die von den Support-Vektor-Maschinen entlehnt ist (Vap98).
Kernfunktionen stellen einen allgemeinen und eleganten Weg dar um nichtlineare Algo-
rithmen zu formulieren. Die hergeleiteten Methoden haben eine klare und intuitive Inter-
pretation. Dar̈uberhinaus, obwohl die Techniken in der Lage sind hoch komplexe, nichtli-
neare Beziehungen zu modellieren ist es möglich Algorithmen anzugeben die eine global
optimale L̈osung in polynomieller Zeit finden. Es wird gezeigt, dass solche Lernmaschinen
eine dem Stand der Technik entsprechende Leitung haben.

2 Kern Fisher Diskriminanten

Das Ziel von Diskriminanten Analyse kann man so zusammenfassen, dass man eine Funk-
tion sucht, die einen Wert zurückgibt der eine gute Differenzierung zwischen verschiede-
nen Klassen erm̈oglicht. Formell sucht man eine Funktionf : X → RD, so dassf(x)
undf(z) ähnlich sind, wennx undz ähnlich sind, d.h. aus derselben Klasse, und unter-
schiedlich sonst. In dem speziellen Fall von lineare Diskriminanten sucht man eine linear
Funktion, d.h. eine Menge von Projektionen

f(x) = W>x, W ∈ RN×D,

wobei die MatrixW so geẅahlt ist, dass ein Kontrast-KriteriumG optimiert wird, ggf. un-
ter ein paar NebenbedingungenS:

maxG(W ) wobeiW ∈ S. (1)

Die verschiedenen Techniken um lineare Diskriminanten zu bestimmen unterscheiden sich
nur in der spezifischen Wahl vonG undS. Um die Pr̈asentation zu vereinfachen werden im
folgenden nur eindimensionale Diskriminanten untersuchen, d.h.f ist von der Formf =
(w ·x). Allerdings lassen sich die meisten Ergebnisse einfach auf den mehrdimensionalen
Fall erweitern.

Eine der bekanntesten linearen Diskriminante ist Fishers Diskriminante (Fis36). Fishers
Idee war, dass man nach einer Richtungw sucht, die die Klassenmittel, wenn man sie auf
w projiziert gut separiert und dabei gleichzeitig eine kleine Varianz um diese Mittelwerte
hat. Dies ist in Abbildung 1 dargestellt. Die Annahme ist, dass es dann einfach ist sich
für eine der beiden Klassen zu entscheiden ohne viele Fehler zu machen. Die Größe die
den Abstand der Mittelwerte misst wird interklassen Varianz genannt, die Größe, die die
Varianz um diese Mittelwerte misst intraklassen Varianz. Dann ist das Ziel eine Funktion
zu finden die die interklassen Varianz maximiert und gleichzeitig die intraklassen Varianz
minimiert.

Mathematisch l̈asst sich dies wie folgt beschreiben. SeiX der Raum unserer Beobachtun-
gen (z.B.X ⊆ RN ) undY eine Menge von m̈oglichen Ausgaben (hierY = {+1,−1}).
Desweiteren seiZ = {(x1, y1), . . . , (xM , yM )} ⊆ X × Y die Menge der Trainingsbei-
spiele undZ1 = {(x, y) ∈ Z|y = 1} undZ2 = {(x, y) ∈ Z|y = −1} deren Einteilung
in zwei Klassen der GrößeMi = |Zi|. Dann definieren wir nochm1 und m2 als die
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Abbildung 1: Illustration von Fishers Diskriminante. Man sucht eine Richtungw, so dass die Diffe-
renz zwischen den auf diese Richtung projizierten Klassenmitteln (µ1 undµ2) groß ist und gleich-
zeitig die Varianz um diese Mittel (σ1 undσ2) klein ist.

empirischen Klassen-Mittelwerte, d.h.1

mi =
1
Mi

∑
x∈Zi

x.

Auf ähnliche Weise kann man die Mittelwerte der Daten wenn man sie auf eine Richtung
w projiziert berechnen:

µi =
1
Mi

∑
x∈Zi

w>x (2)

= w>mi,

d.h. die Mittelwerteµi der Projektionen sind die projizierten Mittelwerte. Die Varianz2

σ1, σ2 der projizierten Daten kann geschrieben werden als

σi =
∑
x∈Zi

(w>x− µi)2. (3)

Dann kann man die interklassen Varianz maximieren und die intraklassen Varianz mini-
mieren indem man

G(w) =
(µ1 − µ2)2

σ1 + σ2
, (4)

maximiert. Dies ergibt eine Richtungw, so dass das Verhältnis von inter- zu intraklassen
Varianz maximal ist. Wenn man nun die Ausdrücke (2) f̈ur die Mittelwerte und (3) f̈ur die

1Unter Missbrauch der Notation schreiben wir dasx in (x, y) ∈ Z alsx ∈ Z.
2Genaugenommen istσi die unnormalisierte Varianz welche manchmal auch Scatter genannt wird.
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Varianzen in (4) einsetzt, ergibt dies

G(w) =
w>SBw
w>SW w

, (5)

wobei wir die inter- und intraklassen Scatter MatrizenSB undSW als

SB = (m2 −m1)(m2 −m1)> SW =
∑

i=1,2

∑
x∈Zi

(x−mi)2, (6)

definieren. Es ist einfach zu prüfen, dass (4) equivalent zu (5) ist. Die Größe in Gleichung
(5) wird als Rayleigh Koeffizient bezeichnet.

2.1 Berechnung vonw

Eine besonders gute Eigenschaft von Fishers Diskriminante ist, (i) dass (5) ein globales
Optimum hat, und (ii) dass ein global optimalesw welches (5) maximiert analytisch durch
die Lösung eines Eigenwertproblems bestimmt werden kann. Es ist allgemein bekannt,
dass dasw welches (5) maximiert der erste Eigenvektor des generalisierten Eigenwertpro-
blems

SBw = λSW w, (7)

ist. Betrachtet man dieses Eigenproblem näher, stellt man fest, dass es einen noch ein-
facheren Weg gibt, dass optimalew zu finden. Ohne hier ins Detail zu gehen, lässt sich
zeigen, dass folgender Ausdruck zu eineräquivalenten L̈osung f̈uhrt:

w = S−1
W (m2 −m1),

d.h. man kann die optimale Richtungw finden, indem man die intraklassen Scatter Matrix
SW invertiert.

2.2 Einführen von Kernen

Der Kern Trick, welcher hier nur heuristisch beschrieben werden soll, besteht darin einen
linearen Algorithmus anstatt im Eingaberaum in einem MerkmalsraumE anzuwenden.
Aber anstatt dies dadurch zu erreichen, dass man die Daten explizit in den RaumE abbil-
det (durch eine AbbildungΦ : X → E) tut man dies implizit indem man inE lediglich
Skalarprodukte berechnet, d.h.(Φ(x) ·Φ(z)). Es existieren n̈amlich bestimmte Abbildung
Φ die in sehr große und m̈achtige Merkmalsr̈aume abbilden f̈ur die sich solch ein Skalar-
produkt trotzdem einfach berechnen lässt: durch die so genannte Kernfunktionk. Man hat,
dassk(x, z) = (Φ(x) · Φ(z)).

Wir suchen jetzt also nach einer Diskriminante der Form

f(x) = w>Φ(x),
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wobeiw ∈ E jetzt ein Vektor im MerkmalsraumE ist. Der Kern Trick besteht darin den
zuvor linearen Algorithmus so zu formulieren, dassΦ(x) nur noch in Skalarprodukten
vorkommt. Diese werden dann durch die Kernfunktion ersetzt.

Für Fishers Diskriminanten ist dies besonders einfach. Um die lineare Diskriminante im
MerkmalsraumE zu finden (welche dann nicht linear im Eingaberaum ist) muss

J(w) =
wTSBw
wTSW w

,

maximiert werden, wobei jetztw ∈ E undSB undSW die Matrizen (6) sind aber mit
Φ(x) anstattx. Man kann nun zeigen, dass sich dieser Ausdruck so umformulieren lässt,
dass dieΦ(x) nur noch in Skalarprodukten vorkommen und dementsprechen durch Kern-
funktionen ersetzt werden können. Zun̈achst kann man zeigen, dass sichw schreiben l̈asst
als

w =
M∑
i=1

αiΦ(xi), (8)

d.h. als Linearkombination der in den Merkmalsraum abgebildeten Trainingsdaten. Ohne
hier ins Detail zu gehen, kann man weiter zwei MatrizenN undM der Gr̈oßeM ×M
definieren, so dass sich die optimalen Koeffizientenαi finden lassen durch

J(α) =
αTMα

αTNα
.

Man muss also immer noch einen Rayleigh Koeffizienten optimieren, bekommt aber eine
nichtlineare L̈osung.

Der Vorteil dieser impliziten Rechnung in einem Merkmalsraum liegt darin, dass man auch
in extrem hochdimensionalen oder gar unendlich dimensionalen Räumen arbeiten kann.
Außerdem ist es m̈oglich durch die Wahl des Kernes Expertenwissen mit einzubauen.

2.3 Weiterführende Themen

Das soeben dargelegte ist allerdings nur der Ausgangspunkt für viele weitere Untersu-
chung in der zugrundeliegenden Arbeit (Mik02). Um KFD wirklich praktisch und leis-
tungsf̈ahig zu machen ist es wichtig die Komplexität der L̈osungen genau zu kontrollie-
ren. Dazu werden verschiedene Regularisierungsstrategien vorgeschlagen und untersucht.
Weiter lassen sich für KFD interessante Zusammenhänge zu der Methode der kleinsten
Quadrate herstellen. Diese wiederrum führt zu einer Reformulierung von KFD als ein
mathematischen Optimierungsproblem. Diese Formulierung von Lernalgorithmen als ma-
thematische Optimierungsprobleme wird näher untersucht, mit dem Ergebnis, dass viele
moderne Methoden strukturell sehrähnlich sind (z.B. Support Vektor Maschinen, Relevan-
ce Vektor Maschinen (Tip00), Arc-GV und natürlich KFD). Dies mag auch eine Erklärung
dafür sein, warum diese Methoden in der Praxis alle eineähnlich gute Performance liefern.

Aufbauend auf der Formulierung als mathematisches Optimierungsproblem werden ver-
schiedene, interessante Varianten von KFD entwickelt. Es wird die sparse KFD (SKFD)
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vorgeschlagen, die er erlaubt den Lösungsvektorw mit einem Bruchteil der Trainingsda-
ten zu beschreiben, d.h. in der Expansion (8) sind vieleαi Null. Dies lässt sich z.B. im
Entwurf von Optimierungsstrategien ausnutzen, hat aber auch den Vorteil, dass die Aus-
wertung schneller wird. Um die Methoden robuster gegen Fehler in der Daten zu machen
wird die robuste bzw. lineare KFD vorgeschlagen. Schließlich lassen sich die Vorteile der
sparsen L̈osungen und der Robustheit auch kombinieren, was zur linearen, sparsen KFD
führt (LSKFD).

Im folgenden werden dann verschiedenste Strategien entwickelt und untersucht um die
resultierenden Optimierungsproblem effizient zu lösen. Diese reichen von einfachen Heu-
ristikenüber iterative Verfahren bis hin zu ausgeklügelten Modifikationen von mathemati-
schen Optimierungsproblemen.

Schließlich wird in einem separaten Abschnitt eine Theorie entwickelt, die es erlaubt
Fehlerschranken für KFD undähnliche Methoden herzuleiten. Diese Theorie basiert auf
neuesten Erkenntnissen aus der Statistik, wie z.B. Stabilitätsschranken und so genann-
ten Luckiness Funktionen. Deren Darstellung würde hier jedoch bei weitem den Rahmen
sprengen.

2.4 Empirische Evaluation

In diesem Abschnitt sind einige empirische Ergebnisse für Kern Fisher Diskriminanten
zusammengefasst. Um die Leistungsfähigkeit der verschiedenen KFD Varianten zu eva-
luieren wurden sie auf mehreren Benchmark Datensätzen mit anderen Techniken vergli-
chen. Es wurden KFD, Support-Vektor-Maschinen, RBF-Netzwerke (z.B. MD89), Ada-
Boost (FS97), und regularisiertes AdaBoost (Rät01) verglichen (siehe Tabelle 1 und 2).

Tabelle 1: Vergleich zwischen KFD, RBF Netzen, AdaBoost (AB), regularisiertem AdaBoost (ABR)
und SVMs. Beste Methode fett, zweit beste kursiv. Gezeigt wird der Generalisierungsfehler der zehn
Datens̈atze gemittelẗuber100 Wiederholungen und die Standardabweichung des Mittels.

RBF AB ABR SVM KFD
Banana 10.8±0.06 12.3±0.07 10.9±0.04 11.5±0.07 10.8±0.05
B.Cancer 27.6±0.47 30.4±0.47 26.5±0.45 26.0±0.47 25.8±0.46
Diabetes 24.3±0.19 26.5±0.23 23.8±0.18 23.5±0.17 23.2±0.16
German 24.7±0.24 27.5±0.25 24.3±0.21 23.6±0.21 23.7±0.22
Heart 17.6±0.33 20.3±0.34 16.5±0.35 16.0±0.33 16.1±0.34
Ringnorm 1.7±0.02 1.9±0.03 1.6±0.01 1.7±0.01 1.5±0.01
F.Sonar 34.4±0.20 35.7±0.18 34.2±0.22 32.4±0.18 33.2±0.17
Thyroid 4.5±0.21 4.4±0.22 4.6±0.22 4.8±0.22 4.2±0.21
Titanic 23.3±0.13 22.6±0.12 22.6±0.12 22.4±0.10 23.2±0.20
Waveform 10.7±0.11 10.8±0.06 9.8±0.08 9.9±0.04 9.9±0.04
Durchschnitt 18.0% 20.2% 17.5% 17.2% 17.2%
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Tabelle 2: Vergleich zwischen SVM, KFD, sparser KFD (SKFD) und linearer, sparser KFD
(LSKFD). Bestes Ergbnis in fett, zweitbestes kursiv.

SVM KFD SKFD LSKFD
Banana 11.5±0.07 10.8±0.05 11.2±0.48 10.6±0.04
B.Cancer 26.0±0.47 25.8±0.46 25.2±0.44 25.8±0.47
Diabetes 23.5±0.17 23.2±0.16 23.1±0.18 23.6±0.18
German 23.6±0.21 23.7±0.22 23.6±0.23 24.1±0.23
Heart 16.0±0.33 16.1±0.34 16.4±0.31 16.0±0.36
Ringnorm 1.7±0.01 1.5±0.01 1.6±0.01 1.5±0.01
F.Sonar 32.4±0.18 33.2±0.17 33.4±0.17 34.4±0.23
Thyroid 4.8±0.22 4.2±0.21 4.3±0.18 4.7±0.22
Titanic 22.4±0.10 23.2±0.20 22.6±0.17 22.5±0.20
Waveform 9.9±0.04 9.9±0.04 10.1±0.04 10.2±0.04
Durchschnitt 17.2% 17.2% 17.2% 17.3%

Das Ergebnis dieser Evaluation ist, dass KFD und seine Varianten SKFD und LSKFD mit
allen modernen Methoden mithalten können. Insbesondere die sparse KFD und lineare,
sparse KFD zeigen eine beeindruckende Performance.

Die empirische Evaluation der vorgeschlagenen Algorithmen zeigt, dass es mit diesen
möglich ist die KFD Probleme schnell und effizient zu lösen.

3 Zusammenfassung

In der dieser Kurzfassung zugrundeliegenden Doktorarbeit wurden Lernmethoden die auf
der Maximierung eines Rayleigh Koeffizienten beruhen untersucht. Es wurden nichtli-
neare Verallgemeinerungen von verschiedenen Methoden vorgeschlagen, unter anderem
orientierter Hauptkomponentenanalyse und insbesondere Fishers Diskriminanten.

Zentraler Aspekt der Arbeit ist die Anwendung des “Kerntricks” auf Rayleigh Koeffizien-
ten bei gleichzeitiger Berücksichtigung der Komplexitätskontrolle im Rahmen der struk-
turellen Risikominimierung. Es wurde gezeigt, wie auf diesem Wege neue, machtvolle
Algorithmen hergeleitet werden können deren Leistung dem heutigen Stand der Technik
entspricht.

In einem weiteren Teil wurde gezeigt, dass KFD als ein mathematisches (quadratisches)
Optimierungsproblem formuliert werden kann. Aufbauend auf dieser Einsicht wird dis-
kutiert und aufgezeigt, wie mathematische Optimierung als ein allgemeines Rahmenwerk
für die Analyse von Lernverfahren dienen kann. Außerdem erlaubt diese Betrachtung die
Herleitung mehrerer interessanter und nützlicher Varianten von KFD: robuste KFD, sparse
KFD und lineare, sparse KFD. Schließlich wird diskutiert wie die den Lernproblemen zu
Grunde liegenden Optimierungsprobleme effizient gelöst werden k̈onnen.

Um die Leistungsf̈ahigkeit der vorgeschlagenen Algorithmen zu illustrieren und sie mit
anderen Techniken zu vergleichen wird eine große Anzahl von experimentellen Resultaten
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präsentiert. Dabei werden sowohl künstliche als auch reale Daten verwandt.

Zusammenfassend lässt sich sagen, das gezeigt wurde, dass Fishers Diskriminanten durch
Nutzung von Kernen zu den besten heute verfügbaren Lernmethoden zählen. Ihre intuitive
Interpretation, die Eigenschaft, dass Resultate erzeugt werden welche sich als Wahrschein-
lichkeiten interpretieren lassen und ihre einfach Umsetzung machen sie für viele Anwen-
dungen interessant. Andererseits wurde auch gezeigt, dass die meisten modernen Lern-
methoden, abgesehen davon, dass sie sehrähnliche Optimierungsprobleme lösen, kaum
Unterscheide in ihrer Leitung zeigen. Es wäre sicher falsch aus dieser Arbeit den Schluss
zu ziehen, dass KFD besser ist als andere Techniken. Aber KFD ist sicher genauso gut wie
andere existierende Methoden. Und wie mit jeder Technik gibt es bestimmte Anwendun-
gen wo KFD besonders geeignet ist.
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