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Simpliziale Arrangements sind geometrische Objek-
te, die elementar definiert werden konnen und den-
noch in tiefen Gebieten der Mathematik eine wichti-
ge Rolle spielen. Urspriinglich wurden sie 1941 von
Melchior [13] eingefiihrt aber darauthin jahrzehntelang
wenig beachtet. Erst 1971 stellte Griinbaum [8] eine
Sammlung aller bekannten simplizialen Arrangements
in der reellen projektiven Ebene zusammen. Er schrieb,
dass sie eine sehr natiirliche Struktur seien und in der
Losung vieler Probleme iiber Arrangements auftauchen.
Tatsdchlich waren kurze Zeit spéter (1972) simpliziale
Arrangements der zentrale Gegenstand in Delignes [7]
Losung der Vermutung von Brieskorn, dass das Kom-
plement der Vereinigung aller Spiegelungshyperebenen
einer Spiegelungsgruppe im (komplexifizierten) Raum
die K (, 1)-Eigenschaft besitzt.

Seither wurden ab und zu neue Arrangements ent-
deckt (auch in hoheren Dimensionen); 2008 fasste
Griinbaum [10] seine Sammlung der simplizialen Ar-
rangements in der projektiven Ebene zu einem neu-
en, leichter zugidnglichen Katalog zusammen. Nur we-
nig frither entstand eine neue Symmetriestruktur: Das
Weyl-Gruppoid wurde als Invariante von gewissen
Hopf-Algebren, sogenannten Nichols-Algebren, ent-
deckt. Nachdem das Weyl-Gruppoid axiomatisch und
von Nichols-Algebren losgelost von Heckenberger und
Yamane beschrieben wurde, folgte eine Serie von Ar-
beiten, die schlieBlich zur Klassifikation der endlichen
Weyl-Gruppoide fiihrte [4]. Erst im Nachhinein stellte
sich heraus [12], [2], dass diese einer groB3en Klasse von
simplizialen Arrangements entsprechen, die wir kristal-
lographisch nennen.

Die Klassifikation der kristallographischen Arran-
gements besteht aus mehreren Teilen. Zunéchst miissen
wichtige Sitze iiber Weyl-Gruppoide bewiesen werden.
In den Dimensionen drei bis acht gibt es dann allerdings
74 exzeptionelle kristallographische Arrangements, fiir
die bisher keine generische Konstruktion bekannt ist.
Diese zu finden und zu zeigen, dass es keine weiteren
gibt, ist Aufgabe des Computers: Es muss ein riesiger
Suchbaum durchlaufen werden. Nur durch mehrere ent-
scheidende Abbruchkriterien hat dieser Baum endlich
viele Blétter und kann dann in wenigen Tagen durch-
forstet werden. Eine Klassifikation von simplizialen Ar-
rangements im Allgemeinen wird eine noch gréBere An-
zahl von Ausnahmen behandeln miissen und ist daher
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moglicherweise ohne Computer nahezu ausgeschlossen.
In diesem Artikel erkldren wir zunéchst die theo-

retischen Grundlagen und erldutern dann die aktuellen

Klassifikationsansitze mit dem Computer.

Arrangements von Hyperebenen

Abbildung 1: Ein simpliziales Arrangement.

Ein Arrangement von Hyperebenen in V ist eine end-
liche Menge A von Hyperebenen in einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V. Wir wollen uns hier auf
den Fall beschridnken, dass V' ein reeller Vektorraum
ist, also V' = R" fiir ein » € N, und wir nehmen an,
dass alle Hyperebenen in A linear sind, also den Null-
punkt enthalten. Die Zusammenhangskomponenten von
R™\ Ugeq H heiBen Kammern von A. Das Arrange-
ment A heilit ein simpliziales Arrangement, falls alle
Kammern offene simpliziale Kegel sind, d.h., fiir jede
Kammer K gibtes vy, ...,v, € R" mit

T
K = {Zaivi |ay,...,ar €R>0}.
i=1

Ist etwa r = 3, so kann man ein Arrangement .4
leicht zweidimensional zeichnen: Man wihle eine affine
Hyperebene H, die nicht durch Null geht, und bilde den
Schnitt aller Hyperebenen von .4 mit H. Damit wird .4
als eine Ansammlung von Geraden in der (projektiven)
Ebene dargestellt. Genau dann, wenn A simplizial ist,



bilden diese Geraden eine Triangulierung der projekti-
ven Ebene (also der Sphire), siche z. B. Abb. 1. Die
Dreiecke entsprechen den Kammern des Arrangements.

Kristallographische Arrangements

Die Klasse von Arrangements, die bei der Untersuchung
der Weyl-Gruppoide entdeckt wurde, sind die sogenann-
ten kristallographischen Arrangements: Es sei A =
{Hi,...,Hy,} ein simpliziales Arrangement in V =
R”. Wir wahlen a1,...,q, € V* derart, dass H; =
ker oy, fiiri = 1,...,n. Essei R := {£a1,...,Lta,}.
Nun kann man sich iiberlegen, dass es wegen der Sim-
plizialitdt von A zu jeder Kammer K von A eine ein-
deutige Basis BX = {B;,...,6,} € R von V* gibt,
derart dass die zu BX duale Basis den Kegel K auf-
spannt (sieche Abbildung 2).
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Abbildung 2: Eine Kammer K mit ihrer Basis BY.

Wir nennen (A, R) ein kristallographisches Arrange-
ment, wenn fiir alle Kammern K von A gilt:

R C Z L.

a€BX

Aquivalent hierzu ist, dass alle Koordinaten von Erzeu-
gern von Kammern (bis auf lineare Isomorphismen) im
Gitter Z" gewihlt werden konnen, und darauthin die Ba-
siswechselabbildungen zwischen den zugehorigen Ba-
sen ganzzahlig sind.

Kristallographische Arrangements bilden eine grof3e
Teilklasse der simplizialen Arrangements. Zum Beispiel
gibt es im Fall » = 3 bisher 118 bekannte simpliziale
Arrangements mit weniger als 38 Hyperebenen; 55 da-
von sind kristallographisch.

Das Weyl-Gruppoid

Der Schliissel zur Klassifikation der kristallogra-
phischen Arrangements sind die zugehorigen Weyl-
Gruppoide. Haben wir zwei benachbarte Kammern K
und K’ eines Arrangements .4 mit den entsprechenden
Basen B¥X und BX ’, so stellt sich heraus, dass es eine
eindeutige lineare Abbildung o : V* — V™ gibt, die
BX auf BK' abbildet und als Matrix beziiglich der Ba-
sis BX keine Nullen auf der Diagonalen hat. Das Weyl-
Gruppoid von A ist die Kategorie, die die Kammern von

A als Objekte und Verkniipfungen von Abbildungen o
wie eben als Morphismen hat (siehe z. B. Abb. 3).

Ist A die Menge der Spiegelungshyperebenen einer
Weyl-Gruppe W (also einer kristallographischen Spie-
gelungsgruppe), so ist A ein kristallographisches Ar-
rangement, und das zugehorige Weyl-Gruppoid ist W.
Die obige Menge R spielt fiir das Weyl-Gruppoid die-
selbe Rolle wie das Wurzelsystem von W fiir die Weyl-
Gruppe.

Abbildung 3: Das ,grifite” Weyl-Gruppoid in
Dimension drei: Die Knoten entsprechen den Kammern
und die Kanten entsprechen den Spiegelungen o.

Die Klassifikation der
kristallographischen Arrangements

Die Klassifikation der kristallographischen Arrange-
ments teilt sich (im wesentlichen) in drei Fille auf: Di-
mension zwei, Dimension drei bis acht und Dimension
groBer als acht.

In Dimension zwei gibt es unendlich viele kristal-
lographische Arrangements. Sie werden parametrisiert
durch Triangulierungen von konvexen n-Ecken durch
Diagonalen, die sich nicht iiberschneiden (siehe [5]).

In Dimension r» > 2 ist die Situation ganz anders.
Sind (A, R) ein kristallographisches Arrangement und
BX die ausgezeichnete Basis von V* zu einer Kammer
K, so folgt aus der Simplizialitit von A, dass die Ko-
ordinaten eines a € R beziiglich BX alle nicht-negativ
oder nicht-positiv sind, d.h., wir kénnen R (beziiglich
der Kammer K) schreiben als R = R, U — R, mit

Ry=RN Y N

a€BK

Der folgende Satz wird mithilfe des Weyl-Gruppoids
bewiesen:

Satz ([6, Thm. 2.10]) Ist « € R, so ist entweder
o € BX, oderes gibt 8,7 € Ry mita = 3 + 1.

Dieser Satz liefert sofort einen Algorithmus zur Enu-
meration von kristallographischen Arrangements: Man
beginne mit einer Basis von V* und fiige sukzessi-
ve Summen von zwei Elementen hinzu, bis man eine
Menge R konstruiert hat, die ein kristallographisches

14



Arrangement definiert. Hierbei sind natiirlich nicht be-
liebige Summen erlaubt: Es gelten mehrere sehr star-
ke Einschriankungen, etwa muss jedes neue Element
zu allen relevanten ,kristallographischen Unterarran-
gements” kleinerer Dimension ,kompatibel“ sein. Ein
weiteres wichtiges Ergebnis ist eine Schranke fiir die
GroBe der Eintrdge der Morphismen in endlichen Weyl-
Gruppoiden in Dimension drei.

Eine stark optimierte Implementierung dieses Al-
gorithmus liefert in der Tat ein erstaunliches Ergebnis:
In den Dimensionen 2 < r < 9 gibt es nur endlich
viele kristallographische Arrangements. Nutzt man die
Tatsache, dass in Dimension acht alle kristallographi-
schen Arrangements von Spiegelungsgruppen und einer
weiteren einfach zu beschreibenden Serie herkommen,
kann man durch Untersuchung der moglichen Dynkin-
Diagramme zeigen, dass dem auch in hoheren Dimen-
sionen so ist. Wir erhalten den Satz:

Satz (Cuntz, Heckenberger, 2009/2010) Es gibt ge-
nau drei Familien von kristallographischen Arrange-
ments:

(a) Eine Familie in Dimension 2, die durch Triangu-
lierungen eines n-Ecks durch Diagonalen, die sich
nicht iiberschneiden, parametrisiert wird,

(b) zu jeder Dimension r > 2 die klassischen Spiege-
lungsarrangements vom Typ A, B,, C, und D,
und eine Serie von 7 — 1 weiteren Arrangements,

(c) eine Familie von 74 ,sporadischen™ Arrangements
in Dimension 2 < r < 9 (unter anderem diejenigen
zu den Weyl-Gruppen vom Typ Fy, Eg, E'7 und Eg).

Abbildung 4: Ein neues simpliziales Arrangement mit
25 Geraden. Entfernt man die blauen Geraden, so
erhdlt man weitere neue simpliziale Arrangements mit

22, 23 und 24 Geraden.
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Implementierung

Der Algorithmus zur Aufzdhlung der kristallographi-
schen Arrangements basiert hauptsidchlich auf exakter
linearer Algebra iiber Q. Es ist also naheliegend diesen
in einem CAS zu implementieren. Allerdings verbraucht
ein solches System an diversen Stellen zu viel Zeit (etwa
durch Interpretierung oder durch die Langzahlarithme-
tik, welche hier unnétig ist, da die Zahlen alle sehr klein
bleiben). Ich schitze, dass ein CAS fiir die obige Klas-
sifikation etwa ein Jahr briauchte. Die bessere Methode
scheint es hier zu sein, einen Prototyp im CAS zu im-
plementieren (etwa in MAGMA oder in GAP), und aus
diesem Prototyp ein C++-Programm zu erstellen.

Es ist sehr schwierig, Aussagen tiiber die Laufzeit
des Algorithmus zu treffen. In jeder festen Dimension
r > 2 ist die Laufzeit endlich, aber in Abhingigkeit von
r ist sie vermutlich exponentiell. Da wir fiir die Klassi-
fikation aus theoretischen Griinden aber nur bis r = 8
rechnen miissen, spielt das letztendlich keine Rolle.

Simpliziale Arrangements

Die Klassifikation der simplizialen Arrangements im
Allgemeinen ist noch ein offenes Problem; auch ei-
ne effiziente Methode zur Enumeration ist noch nicht
bekannt. Ein erster Ansatz, simpliziale Arrangements
in der reellen projektiven Ebene aufzuzihlen, der aber
noch nicht weit genug reicht, besteht darin, die allge-
meineren Arrangements von Pseudogeraden zu betrach-
ten. Ein Arrangement von Pseudogeraden ist eine Fami-
lie von einfachen geschlossenen Kurven in der reellen
projektiven Ebene (oder auf der 2-Sphire) derart, dass je
zwei Kurven genau einen Punkt gemeinsam haben (auf
der Sphire zwei), siche z. B. Abb. 5.

Abbildung 5: Ein Ausschnitt aus einem Arrangement
von Pseudogeraden.

Ein Arrangement von Pseudogeraden heilit dehn-
bar, falls es ein Arrangement von Geraden mit derselben
Inzidenz, also demselben Schnittverhalten gibt. Dass es
Arrangements von Pseudogeraden gibt, die nicht dehn-
bar sind, zeigt der Satz von Pappus (siche Abb. 6, ver-
gleiche [9, Thm. 3.1]):



Abbildung 6: Satz von Pappus.

Mit den im linken Bild vorgegebenen schwarzen
Geraden (und dieser Inzidenz), liegen drei der Schnitt-
punkte auf einer Geraden (der blauen Geraden). Legt
man nun (rechts) eine blaue Pseudogerade so, dass sie
nur zwei dieser Punkte trifft, so ist das Arrangement
nicht mehr dehnbar.

Verzerrt man ein Arrangement von Pseudogeraden
ein wenig, so kann man erreichen, dass es zu einem
LWWiring“-Diagramm wird (siehe Abb. 7). Wir lassen ei-
ne formale Definition aus, weil sie etwas technisch ist;
merken sollten wir uns lediglich, dass jede Gerade auf
dem Weg von links nach rechts jede andere Gerade ge-
nau einmal passiert haben muss.

Satz (Goodman, Pollack) Jedes Arrangement von
Pseudogeraden ist isomorph zu einem Wiring-
Diagramm.

Dadurch wird das Arrangement mittels der Kombina-
torik der Uberkreuzungen kodiert. Diese Kombinatorik
lasst sich wiederum leicht aufzéhlen, allerdings erhélt
man damit auch alle nicht dehnbaren Arrangements und
verschlechtert somit die Laufzeit der Enumeration er-
heblich.

Simplizialitit ist auch bei Arrangements von Pseu-
dogeraden eine starke Einschrinkung. Eine Enumera-
tion von simplizialen Wiring-Diagrammen liefert eine
vollstindige Liste aller simplizialen Arrangements in
der reellen projektiven Ebene mit bis zu 27 Geraden
(siehe [3]).

Dabei finden sich tatsdchlich vier neue Arrange-
ments (siche Abb. 4), die im eingangs erwahnten Kata-
log von Griinbaum fehlen. AuB3erdem erhalten wir einen
Beweis fiir die folgende Vermutung:

Vermutung ([9, Conj. 1], [1, 6.3] oder [11, 3.1]) Alle
simplizialen Arrangements mit hochstens 14 Pseudoge-
raden sind dehnbar.

Es gibt sehr viele simpliziale Arrangements mit
mehr als 14 Pseudogeraden, die nicht dehnbar sind.
Meistens verletzen diese Arrangements den Satz von
Pappus, aber in ganz seltenen Fillen muss man mithilfe
eines Gleichungssystems und Grobnerbasen beweisen,
dass sie tatsdchlich nicht dehnbar sind.

\l/ X AN
/\\

Abbildung 7: Ein nicht dehnbares Wiring-Diagramm
mit 15 Pseudogeraden.

Ausblick

Die Klassifikation der simplizialen Arrangements
scheint durch Unterstiitzung des Computers mittlerwei-
le in Reichweite zu sein. Denkbar wiren zur Losung
etwa Verallgemeinerungen der Sitze, die im Fall der
kristallographischen Arrangements entscheidend waren.
Die Entdeckung des Weyl-Gruppoids wirft auch noch
viele weitere Fragen auf, allen voran, welche weite-
ren Ergebnisse iiber Spiegelungsgruppen in diese neue
Richtung iibertragen werden kénnen. AuBBerdem haben
sich jetzt schon einige Verbindungen zu anderen Gebie-
ten herausgestellt, z. B. zu Cluster-Algebren und zu to-
rischen Varietiten.
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