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Abstract: Diese Dissertation stellt eine Formalisierung von gewöhnlichen Differentialgleichungen
(GDGL) und die Verifikation von rigorosen (mit garantierten Fehlerschranken) numerischen Al-
gorithmen im interaktiven Theorembeweiser Isabelle/HOL vor. Die Formalisierung umfasst Fluss
und Poincaré-Abbildung dynamischer Systeme. Die verifizierten Algorithmen basieren auf Runge-
Kutta-Verfahren und affiner Arithmetik. Sie zertifizieren numerische Schranken für den Lorenz At-
traktor und heben dadurch den numerischen Teil von Tuckers Beweis von Smales 14. Problem auf
eine formale Grundlage.

1 Einleitung

Gewöhnliche Differentialgleichungen (GDGLen) modellieren eine Vielzahl an Systemen
unserer alltäglichen Umgebung. Sei es die Bewegung von Teilchen, Autos, Zügen, Flug-
zeugen oder Planeten – oft ist eine zuverlässige Analyse sicherheitskritisch. Diese Disser-
tation zeigt dass derartige Analysen mit höchsten Korrektheitsgarantien ausgeführt werden
können – nämlich mit formaler (und maschinenüberprüfbarer) formaler Logik.

Dies ist eine anspruchsvolle Thematik, da sie sich im Spannungsfeld von Mathematik
und Informatik bewegt, zwischen der Modellierung kontinuierlicher Phänomene und Ih-
rer Implementierung mit diskreten Datenstrukturen, zwischen logischer Deduktion und
numerischen Berechnungen.

Wir verwenden formale Logik, um zwischen diesen gegensätzlichen Konzepten zu ver-
mitteln und stellen so eine mächtige Verbindung zwischen numerischen Berechnungen
und logischer Deduktion her. Zudem schlagen wir die Brücke zwischen Theorie und Pra-
xis: wir stellen realistische Implementierungen mit vernünftiger Performanz vor, welche
zeigen, dass alle theoretisch etablierten Korrektheitsgarantien können auch praktisch aus-
genutzt werden.

Wir konzentrieren uns auf sogenannte rigorose GDGL-Löser. Neben der Verifikation von
bekannten und etablierten Methoden erforscht (und verifiziert formal) diese Arbeit auch
neue Algorithmen zur Erreichbarkeitsanalyse kontinuierlicher Systeme. Die praktische
Anwendbarkeit wird anhand einschlägiger Probleme aus dem Bereich cyber-physikalischer
Systeme (im Rahmen der ARCH-Software-Competition) demonstriert.

Die finale große Anwendung ist Tucker’s Beweis von Smale’s 14. Problem, welches das
volle Potential formal verifizerter Berechnungen aufzeigt: Bisher musste man für Tu-
cker’s Beweis den Berechnungen eines komplexen Computerprogramms vertrauen, nun
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bekommt man formale Garantien, die die Korrektheit des verwendeten Algorithmus auf
die sicheren Grundlagen formaler Logik hebt.

Rigorose GDGL-Löser. Meist haben GDGLen keine symbolische Lösung, weshalb man
auf numerische Verfahren zurückgreift, um Simulationen ihrer Evolution zu studieren. Für
sicherheitskritische Anwendungen sind sogenannte rigorose GDGL-Löser (engl. rigorous
ODE solver) von besonderer Bedeutung: Sie berechnen garantierte Schranken auf alle auf-
tretenden Näherungsfehler.

Allerdings hängt die Korrektheit der berechneten Schranken davon ab, dass die zugrunde-
liegenden mathematischen Ideen wahrheitsgemäß implementiert werden. Dies ist – auch
im Licht der zahllosen Beispiele von fehlerhaften Implementierungen, besonders in sicher-
heitskritischen Anwendungen – eine wirkliche Sorge. In der Tat existieren Beispiele von
Fehlern in vermeintlich rigorosen GDGL-Lösern auf. Es gibt sogar Beispiele von Mängeln
in zugrundegelegten mathematischen Ideen.

Formale Verifikation. Ein umfassender Ansatz um Korrektheit einer Implementierung
sicherzustellen ist formale Verifikation. Das bedeutet, über Computerprogramme in ei-
nem strengen, logischen Kalkül zu argumentieren. Für Programme mit aufwändiger Spe-
zifikation oder schwierigen Korrektheitsargumenten reichen vollautomatische Verifika-
tionswerkzeuge nicht aus, hier ist formale Verifikation in interaktiven Theorembewei-
sern das Mittel der Wahl. Interaktive formale Verifikation verursacht enormen Aufwand.
Dieser Aufwand lohnt, wenn starke Korrektheitsgarantien benötigt werden, insbesonde-
re für grundlegende, etwaig sicherheitskritische Computerprogramme. Bemerkenswerte
Beispiele sind der verifizierte Compiler CompCert [Le09] oder der verifizierte Betriebs-
systemkern seL4 [Kl09].

GDGLen sind allgegenwärtig in vielen wissenschaftlichen und technischen Disziplinen
und demnach von ähnlicher grundlegender Bedeutung. Trotzdem wurde bisher kein rigo-
roser GDGL-Löser formal verifiziert. Es gibt reichlich Arbeit an (rigoroser) Numerik, von
IEEE-Gleitkommazahlen bis hin zu formal verifizierten Bibliotheken für rigorose nume-
rische (engl. rigorous numerics oder self-validated numerics) Berechnungen und nichtli-
nearer Optimierung. Bibliotheken für Mathematik, insbesondere Analysis, sind in vielen
Beweisassistenten gut ausgebaut (wie in der Übersicht von Boldo et al. [BLM16] darge-
stellt), jedoch gibt es keine umfassende Formalisierung der Theorie von GDGLen.

• Ein Ziel dieser Arbeit ist die formale Verifikation eines rigorosen GDGL-Lösers –
ein verifizierter GDGL-Löser.

Dies ist ein herausforderndes Unternehmen, da es sowohl die Formalisierung der zugrun-
deliegenden Mathematik als auch schwieriger Algorithmen verlangt. Diese Herausforde-
rungen sind es Wert anzunehmen, da uns ein formal verifizierter GDGL-Löser mit bisher
nicht gekannten Garantien für die berechneten Schranken belohnt.



Zudem streben wir eine Implementierung an, die nicht nur formal verifiziert ist, sondern
auch angemessen effizient um realistische Beispielprobleme zu bearbeiten.

Smale’s 14. Problem. Ein – neben sicherheitskritischen Systemen – weiteres Gebiet, in
dem starke Korrektheitsgarantien wünschenswert sind ist die Mathematik, insbesondere
im Kontext von Computerbeweisen (engl. computer-assisted proofs). Computerbeweise
sind Beweise, die von der Ausgabe eines Computerprogramms abhängen und demnach
entscheidend von einer korrekten Implementierung. Computerbeweise waren schon Ziel
formaler Verifikation, wie sich in herausragenden Beispielen wie dem Flyspeck Projekt
für einen formalen Beweis der Keplerschen Vermutung [Ha15] sowie der formalen Verifi-
kation des Vier-Farben-Satzes [Go08] zeigt.

• Mit dem verifizierten GDGL-Löser zielen wir auf eine spezielle Anwendung ab:
Tucker’s Computerbeweis von Smale’s 14. Problem (der Lorenz Attraktor).

Dies war ein wichtiges ungelöstes Problem, seine Lösung brachte Tucker z.B. den Preis
der European Mathematical Society ein. Das Problem war Teil einer von Fields-Medaillen-
träger Stephen Smale zusammengestellten Liste mathematischer Probleme für das 21.
Jahrhundert, neben der berühmten Riemannschen Vermutung oder der Frage ob P = NP.
Tucker’s Beweis [Tu02] basiert auf numerischen Schranken die von einem von ihm spe-
ziell für dieses Problem geschriebenen rigorosen GDGL-Löser berechnet wurden. In den
ersten Versionen von Tucker’s Programm wurden Fehler gefunden (und korrigiert). Aber
dies verdeutlicht den Mehrwert formaler Verifikation: Mit einem verifizierten GDGL-
Löser können wir sicher sein dass die berechneten Schranken nicht von etwaigen ver-
bleibenden Fehlern kompromittiert sind.

2 Beiträge

Der zentrale Beitrag dieser Dissertation ist die formale Verifikation eines rigorosen GDGL-
Lösers. Grundlegend für die Verifikation ist die Formalisierung von Mathematik GDGLen,
insbesondere die Begriffe von Fluss und Poincaré-Abbildung. Die wesentliche Anwen-
dung ist der Lorenz Attraktor, die Verifikation der Berechnungen von Tuckers Computer-
beweis.

Der verifizierte GDGL-Löser ist modular aufgebaut, wesentlich um seine Verifikation
handhaben zu können. Die verschiedenen Module sind derart unterschiedlich, dass je-
des für sich genommen als unabhängiger Beitrag gesehen werden kann. Nichtsdestotrotz
sind alle Module entlang Tuckers Beweis motiviert: Die Lorenz-Gleichungen erzeugen
ein dynamisches System und demnach einen Begriff von Fluss. In seinem Beweis verwen-
det Tucker eine zur Analyse dynamischer Systeme übliche Technik, die sogenannte Poin-
caré-Abbildung. Tucker beweist, dass der Lorenz-Attraktor chaotisch ist, also insbesonde-
re sensitiv von Anfangsbedingungen abhängt. Diese Abhängigkeit wird mit Ableitungen
von Fluss und Poincaré-Abbildung quantifiziert. Neben der Formalisierung der abstrakten



mathematischen Konzepte implementieren und verifizieren wir rigorose numerische Algo-
rithmen, die garantierte Schranken auf diese Quantitäten berechnen. Abschließend wenden
wir diese Algorithmen auf Tuckers Computerbeweis an.

Alle in dieser Dissertation genannten Entwicklungen sind formalisiert, das heißt, in einer
formalen Sprache geschrieben und mit einem maschinenüberprüfbaren Kalkül bewiesen.
Die Formalisierung umfasst etwa 50000 Zeilen an Beweistext und ist im “Archive of For-
mal Proof” [IH17] verfügbar.

3 Formalisierung von Mathematik und GDGLen

Zur Formalisierung verwenden wir den Interaktiven Theorembeweiser Isabelle [Pa89] und
seine populärste Instantiierung mit Logik höherer Stufe, Isabelle/HOL [NPW02]. Isabelle
folgt der Tradition von Edinburgh LCF und besitzt einen kleinen Kern. Dieser Kern stellt
eine abstrakte Schnittstelle zu sogenannten formalen Theoremen zur Verfügung und im-
plementiert primitive logische Schlussregeln. Das System stellt sicher, dass formale Theo-
reme nur durch Anwendung primitiver Schlussregeln auf existierende formale Theoreme
konstruiert werden können. Ein formales Theorem liefert demnach höchsten Standard ma-
thematischer Strenge: seine Gültigkeit kann auf die Axiome der zugrundeliegenden Logik
zurückgeführt werden.

Formalisierung von Mathematik in Isabelle/HOL. Wir verwenden Isabelle/HOL wird
als Logik zur Formalisierung von Mathematik. Ein Alleinstellungsmerkmal von Isabel-
le/HOL unter anderen HOL-basierten Theorembeweisern sind (axiomatische) Typklassen.
Typklassen sind sehr gut geeignet, um hierarchische Strukturen von Räumen in der Ma-
thematik darzustellen und um polymorphe Spezifikationen zu organisieren. Hier geht es
etwa um die Formalisierung von topologischen, metrischen, und Vektorräumen. Die Dis-
sertation arbeitet aus, wie die (existierende) Analysis-Bibliothek entlang einer Hierarchie
von Typklassen organisiert ist. Typklassen erlauben es beispielsweise, abstrakt Theoreme
über metrische Räume zu beweisen. Konkrete Typen (etwa der Typ der reellen Zahlen,
oder endlichdimensionale reellwertige Vektoren) können dann als Instanz einer Typklasse
deklariert werden, was es erlaubt, die abstrakten Theoreme für den konkreten Typen zu
verwenden.

GDGLen in Isabelle/HOL. Dieser Abschnitt liefert einen Überblick über die Formali-
sierung von GDGLen in Isabelle/HOL und stellt einige der formalisierten Hauptresultate
heraus. Wir nehmen eine GDGL als gegeben durch Ihre rechte Seite f an: ẋ(t) = f (t,x(t)).
Für einen Anfangswert x(t0) = x0 zu Anfangszeit t0 existiert (unter Annahmen an f ) ei-
ne eindeutige Lösung. Insbesondere dann wenn f nicht von t abhängt, wird die Lösung
für t0 = 0 als Fluss φ(x0, t) bezeichnet (um die Abhängigkeit vom Anfangswert x0 zu
betonen). Die Poincaré-Abbildung ist ein wichtiges Werkzeug zur Analyse dynamischer
Systeme. Ein Poincaré-Schnitt Σ ist eine Teilmenge des Zustandsraums. Für einen Punkt



x ∈ Σ, ist die Poincaré-Abbildung definiert als der Punkt P(x), an dem der Fluss von x,
zuerst zum Poincaré-Schnitt rückkehrt.

(φ solves-ode f ) T X :=(φ has-vderiv-on (λ t. f (t,φ t))) T ∧ (∀t ∈ T. φ t ∈ X)

lipschitz S g L :=(∀x,y ∈ S. dist (g x) (g y)≤ L ·dist x y)

local-lipschitz f :=∀(t,x) ∈ T ×X . ∃ε > 0. ∃L.
∀u ∈Bε (t)∩T. lipschitz (λx. f (u,x)) (Bε (x)∩X) L

ll-open T X f :=open T ∧open X ∧ local-lipschitz T X f∧
(∀x ∈ X . continuous-on T (λ t. f (t,x)))

(φ uniquely-solves-ode f from t0) T X :=(φ solves-ode f ) T X ∧ t0 ∈ T ∧ is-interval T ∧
(∀ψ. ∀T ′ ⊆ T. (t0 ∈ T ′∧ is-interval T ′∧ (ψ solves-ode f ) T ′ X ∧ψ t0 = φ t0)−→

(∀t ∈ T ′. ψ t = φ t))

φ(x0, t) :=sol 0 x0

τ(x) :=(LEAST t > 0. φ(x, t) ∈ Σ)

P(x) :=φ(x,τ(x))

Abb. 1: Auswahl an formalen Definitionen

Die wesentlichen Theoreme, die formalisiert wurden, betreffen lokale und globale Exis-
tenz und Eindeutigkeit, und Abhängigkeiten von Anfangsbedingungen von Fluss und Poin-
caré-Abbildung. Eine Auswahl an relevanten formalen Definitionen ist in Abbildung 1.
Ein erstes grundlegendes Theoreme ist die Existenz einer (auf dem maximalen Existenz-
intervall ex-ivl , dessen Definition wir hier auslassen) eindeutigen Lösung sol . Technische
Schwierigkeiten treten bei der Formalisierung auf, da Banachräume als Typklasse forma-
lisiert sind. Weitere wesentliche Theoreme betreffen die Stetigkeit und Differenzierbarkeit
(in x0 und t) des Flusses φ und der Poincaré-Abbildung P.

4 Rigorose Numerik

Rigorose Numerik bedeutet, mit Mengen (anstatt mit näherungsweisen Werten) zu rech-
nen, welche garantieren, die anzunähernde Werte einzuschließen. Der klassische Ansatz
zu rigoroser Numerik ist Intervallarithmetik. Aber prinzipiell können verschiedenste Da-
tenstrukturen zur Darstellung der Einschließenden Mengen verwendet werden. Beliebte
alternative Datenstrukturen sind ,,centered forms”, ,,affine forms” oder Taylormodelle.

Eine zentrale Idee unseres Ansatzes ist das tiefe Einbetten arithmetische Ausdrücke, was
es erlaubt viele Theoreme unabhängig von der später gewählten Datenstruktur zur Men-
gendarstellung zu beweisen. Für konkrete Berechnungen verwenden wir (beliebig genaue)
Gleitkommazahlen mit expliziten Rundungsoperationen zur Effizienzsteigerung. Als Men-
gendarstellung konzentrieren wir uns auf ,,affine forms”.



Affine Arithmetik. Ein Problem von klassischer Intervallarithmetik [MKC09] ist die
Tatsache, dass Abhängigkeiten zwischen Variablen nicht berücksichtigt werden. Beispiels-
weise für x ∈ [0;2], der Ausdruck x−x wertet zu [−2;2] in Intervallarithmetik aus, wohin-
gegen das exakte Resultat mit dem Intervall [0;0] darstellbar wäre.

Affine Arithmetik [dFS04] ist eine Erweiterung von Intervallarithmetik, die lineare Ab-
hängigkeiten verfolgen kann. Die zugrundeliegende Datenstruktur ist eine formale Summe
(eine ,,affine form”) A0 +∑i εiAi über formalen Parametern εi, welche über dem Intervall
[−1;1] interpretiert werden. Die Idee ist, dass die εi symbolisch behandelt werden und
dadurch lineare Abhängigkeiten vermitteln.

Spezifikation and Verifikation des GDGL-Lösers. Eine wichtige Einsicht bei der Ve-
rifikation rigoroser numerischer Algorithmen ist die Tatsache, dass jede Menge, die den
echten Wert enthält zum Beweis von Korrektheit ausreicht.

Das gibt die Möglichkeit, über Implementierungsdetails zu abstrahieren: Einerseits über
die konkrete Darstellung der einhüllenden Menge und andererseits der eigentliche Algo-
rithmus der die Einhüllung berechnet.

Wir verwenden Lammichs [La13] Autoref -Framework zum automatischen Verfeinern nicht-
deterministischer Spezifikationen. Dieses Framework stellt die Infrastruktur zu Verfügung,
welche wir benutzen um abstrakte Spezifikationen (wie etwa ,,eine Einhüllung der Lösung
einer GDGL”) zu konkreten, ausführbaren Implementierungen (wie etwa ein rigoroses
Runge-Kutte-Verfahren) zu Verfeinern.

Der offensichtliche Vorteil eines Frameworks wie Autoref ist, dass man die Korrektheit
eines Algorithmus sehr bequem auf einer abstrakten Ebene verifizieren kann und sich nicht
um Implementierungsdetails scheren muss.

5 Verifikation Algorithmischer Geometrie

Die von einer ,,affine form” dargestellte Menge ist ein Zonotop. Schnitt von Zonotopen
mit Hyperebenen ist eine wichtige Operations, zum Beispiel um Poincaré-Abbildungen zu
berechnen. Dieser Abschnitt behandelt die Verifikation eines Algorithmus von le Guernic
und Girard [GLG08] um den Schnitt von Zonotopen und Hyperebenen zu überapproximieren.

Formale Verifikation geometrischer Algorithmen ist ein herausforderndes und interessan-
tes Thema. Solche Algorithmen sind leicht mit einer geometrischen Intuition präsentiert,
aber diese Intuition muss formal präzise gefasst werden.

5.1 Knuths Counterclockwise Prädikate

Der Kern des Schnittalgorithmus den wir verifizieren ist ähnlich zu Berechnungen der
konvexen Hülle einer Punktmenge in der Ebene. Für letztere Algorithmen entwickelte



Knuth [Kn92] eine Theorie, welche den Begriff von Orientierung von Punkten in der Ebe-
ne axiomatisiert. Die Idee ist, dass wenn drei Punkte p,q,r in der Ebene nacheinander
besucht werden, ist eine Drehung entweder im oder gegen den Uhrzeigersinn nötig. Eine
Drehung gegen den Uhrzeigersinn wird als ternäres Prädikat pqr geschrieben, im Uhrzei-
gersinn die Negation ¬pqr.

Knuth beobachtete, dass einige wenige Eigenschaften der ternären Prädikate ausreichen
um viele Konzepte in algorithmischer Geometrie formal zu fassen. Drei der fünf Eigen-
schaften sind in Abbildung 2 illustriert.
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Im Gegensatz zu Knuths Theorie, die auf endliche, dis-
krete Punktmengen abzielt, benötigt unsere Anwendung
Mengen in kontinuierlichen Vektorräumen. Hierfür erwei-
tern wir Knuths Theorie auf kontinuierliche Vektorräume.
Zwei der zusätzlichen vier Eigenschaften sind beispielhaft
links illustriert.

5.2 Verifikation von le Guernic and Girard’s Algorithmus

Le Guernic and Girard’s Algorithmus arbeitet für beliebig-dimensionale Zonotope. Der
erste Schritt des Alorithmus reduziert das Problem auf mehrere zweidimensionale Proble-
me. Dieser Schritt ist leicht zu verifizieren. Der zweidimensionale Schnittalgorithmus ist
aufwändiger: zunächst entledigen wir uns in einer Vorverarbeitung von kollinearen Punk-
ten. Die eigentliche Verifikation ist wesentlich einfacher (da weniger Spezialfälle) wenn
man zunächst nur das innere des Zonotops betrachtet und die Kanten vorerst ausschließt.
Sie werden dann in einem letzten Stetigkeitsargument wieder mit in die Korrektheitsaus-
sage aufgenommen.

6 Ein Verifizierter GDGL-Löser

Im Zentrum des verifizierten GDGL-Lösers steht eine Schleife zur Erreichbarkeitsana-
lyse. Gestartet auf einer Menge X0 ist das Ziel, einen Poincaré-Schnitt Σ zu erreichen.
Vergleiche auch Abbildung 3a. Die Schleife verwaltet drei Arten von Mengen: X ist die
Menge deren zukünftige erreichbare Mengen noch weiter exploriert werden müssen. C ist
die Menge aller bisher explorierten Mengen und I ist die Menge der Punkte für die die
Erreichbarkeitsanalyse gestoppt hat, da sie den Poincaré-Schnitt Σ erreicht haben.



Die Schleife operiert immer auf einem Teil von X und entweder unterteilt diese Menge
(dies erhält die Präzision aufrecht, sollte die Dynamik nicht-konvexe erreichbare Mengen
erzeugen) oder wendet einen Schritt eines Runge-Kutta Verfahrens an, um die in einem
Zeitschritt erreichbare nächste Menge herauszufinden. Die Runge-Kutta Schritte sind in
affiner Arithmetik implementiert. Sollte ein solcher Runge-Kutta-Schritt den Poincaré-
Schnitt Σ erreichen, muss die zugehörige Poincaré-Abbildung berechnet werden. Dies
geschieht mit einer geometrisch berechneten Überapproximation (wie in Abschnitt 5 be-
schrieben) der exakten Schnittmenge.

Runge-Kutta-Verfahren werden verifizert indem (dies ist Standard für die Herleitung der
Konvergenz von Runge-Kutta-Verfahren) die Taylorreihenentwicklungen von Lösung mit
der der numerischen Approximation verglichen werden. Für rigorose Methoden wird noch
eine explizite Schranke rk2-remainder für die Restglieder benötigt.

Lemma 6.1 (Runge-Kutta-Verfahren mit Fehlerschranke). Für 0< p≤ 1 und eine konvexe
a-priori Schranke X für den Fluss φ(x0, [0;h])⊆ X:

φ(x0,h) ∈ rk2 h(x0)+ convex-hull(rk2-remainder h(x0, p, [0;1],X))

7 Smale’s 14th Problem

Im Jahr 1963, führte der Meteorologe Edward Lorenz [Lo63] das folgende System von
GDGLen als vereinfachtes Modell für atmosphärische Dynamiken ein: ẋ =−σx+σy, ẏ =
−xz+ρx−y, ż= xy−β z Lorenz stellte fest, dass selbst die kleinste Störung in Anfangsbe-
dingungen zu komplett unterschiedlichem Langzeitverhalten des Systems führen würden.
In Bezug auf seine ursprüngliche Motivation machte er den Begriff des Schmetterlingsef-
fekts populär. Lorenz’ System entwickelt sich zu einer komplizierten Struktur, dem soge-
nannten Lorenz-Attraktor (Abbildung 3b), welcher einen Kultstatus als Beispiel determi-
nistischen Chaos genießt.

Trotz seiner Popularität und großem Aufwand der in seine Erforschung gesteckt wurde,
konnte lange nicht bewiesen werden, dass der Lorenz-Attraktor in einem streng mathe-
matischen Sinn chaotisch ist. Dies motivierte Fields-Medaillenträger Stephen Smale, den
Lorenz-Attraktor auf seine Liste von achtzehn ungelösten mathematischen Problemen für
das 21. Jahrhundert zu setzen [Sm98].

7.1 Verifikation von Tucker’s Beweis

Tucker löste dieses Problem mit einem Computerbeweis. Er berechnete numerische Über-
approximationen für einen Poincaré-Schnitt Σ= [−6;6]×[6;6]×{27} im Lorenz-Attraktor
(Abbildung 3b). Tucker identifiziert eine vorwärts invariante Region N⊆Σ, d.h., Lösungen
die in N starten, kehren wieder nach N zurück. Zusätzlich berechnet Tucker die Ableitun-
gen der zugehörigen Poincaré-Abbildung und zeigt, dass es ein (unter dem Bild der Ab-
leitung) vorwärts invariantes Kegelfeld gibt, welches ausreichend stark expandiert. Dies



ist eine hinreichende Bedingung für Chaos. Der nicht-computergestützte Teil von Tuckers
Beweis behandelt auch die stabile Mannigfaltigkeit Γ, deren relevanten Eigenschaften wir
in unserem formalisierten Beweis annehmen. Zusammenfassend berechnet Tuckers Pro-
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(a) Zustand während der Schleife zur Erreichbar-
keitsanalyse.

(b) Numerische Schranken für den Lorenz Attrak-
tor, formal verifiziert.

Abb. 3

gramm numerische Schranken für N, P, E und E −1, sodass folgende Eigenschaften gelten:

Theorem 7.1 (Vorwärts Invariente Menge, Ableitungen, Kegel und Expansionen).
(1) ∀x ∈ N−Γ. P(x) ∈ N
(2) ∀x ∈ N−Γ. ∀v ∈ C(x). DP|x · v ∈ C(P(x))
(3) ∀x ∈ N−Γ. ∀v ∈ C(x). ‖DP|x · v‖ ≥ E (x)‖v‖
(4) ∀x ∈ N−Γ. ∀v ∈ C(x). ‖DP|x · v‖ ≥ E −1(P(x))‖v‖

Die Originaldaten von Tucker sind online verfügbar3 als eine Unterteilung von N, asso-
ziiert mit Informationen über P,E ,E −1. Wir beweisen Theorem 7.1 formal, indem jeder
Teil von N mit dem verifizierten GDGL-Löser berechnet wird und überprüft wird, ob die
assoziierten Schranken gültig sind.
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