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Abstract: Die vorliegende Arbeit untersucht eine fundamentale kombinatorische FEi-
genschaft von Homomorphismen in freien Monoiden, ndmlich ihre Mehrdeutigkeit.
Dieser Begriff bezeichnet den Umstand, daf3 zu einem gegebenen Wort v und einem
Homomorphismus ¢ durchaus ein zweiter Homomorphismus 7 existieren kann, der o
auf dasselbe Wort abbildet wie o — es gilt also () = 7(c), obwohl ein Symbol z in
« existiert, fiir das sich o(z) von 7(z) unterscheidet.

Aufgrund ihres elementaren Charakters ist Mehrdeutigkeit von Homomorphismen
eng verwoben mit einer Fiille von wichtigen Themen der Informatik. So stellt sie nicht
nur die Grundlage des Postschen Korrespondenzproblems dar, sondern beeinfluit auch
etliche Eigenschaften von Patternsprachen, welche insbesondere in der algorithmi-
schen Lerntheorie von groBer Bedeutung sind. Die kombinatorischen Hauptergebnis-
se der Arbeit — insbesondere zur Existenz von eindeutigen und sogenannten moderat
mehrdeutigen Homomorphismen — erlauben daher diverse nichttriviale Riickschliisse
zu einigen klassischen Problemen fiir Patternsprachen.

1 Motivation und erste Beobachtungen

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden spezielle Funktionen (ndmlich Homomorphis-
men, s. u.) untersucht, die ein endliches Wort tiber einem unendlichen Alphabet A auf ein
endliches Wort iiber einem wenigstens zweielementigen Alphabet X abbilden. Im Sinne
einer moglichst klaren Terminologie werde im folgenden ein Wort iiber A als Pattern be-
zeichnet und ein Symbol in A als Variable. AuBerdem diene die Menge N der natiirlichen
Zahlen als Alphabet A; es ist also beispielsweise 1 -2 - 12 - 1 ein Pattern aus insgesamt
vier Variablen (wobei das Zeichen - als Trennsymbol fungiert). Das Symbol ¢ stehe fiir das
leere Wort und | X | fiir die Michtigkeit einer Menge X bzw. die Léinge eines Pattern X.

Eine Abbildung o : N* — ¥* ist genau dann ein Homomorphismus, wenn fiir alle Pattern
a,f € N* gilt: o(a - §) = o(«) - o(5). Anschaulich impliziert dies, daB o ein Pattern
« ,,zeichenweise abbildet: das Bild von « unter o setzt sich zusammen aus dem Bild

*Dieser Artikel priasentiert ausgewihlte Resultate der Dissertation [Rei06a] des Autors, welche wiederum auf
den Zeitschriftenpublikationen [Rei06b, FRS06, Reib, Reia] fuflt.
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der ersten Variablen in « unter o, gefolgt vom Bild der zweiten Variablen in o usw. Ein
Homomorphismus ist somit bereits dann fiir alle Pattern in N* vollstindig definiert, wenn
er fiir alle Variablen in N definiert ist. Da Homomorphismen also die Struktur ihrer Eingabe
berticksichtigen, kann ein Wort w € ¥* nur dann das Bild eines Pattern @ € N* sein, wenn
w und « gewisse strukturelle Gemeinsamkeiten aufweisen.

Aufgrund ihrer intuitiven Definition und ihres strukturerhaltenden Potentials stellen Ho-
momorphismen das Fundament zahlreicher und wichtiger Gebiete der Informatik dar, wie
z.B. Kodierungstheorie (s. [BP85]), Wortgleichungen (s. [Lot02]), morphic sequences
(s. [AS03]), DOL-Systeme (s. [KRS97]), equality sets (und das daraus abgeleitete Postsche
Korrespondenzproblem, s. [HK97]) und Patternsprachen (d.h. die Mengen aller Bilder
von Pattern unter beliebigen Homomorphismen; s. Kapitel 2 und [MS97]). Insbesondere
im Rahmen der beiden letztgenannten Bereiche — wo nimlich Bilder ein und desselben
Pattern unter verschiedenen Homomorphismen betrachtet werden — kommt eine elemen-
tare Eigenschaft von Homomorphismen zum Tragen: ihre (mogliche) Mehrdeutigkeit. Ein
Homomorphismus ¢ : N* — ¥* heilit mehrdeutig (fiir ein Pattern o € N*), wenn ein Ho-
momorphismus 7 : N* — X* existiert, der 7(«) = o(«) erfiillt, obwohl es eine Variable
x in « gibt, fiir die 7(x) # o(z) gilt; anderenfalls heibt o eindeutig (fiir o).

Wenn man nun die Mehrdeutigkeit von Homomorphismen ¢ : N* — ¥* untersucht (und
zusitzlich voraussetzt, dal3 o nichtloschend sein soll, also keine Variable im Pattern auf
das leere Wort abbildet), dann 148t sich leicht beobachten, daf3 gewisse Pattern selbst bei
beliebiger Wahl von ¥ C {a,b,c,d,...} iiberhaupt nicht eindeutig abgebildet werden
konnen. So gilt beispielsweise fiir das Pattern op := 1 - 2 und jeden nichtléschenden
Homomorphismus o, daf} z.B. der Homomorphismus 7 : N* — 3%, definiert durch
7(1) := o(a) und 7(x) := ¢, x € N\ {1}, ap auf dasselbe Wort abbildet wie o, obwohl
er sich von o unterscheidet. Fiir andere Pattern 146t sich hingegen trivialerweise eine Fiille
von eindeutigen Homomorphismen finden. So ist z. B. jeder Homomorphismus eindeutig
fiir solche Pattern «, fiir die | var(«)| = 1 gilt (wobei var(«) die Menge der in « auf-
tretenden Variablen bezeichne). Zusitzlich kann beobachtet werden, dafl auch bestimmte
komplexere Pattern eindeutig abgebildet werden kdnnen. Betrachtet man beispielsweise
a1 :=1-2-3-4-1-4-3-2unddas Wort w := aabbbaababab, so kann man durch
Ausprobieren leicht verifizieren, daf a; auf genau eine Art durch einen Homomorphismus
o auf w abgebildet werden kann, ndmlich dann, wenn o (1) = a, 0(2) = ab,0(3) = b
und 0(4) = b a erfiillt ist. Andere Homomorphismen, wie beispielsweise der prominente
Suffixcode ocoq : N* — {a,b}*, gegeben durch ocoq(x) := ab®, x € N, sind wieder-
um mehrdeutig fiir oy, wie durch den im nachfolgenden Diagramm implizit definierten
Homomorphismus 7 (der die Variable 2 auf das leere Wort abbildet) belegt wird:

Tcod(1) Tcoa(2) Ocod(3) Ocoal(4) Tcod (1) Tcod(4) Ocod(3) Tcod(2)

N —~— = —— —— AN —— —
ab abbabbbabbbb ab abbbbabbbabb
~— ~—

(1) 7(3) (4) (1) 7(4) ™(3)

Mit Bezug auf die Mehrdeutigkeit von Homomorphismen stellt sich also zunichst einmal
die nichttriviale Frage nach der Existenz von eindeutigen Homomorphismen und es zeich-
net sich ab, daf} solche Homomorphismen — so sie denn existieren — mit Bedacht gewéhlt
werden miissen.
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Frage 1. Sei X ein Alphabet, |3| > 2, und sei @ € N*T. Gibt es einen nichtloschenden
Homomorphismus o : N* — X*, der eindeutig ist fiir o?

Betrachtet man die giingige Definition eines Pattern in der Literatur zu Patternsprachen,
so féllt auf, daB hierunter im allgemeinen eine endliche Zeichenkette verstanden wird, die
aus Variablen und aus den sogenannten Terminalsymbolen in X besteht (weswegen Pat-
tern in NT in der Regel auch als terminalfrei bezeichnet werden). Fiir die betrachteten
Homomorphismen, auf deren Grundlage die Patternsprache eines solchen Pattern definiert
ist, bedeutet dies, dal} sie terminalerhaltend sein miissen, also die Terminalsymbole im
Pattern auf sich selbst abbilden. Im folgenden soll daher fiir beliebige Alphabete X ein
Pattern (iiber ¥.) eine Zeichenkette in (N U )7 sein, und es werden anstelle der bisher
untersuchten, allgemeinen Homomorphismen nun Substitutionen, d.h. terminalerhalten-
de Homomorphismen o : (N U X)* — X* betrachtet. Derartige Substitutionen sind im
tibrigen nicht nur aus dem Bereich der Patternsprachen bekannt, sondern stellen auch das
definitorische Fundament von Wortgleichungen dar, es handelt sich hierbei also um eine
verbreitete Abwandlung der gewohnlichen Homomorphismen.

In Hinblick auf die Mehrdeutigkeit von Substitutionen 146t sich anhand von einfachen Bei-
spielen zeigen, daB sie erhebliche Unterschiede zu der von allgemeinen Homomorphismen
aufweisen kann. So gilt — wie oben erldutert — beispielsweise fiir das terminalfreie Pat-
tern ag = 1 - 2, daB} es liberhaupt nicht eindeutig abgebildet werden kann, wohingegen
sich fiir das daraus abgeleitete Pattern oy, := 1 - a - 2 ohne groBeren Aufwand eindeuti-
ge Substitutionen finden lassen, wie z.B. ¢ : (NU {a,b})* — {a,b}*, gegeben durch
o(1) := o(2) := b. Umgekehrt ist der allgemeine Homomorphismus ¢ : N* — {a, b}*,
definiert durch o(1) := ab und o(2) := ba, zwar eindeutig fiir das terminalfreie Pattern
as = 1-1-2-2, aber die entsprechende Substitution o ist mehrdeutig fiir das Pattern
ab:=1-1-a-2-2, weil es eine zweite Substitution 7 : (NU {a,b})* — {a,b}* gibt, die
o, auf dasselbe Wort abbildet:
a(l)  o(1) o(2) o(2)

N = N =
ab ab aba ba
—_———— —————

7(1) (1)
Es deutet sich somit an, da} die Mehrdeutigkeit von Substitutionen ein eigenstindiges

Problem darstellt, welches nicht ohne weiteres durch Erkenntnisse zur Mehrdeutigkeit von
allgemeinen Homomorphismen gelost werden kann:

Frage 2. Sei Y ein Alphabet, || > 2, und sei a € (NUX)"T \ NT. Gibt es eine
nichtléschende Substitution o : (N U X)* — X%, die eindeutig ist fiir o?

Die Mehrdeutigkeit von allgemeinen und terminalerhaltenden Homomorphismen ist also
ein elementarer Themenkomplex der Wortkombinatorik, in dem etliche grundlegende Fra-
gen nichttrivialer Natur sind. In den nachfolgenden Kapiteln soll vor allem die Existenz
von eindeutigen Homomorphismen diskutiert werden, wobei sich Kapitel 3 hauptsichlich
mit Frage 1 und Kapitel 4 mit Frage 2 befaf3t.

Aufgrund ihrer einfachen Definition und der grolen Bedeutung von Homomorphismen in
freien Monoiden weist der Hauptgegenstand dieser Arbeit diverse Querbeziige zu anderen
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Feldern der Informatik und der diskreten Mathematik auf. Die in den nachfolgenden Ka-
piteln préisentierten kombinatorischen Resultate implizieren daher sogar einen erheblichen
Erkenntnisgewinn zu wohlbekannten Problemen in anderen Doménen. Dies soll insbeson-
dere fiir die Frage nach der algorithmischen Erlernbarkeit von Patternsprachen explizit
diskutiert werden. Zu diesem Zweck werden im folgenden Abschnitt einige weitere ele-
mentare Begriffe eingefiihrt.

2  Grundlegende Begriffe und Erkenntnisse

Aus Platzgriinden sollen hier die bereits im vorigen Kapitel hinreichend prizise eingefiihr-
ten Begriffe und Symbole nicht erneut definiert werden. In bezug auf grundlegende Nota-
tionen sei deshalb lediglich noch erwihnt, dafl im folgenden die Anzahl der Vorkommen
einer Variablen z in einem Pattern o mit |«|, bezeichnet wird; es gilt also beispielsweise
|1-2-12-1|; = 2. Fiir ein beliebiges Alphabet X beschreibt aufierdem der Begriff Teilwort
(eines Wortes w € ¥*) — in der Literatur auch héufig Faktor genannt — ein Wort v € 3%,
das w = vy vy erfiillt, vi,ve € X*. Fiir andere, nicht nédher erlduterte Begriffe sei auf
[RS97] verwiesen.

Hinsichtlich des Konzeptes einer Patternsprache (eingefiihrt in [Ang80a] und [Shi82])
erfordern die Ausfiihrungen in den Kapiteln 3 und 4 ein etwas solideres Fundament als
das in Kapitel 1 geschaffene. Sei also X ein Alphabet und @ € (NUX)™ ein Pattern. Dann
werden in der Literatur grundsitzlich zwei verschiedene Arten von Patternsprachen von «
unterschieden: die E-Patternsprache

Lg s(a) = {w € ¥ | w = o(«) fiir eine Substitution ¢ : (NUX)* — X*}

(wobei ,,E” fiir erweitert bzw. im Englischen fiir extended oder erasing steht) und die NE-
Patternsprache (kurz fiir Nonerasing-Patternsprache)

Lyes(a) ={w € ¥ | w = o(a) fiir eine Substitution o : (NUX)T — 2T},

Bei E-Patternsprachen sind also auch jene Substitutionen zugelassen, die beliebig viele Va-
riablen in o auf das leere Wort abbilden, wihrend sich die Definition der NE-Patternspra-
che auf nichtloschende Substitutionen beschrinkt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit
werden primér die E-Patternsprachen betrachtet. Wird eine Patternsprache von einem ter-
minalfreien Pattern erzeugt, so spricht man von einer terminalfreien Patternsprache.

Eine besondere Bedeutung kommt Patternsprachen im Rahmen der Induktiven Inferenz
(s. [AS83]) — einem Ansatz der Algorithmischen Lerntheorie — zu, wo untersucht wird,
ob und gegebenenfalls wie sich ein erzeugendes Pattern einer Patternsprache L aus den
Wortern in L algorithmisch rekonstruieren l:iBt. Die Uberlegungen der vorliegenden Arbeit
stiitzen sich in dieser Hinsicht auf das elementare Modell des Lernen im Limes (anhand
von positiven Beispielen), welches auf [Gol67] zuriickgeht und — grob gesagt — eine Klasse
PAT, von Patternsprachen dann als lernbar betrachtet, wenn eine berechenbare sogenann-
te Lernstrategie existiert, die fiir jede Sprache L € PAT, und bei schrittweiser Eingabe
jeder beliebigen unendlichen Sequenz wy,ws, ... von Wortern, die L = {w; | ¢ € N}
erfiillt, gegen ein Pattern o konvergiert, das genau L erzeugt.
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Aus einem charakteristischen Kriterium in [Ang80b] zum Lernen im Limes 146t sich ab-
lesen, daB eine Klasse PAT, von Patternsprachen genau dann erlernbar ist, wenn eine
Prozedur existiert, die zu jeder Sprache L in PAT, einen Telltale T, (in bezug auf PAT,)
aufzihlt. Hierbei handelt es sich formal um eine endliche Teilsprache von L, durch die man
L von all ihren echten Teilsprachen in PAT, unterscheiden kann. Anschaulich kann 77, als
eine Menge von Wortern interpretiert werden, die gentigend Information iiber L enthalten,
um die Struktur eines erzeugenden Pattern von L aus 77, eindeutig zu rekonstruieren.

Der Kenntnisstand zur Lernbarkeit von Patternsprachen weist in Abhéngigkeit von der
Frage, ob NE- oder E-Patternsprachen betrachtet werden, bemerkenswerte Unterschiede
auf. Fiir die Klasse nePATy, aller NE-Patternsprachen iiber einem beliebigen Alphabet 3
ist wohlbekannt, daf} sie erlernbar ist:

Satz 1 ([Ang80a)). Sei X ein Alphabet. Dann ist nePATys, im Limes anhand von positiven
Beispielen erlernbar.

Aufbauend auf dieser Einsicht existieren eine Fiille von weiteren Arbeiten, so z. B. [LW91,
WZ94, RZ00, RZ01], die sich insbesondere mit effizienten Lernstrategien fiir nePATy;
(und ausgewdhlte Teilklassen) befassen. Trotz intensiver Bemiihungen in den vergangenen
Jahrzehnten ist hingegen die Frage nach Lernbarkeit der Klasse ePATy; aller E-Pattern-
sprachen — die als ,,one of the outstanding open problems in inductive inference” gilt
(s. [Mit98]) — immer noch nicht abschlieend beantwortet. Der diesbeziiglich im Rahmen
von [Rei06a] erzielte Erkenntnisgewinn wird in den Abschnitten 3.1 und 4.1 beschrieben.

3 Allgemeine Homomorphismen

Das vorliegende Kapitel beschiftigt sich mit der Mehrdeutigkeit von allgemeinen Homo-
morphismen ¢ : N* — ¥* und insbesondere mit Frage 1. Da in Kapitel 1 bereits zwei
Beispielpattern in N eingefiihrt worden sind, von denen das eine (néimlich ag = 1 - 2)
iiberhaupt nicht und das andere (ndmlich vy =1-2-3-4-1-4-3 - 2) sehr wohl eindeutig
abgebildet werden kann, ist es notwendig, diese Beispiele zielgerichtet zu generalisieren.
Diese Aufgabe iibernimmt — wie noch zu belegen ist — die folgende Definition:

Definition 1. Sei @ € NT. Dann heiBt o m-imprimitiv (fiir: morphically imprimitive), falls
es ein 3 € NT und Homomorphismen ¢, v : N* — N* gibt, so daB |8] < |af, ¢(«) = 3
und 1(3) = «. Entsprechend ist & m-primitiv, wenn es nicht m-imprimitiv ist.

Mit Hinweis auf das Pattern 3 := 1 1dBt sich leicht sehen, da3 das oben eingefiihrte Pat-
tern aig m-imprimitiv ist. Tatsédchlich stellt sich heraus, dal die m-imprimitiven Pattern im
vorliegenden Kontext eine Verallgemeinerung von «y sind — sie konnen also von keinem
nichtléschenden Homomorphismus eindeutig abgebildet werden:

Satz 2. Sei Y. ein Alphabet. Dann ist jeder nichtloschende Homomorphismus o : N* — »*

mehrdeutig fiir jedes m-imprimitive o« € N*.

Die Suche nach eindeutig abbildbaren Pattern muf sich also zwangsldufig auf die m-
primitiven beschrinken (welche im iibrigen das oben definierte Pattern «; umfassen). In



164 Mehrdeutigkeit von Homomorphismen in Freien Monoiden

Hinblick auf diese stellt sich zunichst jedoch heraus, daf3 es keinen einzelnen nichtloschen-
den Homomorphismus geben kann, der alle m-primitiven Pattern eindeutig abbildet:

Satz 3. Sei X ein Alphabet. Dann gibt es keinen nichtloschenden Homomorphismus o :
N* — X*, der fiir jedes m-primitive o € N eindeutig ist.

Falls also fiir ein beliebiges m-primitives Pattern « ein eindeutiger Homomorphismus exi-
stiert, so muf dieser fiir die Struktur von @ maf3geschneidert werden. Zu diesem Zweck ist
es notwendig, ein ausgefeiltes technisches Instrumentarium einzufiihren, mit dessen Hil-
fe die Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den Variablen in « analysiert werden kdnnen
und das letztlich zu einer speziellen Partition von var(«) fiihrt. In Abhéngigkeit von dieser
Partition kann dann ein komplexer (und hier aus Platzgriinden nicht angegebener) Homo-
morphismus oy, o : N* — {a, b}* definiert werden, der sich dadurch auszeichnet, daB er
heterogen (fiir ) ist, was bedeutet, dal er gewisse Variablen in « auf ein Wort abbildet,
das mit dem Buchstaben a beginnt (bzw. endet), wihrend das Bild von anderen Variablen
in o mit b beginnt (bzw. endet). Unter anderem aufgrund eben dieser Eigenschaft 148t sich
nachweisen, da3 oy, o tatsdchlich eindeutig ist fiir c. Unter Beriicksichtigung von Satz 2
lassen sich somit diejenigen Pattern charakterisieren, die von nichtloschenden Homomor-
phismen eindeutig abgebildet werden kénnen. Da oy, zusétzlich noch injektiv ist, lautet
die abschlieBende Antwort auf Frage 1 wie folgt:

Satz 4. Sei X ein Alphabet und oo € N*. Es existiert genau dann ein injektiver Homomor-
phismus o : N* — X%, der eindeutig ist fiir o, wenn o m-primitiv ist.

Neben der oben angesprochenen Heterogenitiit weist o,y o €in zweites wichtiges Merkmal
auf, das iiberdies auch seine Injektivitit garantiert: Er bildet jede Variable in « auf ein
Wort ab, das aus drei eindeutigen Teilwortern (sogenannten Segmenten) ab™a oder (im
Dienste der Heterogenitiit) ba™b besteht. Fiir jedes m-primitive Pattern « ist oyy o also
eine heterogene Abwandlung des homogenen (d. h. nicht-heterogenen) Homomorphismus
03-seg : N* — {a,b}" mit

03.s0¢(7) := ab®*"%a ab®* " 'a ab®a,

x € N. Diesem Homomorphismus kommt deshalb eine besondere Bedeutung zu, weil
er trotz seiner Homogenitit bereits eine stark eingeschrinkte Mehrdeutigkeit an den Tag
legt. Es gilt namlich fiir jedes m-primitive Pattern «, fiir jeden Homomorphismus 7 mit
T(@) = 03.5eg () und fiir jede Variable z € var(a), daB 7(x) wenigstens das mittlere Seg-
ment von 03 geq () enthalten mufl. Der Homomorphismus o3, erfiillt daher ein (tech-
nisch komplexes und deshalb hier nicht weiter ausgefiihrtes) Kriterium, das in [Rei06a] als
moderate Mehrdeutigkeit bezeichnet wird. Fiir m-imprimitive Pattern gilt der geschilder-
te Umstand im iibrigen nicht, weswegen eine zweite Charakterisierung der m-primitiven
Pattern folgendermafen formuliert werden kann:

Satz 5. Sei « € NT. Der Homomorphismus c3.ses : N* — {a,b}* ist genau dann
moderat mehrdeutig fiir o, wenn o m-primitiv ist.

Durch iiberaus komplizierte Beispiele kann aulerdem belegt werden, dafl ein Homomor-
phismus, der jede Variable auf zwei eindeutige Segmente abbildet, diese Eigenschaft nicht
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mehr aufweist. Die Untersuchung von o3 g liefert also nicht nur einen verheiungsvollen
Ansatz, neben der leicht zu definierenden Eindeutigkeit auch die Mehrdeutigkeit von Ho-
momorphismen begrifflich zu fassen, sondern sie impliziert zusdtzlich auch einen deutli-
chen Hinweis darauf, da 03_¢eg und oyp o im allgemeinen ,,optimal*“gewihlt sein konnten.

3.1 Applikation: Induktive Inferenz von terminalfreien E-Patternsprachen

Die Mehrdeutigkeit von allgemeinen Homomorphismen ist ein Phinomen, das naturgemaf
im Rahmen der Klasse ePAT; s, aller terminalfreien E-Patternsprachen seine Wirkung
entfaltet. Der Zusammenhang zwischen der Existenz eindeutiger bzw. moderat mehrdeu-
tiger Homomorphismen und der Lernbarkeit von Patternsprachen ergibt sich aus dem fol-
genden Charakterisierungssatz fiir die Telltales der terminalfreien E-Patternsprachen:

Satz 6. Sei X ein Alphabet, || > 2, und sei o € N* ein m-primitives Pattern. Sei
auferdem T, := {w1,wa, ..., w,} C Ly(«). T, ist genau dann ein Telltale fiir Ly, ()
in bezug auf ePAT\¢ 5, wenn es zu jedem x € var(«) ein Wort w € T, gibt, so daf3 fiir
Jjeden Homomorphismus o : N* — ¥* mit 0(«) = w ein Buchstabe A € X existiert, der
|o(x)|s = 1und |o(y)|s =0, y € var(a) \ {z}, erfiillt.

Es ist also unabdingbare Voraussetzung fiir die Worter im Telltale einer terminalfreien
E-Patternsprache, daf} alle ihre erzeugenden Homomorphismen gewissen Anforderungen
geniigen. Das algorithmische Problem der Lernbarkeit von ePAT; . kann deshalb — und
weil zu jedem m-imprimitiven Pattern ein m-primitives existiert, das dieselbe Sprache
erzeugt — dquivalent als ein wortkombinatorisches Problem zur Existenz von Homomor-
phismen mit eingeschrinkter Mehrdeutigkeit aufgefa3t werden. Unter Verweis auf die in
Kapitel 2 beschriebene intuitive Interpretation von Telltales 148t sich aulerdem aus Satz 6
die unerwartete Einsicht ablesen, da3 im Kontext von Patternsprachen die eindeutigen
oder zumindest ,,halbwegs™ eindeutigen Homomorphismen ein stérker strukturerhaltendes
Potential in sich tragen als die injektiven.

Es kann nun gezeigt werden, daf es fiir manche m-primitiven Pattern bei bindrem Alpha-
bet X keine Homomorphismen gibt, welche den sich aus Satz 6 ergebenden Anforderun-
gen geniigen. Fiir dreielementige Alphabete existieren hingegen solche Homomorphismen
sehr wohl, da sie ndmlich aufgrund der moderaten Mehrdeutigkeit von 03.4¢ aus diesem
unter Hinzunahme eines dritten Buchstaben konstruiert werden konnen. Es gilt deshalb
das folgende, kuriose Resultat:

Satz 7. Sei ¥ ein Alphabet. ePAT 5 ist genau dann im Limes anhand von positiven
Beispielen erlernbar, wenn || # 2.

Satz 7 liefert somit nicht nur einen durch wortkombinatorische Mittel gewonnenen, ganz
erheblichen Wissenszuwachs zu einem der bekanntesten offenen Probleme der Indukti-
ven Inferenz, sondern steht auch in einem reizvollen und verbliiffenden Kontrast zur Ko-
dierungstheorie, wo ndmlich Worter iiber einem zweielementigen Alphabet grundsitzlich
dieselbe ,,Ausdruckskraft haben wie solche iiber einem dreielementigen Alphabet.
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4 Terminalerhaltende Homomorphismen

Aus den Erlduterungen in Kapitel 1 148t sich die begriindete Vermutung ableiten, daf3 die
Mehrdeutigkeit von Substitutionen in bezug auf Frage 2 andere Eigenschaften aufweisen
konnte als die von allgemeinen Homomorphismen hinsichtlich Frage 1. Diese Vermutung
kann zumindest fiir ,,kleine Alphabete 3 mit hochstens vier Buchstaben bestitigt werden.
Erweitert man ndmlich die Definition der m-primitiven Pattern (s. Definition 1) kanonisch
auf (N U X)7, indem man terminalerhaltende Homomorphismen ¢, : (N U X)* —
(N U X)* verwendet, so gilt der folgende Sachverhalt:

Satz 8. Sei X ein Alphabet, 2 < |X| < 4. Dann gibt es ein m-primitives o € (NU X)T,
so daf3 jede nichtloschende Substitution o : (N U X)* — X* mehrdeutig fiir o ist.

Zum Beweis dieses Satzes kann fiir |X| = 2 auf aip :=1-a -2 - b - 3 verwiesen werden.
Im Fall |X| = 3 bzw. |X| = 4 sind erheblich komplexere Pattern vonnoten, wie z. B.

Qape = 1-2-2-32.4%2.52.62.7-b-8-a-2-92.42.52.102-7-b-11,
Qapea = 1-a2-2-3%2.42.52.62.7-b-8-a-2-92-42.52.102-7-b-11-¢
212-13%-142.15%.162-17-d-18 - ¢ - 12- 192 - 14% - 152 .20 - 17
-d-21-14%.15%2.142 . 15% . 142 . 152 .22 .42 . 52 . 42 . 52 . 42 . 52

(wobei sich die Exponenten hier stets auf die Konkatenation beziehen, es steht also bei-
spielsweise 32 fiir das Teilpattern 3 - 3). Da sich auBerdem Satz 2 auf Substitutionen ver-
allgemeinern 1dBt, muB folglich die Menge der eindeutig abbildbaren Pattern in (N U X)™
eine echte Teilmenge der m-primitiven sein.

Die Ursache fiir das in Satz 8 beschriebene Phdnomen und die einhergehenden Unterschie-
de zu Satz 4 stellt ein Typus von Mehrdeutigkeit dar, welcher bei terminalfreien Pattern
per definitionem nicht auftreten kann: die terminalumfassende Mehrdeutigkeit einer Sub-
stitution o fiir ein Pattern «, d. h. die Existenz einer Substitution 7 mit 7(«) = o(a) =: w,
so daB} ein Vorkommen eines Buchstaben A in w bei einer der beiden Substitutionen durch
das Bild einer in « auftretenden Variablen entsteht und bei der anderen das Bild eines
Vorkommens des Terminalsymbols A in « ist. Illustriert wird dies durch das Beispielpat-
tern o, und die zugehdrigen Substitutionen o und 7 in Kapitel 1, da der letzte Buchstabe
des Wortes o (a)[= 7(ab)] einerseits aus o(2) und andererseits aus 7(a) hervorgeht. Das
Hauptproblem bei der Ubertragung von Satz 4 ist deshalb die Frage nach der Vermeidbar-
keit von terminalumfassender Mehrdeutigkeit, d. h. die Existenz von Substitutionen, die
aus oy, abgeleitet werden konnen und nicht terminalumfassend mehrdeutig sind. Satz 8
besagt also, dafl zu Alphabeten mit hochstens vier Buchstaben gewisse Pattern existieren,
fiir welche die terminalumfassende Mehrdeutigkeit von Substitutionen unvermeidbar ist.
In Hinblick auf groflere Alphabet ist unbekannt, ob solche Beispiele ebenfalls existieren:

Problem 1. Sei X ein Alphabet, |X| > 5. Ist die terminalumfassende Mehrdeutigkeit fiir
alle m-primitiven Pattern iiber ¥ vermeidbar?

Die betriachtliche Komplexitit der obigen Beispielpattern aape Und aiapeq legt die Vermu-
tung nahe, dafl Problem 1 einen auflerordentlich hohen Schwierigkeitsgrad hat.
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4.1 Applikation: Eigenschaften von generellen E-Patternsprachen

Trotz der bislang spirlichen Einsichten in die terminalumfassende Mehrdeutigkeit von
Substitutionen lassen sich aus den oben definierten Pattern und dhnlichen Beispielen be-
reits diverse nichttriviale Riickschliisse auf vorher unverstandene Eigenschaften von E-
Patternsprachen ziehen. Insbesondere kénnen auf Grundlage von ape, Qapcq Und ihrer in
Satz 8 beschriebenen Eigenschaft geeignete Beispielpattern konstruiert werden, welche
fiir AlphabetgroBen 3 und 4 die Hauptvermutung aus [OU97] zum Aquivalenzproblem fiir
E-Patternsprachen widerlegen. Dariiber hinaus gilt, daB aufgrund der terminalumfassen-
den Mehrdeutigkeit spezieller Substitutionen fiir dhnliche Pattern das in Satz 7 enthaltene
positive Lernbarkeitsresultat fiir ePAT,; 5. im Falle von |X| € {3,4} nicht auf die Klasse
aller E-Patternsprachen iibertragen werden kann:

Satz 9. Sei X ein Alphabet, |X| € {3,4}. Dann ist ePATx, nicht im Limes anhand von
positiven Beispielen erlernbar.

Es existieren deutliche Hinweise darauf, daf} jeder substantielle Fortschritt zu Problem 1
etliche, vergleichbar tiefe Einsichten zu bislang ungeklarten Eigenschaften von E-Pattern-
sprachen erlaubt. Problem 1 ist also nicht nur in wortkombinatorischer, sondern auch in
sprach- und lerntheoretischer Hinsicht von herausragender Bedeutung.
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