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Abstract: Bei der Entwicklung von Software ist es erforderlich sich mit der Bedeutung
von Programmen und Spezifikationen auseinanderzusetzen, etwa um bestehende Pro-
gramme zu verstehen, die Korrektheit sicherheitskritischer Systeme zu gewéhrleisten
oder eine eindeutige Interpretation von Modellen zu erreichen. Eine formale Semantik
hilft dabei Fehler zu vermeiden, erdffnet den Zugang zu maschineller Unterstiitzung
und schafft Klarheit im Zweifelsfall.

Die Unifying Theories of Programming von Hoare und He beschreiben die Se-
mantik von Spezifikationen und Programmen unterschiedlicher Sprachparadigmen in
einem gemeinsamen Formalismus. Im Mittelpunkt steht die Modellierung nichtdeter-
ministischer, imperativer Programme durch spezielle Relationen, sogenannte Designs.
Sie bilden eine solide Grundlage fiir den Aufbau weiterer Theorien, schrinken aber
den Anwendungsbereich unnétig ein.

Diese Arbeit verbessert die Unifying Theories of Programming auf zwei Arten.
Einerseits verallgemeinern wir die Designs und kliren ihre algebraische Struktur. Dies
macht bestehende Mathematik auf die Unifying Theories of Programming anwendbar,
integriert weitere Ansitze zur Semantik und vereinfacht Rechnungen und Beweise.
Andererseits erweitern wir die Theorie um undefinierte Werte und nichtstrikte Pro-
gramme. Dies ermdglicht das kontrollierte Auffangen von Berechnungen mit unde-
finiertem Ergebnis und die Ubertragung der aus funktionalen Programmiersprachen
bekannten verzogerten Auswertung auf imperative Programme.

1 Einfithrung

Ein Programm ist korrekt, wenn es leistet was sein Benutzer erwartet. Um diese Erwar-
tungen zu prizisieren, werden sie bei einer methodischen Softwareentwicklung als Anfor-
derungen formuliert und in einer Spezifikation festgelegt. Sodann gilt ein Programm als
korrekt, wenn es seine Anforderungen erfiillt. Fiir eine derartige Aussage ist es aber notig
die Bedeutung des Programms und der Anforderungen zu erfassen. Dazu muf} die Seman-
tik der verwendeten Programmier- und Spezifikationssprachen beschrieben sein. Sofern
tiberhaupt vorhanden, sind solche Semantikbeschreibungen in Textform und mehrere hun-
dert Seiten lang, siehe etwa [ISO02, GISBO05, Obj07]. Das fiihrt hidufig dazu, da3 sie Fehler
enthalten oder in Ubersetzern und anderen Werkzeugen fehlerhaft implementiert werden.
Eine formale Spezifikation ist zwar aufwendig, trigt aber bei diese Fehler aufzudecken,
wie etwa Arbeiten zur Semantik von Java und UML-AKktivititsdiagrammen mit Abstract
State Machines zeigen [Sch00, Sar06, SG07]. Eine formale Semantik ermoglicht zudem
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Rechnerunterstiitzung, prizise Aussagen und Beweise, und sie findet Anwendung bei der
Entwicklung korrekter Software durch Programmtransformation oder -verifikation.

Die hier vorgestellte Arbeit [Gut07] verwendet zur Formalisierung der Semantik die von
Hoare und He in [HH98] eingefiihrten Unifying Theories of Programming (UTP). Dieser
Ansatz versucht verschiedene Programmiersprachparadigmen semantisch unter einen Hut
zu bringen. Im Kern geht es um imperative Programme, also solche mit Zustand und An-
weisungen. Der Zustand ist gegeben durch die Werte der vorkommenden Variablen und
eine Anweisung transformiert einen Zustand in einen neuen Zustand. Demnach wird un-
terschieden zwischen dem Wert einer Variablen vor Ausfiihrung der Anweisung und dem
Wert danach. Eine Anweisung oder Berechnung setzt diese Werte miteinander in Bezie-
hung, ist also mathematisch gesehen eine Relation. Programme sind ebenfalls Relationen
und werden aus elementaren Anweisungen, zum Beispiel Zuweisungen, mit Hilfe von
Konstrukten wie Fallunterscheidung und Wiederholung zusammengesetzt.

Dieses einfache Modell reicht nur fiir terminierende Programme. Um Nichtterminierung
darzustellen fiihrt die UTP die sogenannten Designs ein (die als Begriff der UTP nicht
etwa mit ,,Entwurf* in der Softwaretechnik verwechselt werden sollten). Jedes Design be-
schreibt ein Programm und besteht aus zwei Komponenten, die beide Relationen sind. Eine
charakterisiert die Startzustéinde, von denen aus das Programm terminiert und die andere
Relation beschreibt die dort moglichen Zustandsiibergédnge. In einem Design werden diese
beiden Arten von Informationen in geschickter Weise kombiniert. Dadurch sind Designs
selber Relationen, aber nicht mehr beliebige wie im einfachen Modell, sondern speziel-
len Bedingungen unterworfene. Simtliche Programme miissen diese Einschrinkungen, die
sogenannten Healthiness Conditions, erfiillen. Sie sind der Preis, den die Theorie zahlen
muB, um die Wirklichkeit genauer wiederzugeben.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Frage was geschieht, wenn derartige Ein-
schrinkungen fallengelassen werden. Davon erhofft man sich eine weitergehende An-
wendbarkeit der Theorie in vergleichbaren oder auf neuen Gebieten. Die gewéhlte Vorge-
hensweise ist algebraisch: Aus der Mathematik ist bekannt, wie Relationen durch Axiome
beschrieben werden konnen, siche etwa [Mad96, SHW97]. Die Healthiness Conditions
charakterisieren Designs und konnen ebenfalls als Axiome aufgefallit werden. Beides zu-
sammengenommen ergibt eine axiomatische Beschreibung der durch die UTP modellier-
ten Programme. Diese kann nun untersucht werden, etwa um Axiome, die unnétige Ein-
schrinkungen verursachen, aufzuspiiren und wegzulassen. Als ein Ergebnis dieser Arbeit
wird die so gewonnene, den Designs zugrundeliegende Struktur klar dargelegt. Die erzielte
Verallgemeinerung der UTP offenbart Zusammenhinge zu bestehender Mathematik und
weiteren Ansitzen zur Semantik, unter anderem zu [Nel89, Wri04, MS06]. Zudem verein-
facht die neue, abstrahierende Darstellung Beweise und Rechnungen mit Programmen.

Die algebraische Sichtweise hat weitere Vorteile: Bei Bedarf kann man zusitzliche Struk-
tur auferlegen indem man neue Operationen mit entsprechenden Axiomen einfiihrt. Die
Arbeit macht ausgiebig Gebrauch davon und beschreibt auf diese algebraische Art unter
anderem endliche und unendliche Iterationen, Definitionsbereich, Urbild, Determiniert-
heit und Invarianten. Auferdem kann man Erweiterungen der UTP untersuchen, die mit
Designs nicht moglich sind. Ein Ergebnis dieser Arbeit ist eine derartige Erweiterung
um nichtstrikte Programme. Sie beschreiben Berechnungen, die trotz einer undefinierten
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Eingabe ein definiertes Ergebnis produzieren. Diese nichtstrikten Berechnungen ermog-
lichen eine verzogerte Auswertung, wie aus funktionalen Programmiersprachen bekannt,
auch im Kontext einer imperativen Sprache. Es ist dann ausreichend, die zur Berechnung
der Endergebnisse notwendigen Programmteile auszufiihren, was zu einer Verbesserung
der Laufzeit fiihren kann.

2 Relationen und Designs

Um zu verstehen, weshalb eine algebraische Sicht und eine Verallgemeinerung der De-
signs sinnvoll sind, beschreiben wir ihren Aufbau genauer. Ein Design besteht aus zwei
Relationen, die Zustandsiibergdnge und Terminierungseigenschaften modellieren.

Betrachten wir zunidchst die Zustandsiibergéinge. Jeder Zustand im Ablauf eines impe-
rativen Programms ist durch die Werte der vorkommenden Variablen charakterisiert. Der
einfacheren Erkldrung halber nehmen wir im folgenden an, da} es nur eine Variable x gibt.
Ein Zustand ist dann etwa durch z = 2 gegeben. Durch die Ausfiihrung einer Anweisung
wie x := 3x + 1 erreichen wir einen neuen Zustand, im Beispiel z = 7. Zur Unterschei-
dung schreiben wir 2 und 2’ fiir den Wert der Variablen x vorher und nachher. Diese Werte
werden durch die Anweisung in Beziehung gesetzt: Im Beispiel gilt z’ = 3z + 1. Das kann
mathematisch als Relation, also Teilmenge eines kartesischen Produkts, aufgefal3t werden.
Die angegebene Zuweisung ist eine Relation, formal gilt

(x:=3x+1) = {(z,2') | 2/ =3z +1}.

Nehmen wir etwa die natiirlichen Zahlen als Wertebereich von x, dann ist das die Men-
ge der Paare {(0,1), (1,4),(2,7), (3,10),...}. Um Programme zusammenzusetzen, sicht
die UTP aufler Zuweisungen unter anderem die folgenden Konstrukte vor. Die Hinter-
einanderausfiihrung der Programme @) und R ist mathematisch die Komposition zweier
Relationen, geschrieben () ; R. Ihr neutrales Element, die Identititsrelation, modelliert
die leere Anweisung. Im speziellen Fall, da} die Relationen sogar Funktionen sind, er-
halten wir die Funktionskomposition mit der Identitdtsfunktion als neutralem Element. Es
gibt eine Fallunterscheidung, deren Bedingung als spezielle Relation gesehen wird. Die
Semantik rekursiver Programme ist durch den groBten Fixpunkt gegeben.

Damit die UTP auch als Spezifikationssprache eingesetzt werden kann, gibt es das fol-
gende Konstrukt, das wir etwas nidher beschreiben. Die nichtdeterministische Auswabhl,
mathematisch die Vereinigung zweier Relationen, modelliert Unterspezifikation. Intuitiv
gesehen ist das Paar (z,2’) in der Relation R falls die durch R dargestellte Berechnung
bei Eingabe x zur Ausgabe ' fiihren kann. Wir erhalten zum Beispiel

(z:=3z+1)U(z:=4z+1) = {(0,1),(1,4),(1,5),(2,7),(2,9),...}.
Bei Eingabe x = 1 sind die Ergebnisse ' = 4 und =’ = 5 moglich. Gilt Q C R fiir

zwei Relationen @ und R, so ist jede Beobachtung (x, z') € @ eines Ablaufs von () auch
eine zuldssige Beobachtung von R. In diesem Fall sagt man: Das Programm () erfiillt
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die Spezifikation R. Die Teilmengenbeziehung ermoglicht also eine Entwicklung durch
schrittweise Verfeinerung.

Kommen wir nun zu den Terminierungseigenschaften. Sie werden durch spezielle Relatio-
nen, sogenannte Vektoren beschrieben, die Mengen von Zustinden darstellen. Dabei um-
fafit eine solche Menge genau die Startzustinde, aus denen die Ausfiihrung des Programms
garantiert terminiert. Um auszudriicken, dafl ein Zustand z in der Menge ist, enthilt die
Relation siamtliche Paare (z,z’) mit beliebigem z’. Vektoren koénnen durch Prédikate, die
nur von x aber nicht von 2’ abhiingen, charakterisiert werden.

Die UTP faflit nun beide Relationen, also die Terminierungsinformation P und die Zu-
standsiibergénge (), als Pridikate auf und kombiniert sie zum Design

(PFQ) = (ok AP)= (ok' NQ).

Zwei kiinstliche Boolesche Variablen ok und ok’ modellieren Start und Ende des Pro-
gramms. Das Design (P I Q) ist folgendermaBen zu interpretieren: Wenn das Programm
in einem Zustand startet der die Vorbedingung P erfiillt, stoppt es und zwar in einem
Zustand der @ erfiillt. Das spezielle Design (false + false) beschreibt demnach ein
Programm, das nie terminiert, also eine Endlosschleife. Eine der Einschrinkungen, die
samtliche Designs erfiillen, ist

(false & false) ; (P F Q) = (false - false) . (1)

In Worten heif3t das, ein Programm nach einer Endlosschleife auszufiihren hat keine Aus-
wirkung. Diese Aussage steht in Einklang mit vielen bekannten Programmiersprachen.
Wie wir in Abschnitt 4 erdrtern, kann es trotzdem sinnvoll sein, auf diese Einschrinkung
zu verzichten. Zuvor beschiftigen uns aber die Einschrinkungen, die implizit durch die
Verwendung von Relationen gegeben sind.

3 Algebraische Struktur der Designs

Relationen erlauben einige Operationen, deren Einsatz in der Informatik fraglich ist. Ein
Beispiel ist die Transposition von Relationen, also das Vertauschen der Elemente in jedem
Paar. Das entspricht dem ,,Riickwirtslaufenlassen” von Programmen, womit man zum Bei-
spiel eine Zahl sehr einfach faktorisieren konnte. Ein anderes Beispiel ist das Komplement
einer Relation, also genau die Paare, die nicht in der Relation sind. Damit konnte man
etwa einfach formulieren, dafl ein Programm nicht abstiirzen soll. Wenn man sich also
die Frage stellt, welche Operationen man tatséchlich braucht, erreicht man einerseits ei-
ne Anndherung an die Informatik. Andererseits hat man mathematisch gesehen weniger
Axiome, also weniger Einschriankungen, und damit mehr Strukturen die darauf passen.
Relevante Aussagen der UTP sollten wir aber weiterhin zeigen konnen.

Bei Anwendung der UTP stellt man auBerdem fest, dal komplizierte Rechnungen mit
Substitutionen entstehen. Der Grund dafiir liegt in der Verwendung von Prédikaten, um
Designs und ihre Operationen zu beschreiben. Dadurch entstehen auch solche Artefakte,
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wie die bereits erwihnten Kiinstlichen Variablen ok und ok’, die wir gleichermaRen be-
seitigen sollten, vergleiche [Gut06]. Die Idee ist nun, die Priadikate durch Elemente von
Halbringen [HW93] zu ersetzen. Dadurch konnen wir Designs algebraisch beschreiben.

Wir verwenden Halbringe, weil sie genau zu den imperativen, nichtdeterministischen Pro-
grammen passen. Ein Halbring ist nimlich eine algebraische Struktur mit zwei Operatio-
nen + und * und dazugehdrigen neutralen Elementen. Im Vergleich zu Ringen braucht die
Addition + keine inversen Elemente zu besitzen. Die Operation + modelliert die nicht-
deterministische Auswahl. Die Operation * modelliert die sequentielle Komposition mit
der leeren Anweisung als neutralem Element. Halbringe besitzen also nur einen Teil der
Struktur der Relationen, insbesondere fehlen die oben erwihnten Operationen, deren An-
wendung auf Programme nicht sinnvoll ist. Mit Halbringelementen modellieren wir die
Zustandsiibergiinge von Designs.

Fiir die Terminierungsinformation bendtigen wir etwas mehr Struktur. Dazu bestimmen
wir eine Teilmenge des Halbrings, aus der wir die Vorbedingungen nehmen. Diese Teil-
menge muf} eine Boolesche Algebra sein, damit wir mit Bedingungen rechnen konnen wie
gewohnt. Auflerdem muf sie ein Linksideal des Halbrings sein, damit wir Bedingungen
darstellen konnen wie in der UTP.

Unsere abstrakten Designs sind (2 x 2)-Matrizen mit Elementen aus dem Halbring und
dem Halbringideal. Die Hilfsvariablen ok und ok’ sind in den Zeilen und Spalten der
Matrix kodiert. Sdmtliche Operationen, die Programmkonstrukte beschreiben und auf den
Designs definiert sind, verallgemeinern wir auf die neue Darstellung. Durch die Vermei-
dung von Pridikaten wird zum Beispiel die sequentielle Komposition von Designs zur
bekannten Matrixmultiplikation vereinfacht.

Die Verallgemeinerung der Bestandteile der Designs iibertriagt sich auf die Designs sel-
ber. Sie sind nun nicht mehr Relationen, sondern Elemente allgemeinerer Halbringe. Von
Nachteil ist, dal wir deshalb weniger spezifische Aussagen zeigen konnen. Dies fillt aber
nicht stark ins Gewicht, da die verringerten Eigenschaften immer noch ausreichen, um
die Theorie der Designs zu rekonstruieren, unter anderem die Healthiness Conditions und
einen Satz iiber Fixpunkte [HH98, Theorem 3.1.6]. Ein Vorteil der Verallgemeinerung
ist, dal man Verbindungen zu verwandten Ansitzen zur Semantikbeschreibung herstellen
kann, etwa um diese miteinander zu vergleichen [GMO6].

Durch die Offenlegung der tatsdchlich benotigten Axiome wird die wesentliche Struk-
tur der Designs klar dargestellt. AuBerdem erkennt man algebraische Eigenschaften bes-
ser und kann sie einfacher verwerten. Ein konkretes Ergebnis ist, da} die Designs eine
Kleene-Algebra [Koz94] und eine Omega-Algebra [Coh00] bilden, mit denen endliche
und unendliche Iterationen modelliert werden. Bei dem entsprechenden Beweis konnen
wir dank der Darstellung von Designs als Matrizen auf bekannte Aussagen aus der Mathe-
matik zuriickgreifen [Con71]. Um zusitzliche Aspekte von Programmen zu beschreiben,
fiihren wir zahlreiche neue Operationen mit Axiomen ein. Zum Beispiel beschreibt eine
der Modallogik entlehnte, abstrakte Formulierung von Determiniertheit jene Zustinde aus
denen hochstens ein Ubergang existiert [DMO1].

Als Anwendung erlauben Kleene- und Omega-Algebren zum Beispiel Aussagen iiber die
Aquivalenz verschieden strukturierter Rekursionen. Unter anderem zeigen wir algebraisch
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wie man eine symmetrische lineare Rekursion durch zwei aufeinanderfolgende Schleifen
ersetzen kann. Dies geschieht durch getrennte Betrachtung der terminierenden und nicht-
terminierenden Zustédnde unter Verwendung der axiomatisch beschriebenen Operationen.
Derartige Aquivalenzbeweise sind fiir effizienzsteigernde Programmtransformationen er-
forderlich und wurden in der UTP bislang nicht durchgefiihrt. Dank der algebraischen
Herangehensweise sind unsere Rechnungen im Vergleich zur UTP kompakter darstellbar
und weniger fehleranfillig.

4 Nichtstrikte Berechnungen

Unser nichstes Ziel ist die Modellierung von nichtstrikten Berechnungen in der UTP. Eine
nichtstrikte Berechnung kann trotz einer undefinierten Eingabe | ein definiertes Ergebnis
erzeugen. Der spezielle Wert | beschreibt dabei Ausdriicke, deren Auswertung zum Pro-
grammabbruch fiihrt, etwa eine Division durch Null. Betrachten wir das folgende Beispiel
einer nichtstrikten Berechnung. Der Wert, den die Variable z unmittelbar vor der Zuwei-
sung = := 2 hat, wird nicht mehr verwendet und spielt daher keine Rolle. Wir kénnen also
die Gleichung

(z:=1);(x:=2) = (z:=2) (2)

fordern. Die Zuweisung = := L steht dabei fiir eine Berechnung, die abbricht, falls sie
tatsdchlich durchgefiihrt wird. Wie eben dargelegt, ist das in diesem Fall aber nicht notig.
Nichtstrikte Berechnungen ermoglichen eine solche verzogerte Auswertung, mit den aus
funktionalen Programmiersprachen bekannten Vor- und Nachteilen, siehe etwa [PJ87].

Eine Umsetzung fiir imperative Sprachen wire interessant, geht aber mit Designs nicht,
und zwar aus dem folgenden Grund. In der UTP ist Undefiniertheit semantisch gleichge-
setzt mit Nichtterminierung, formal gilt

(x:=1) = (false F false) .

Zusammen mit der fiir Designs giiltigen Einschriankung (1), wonach insbesondere die Zu-
weisung x := 2 nach einer Endlosschleife keinen Effekt hat, folgt

(x:=1); (z:=2) = (false & false) ; (x :=2) = (false b false). 3)

Die Gleichungen (2) und (3) stehen in Widerspruch zueinander, denn = := 2 terminiert,
aber (false b false) nicht. Die Gleichung (3) spricht fiir eine Auswertung der sequentiellen
Komposition von links nach rechts, um die Endlosschleife zu berticksichtigen. Um den
Programmabbruch zu vermeiden, spricht (2) dagegen fiir eine Auswertung von rechts nach
links. Das Problem ist, wir miifiten feststellen ob der vordere Programmteil terminiert,
was im allgemeinen nur durch Ausfithrung méglich ist. Um die nichtstrikte Berechnung
zu erhalten, miissen wir auf die Gleichung (3), also auch auf (1) und damit auf Designs
verzichten und einen neuen Ansatz entwickeln.
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Zunichst erweitern wir die UTP um die Fihigkeit, Variablen und Ausdriicke mit undefi-
niertem Wert unabhéngig von Nichtterminierung darzustellen. Eine derartige Unterschei-
dung ist zum Beispiel fiir das kontrollierte Auffangen von Berechnungen mit undefinier-
tem Ergebnis notwendig. Sie kann herbeigefiihrt werden, indem man die Wertebereiche
der Variablen und die Ubergangsrelationen anpaft. Zwei spezielle Elemente | und oo der
Wertebereiche beschreiben nun Ausdriicke, deren Auswertung undefiniert abbricht bezie-
hungsweise nicht terminiert. Diese Unterscheidung zwischen Undefiniertheit und Nicht-
terminierung ist auch beim Ablauf von Programmen beobachtbar.

Statt Designs definieren wir dann neue Relationen, die nichtstrikte Berechnungen model-
lieren. Demnach sind die speziellen Werte | und oo intuitiv wie folgt zu interpretieren.
Hat eine Variable x den Wert L bedeutet das: Wenn der Wert von z benétigt wird, fiihrt
das zu einem Abbruch. Hat x den Wert oo bedeutet das: Wenn der Wert von z bendtigt
wird, fiihrt das zu Nichtterminierung. Wird der Wert von x nicht benotigt, hat das keine
weiteren Auswirkungen.

Die Schwierigkeit besteht darin, die Modelle so zu wihlen, daf} einerseits diese speziellen
Werte bei ihrer Verwendung propagiert werden und andererseits die Programmkonstrukte
stetig sind. Letzteres ist erforderlich, um die Losungen von Rekursionsgleichungen iterativ
zu berechnen, was dem tatsédchlichen Ablauf rekursiver Programme entspricht. Wir 16sen
dieses Problem durch die Einfiihrung einer partiellen Ordnung auf den Wertebereichen und
dem beidseitigen Abschlufl der Relationen beziiglich dieser Ordnung. Konstrukte wie die
Zuweisung und die Fallunterscheidung werden dahingehend angepalit. Unveréndert blei-
ben hingegen die Konstrukte fiir Hintereinanderausfiihrung, nichtdeterministische Aus-
wahl und Rekursion. Das ist wichtig, damit man weiterhin mit den bekannten Axiomen
und Gesetzen rechnen kann.

AnschlieBend leiten wir unter anderem her, daf} die neu modellierten Berechnungen die
gewlinschten Stetigkeits- und Totalitdtseigenschaften besitzen. Sind sdmtliche Berechnun-
gen definiert, stimmen die neuen Relationen mit den Designs der UTP iiberein. Andernfalls
haben Undefiniertheit und Nichtterminierung keine Auswirkungen, sofern die entspre-
chenden Werte nicht benotigt werden. Insgesamt erhalten wir eine Theorie, die nichtstrikte
Berechnungen in einem imperativen, nichtdeterministischen Kontext beschreibt [Gut08].

Die neue Theorie gestattet die Ubertragung der aus funktionalen Programmiersprachen
bekannten verzdgerten Auswertung. Zum Beispiel kann die Laufzeit eines Programms
verbessert werden, indem nur die fiir das Ergebnis bendtigten Teile ausgefiihrt werden. Ei-
ne entsprechende operationale Semantik wird in der Arbeit skizziert. Nachteilig sind der
mogliche Mehraufwand durch die Implementierung und die verminderte Vorhersagbarkeit
von Laufzeit, Speicherverbrauch und Ausfiihrungsreihenfolge. Dagegen bietet verzogerte
Auswertung als Vorteil die Moglichkeit, Programme freier und damit klarer zu beschrei-
ben, da man an weniger Stellen auf Terminierung achten muf.

Bei einer verzogerten Ausfiihrung ist es notwendig, die Abhingigkeiten zwischen den ein-
zelnen Berechnungen zu beriicksichtigen. Solche Abhingigkeiten spielen unter anderem
auch in optimierenden Programmtransformationen bei Ubersetzern eine Rolle. Wir unter-
suchen ihre Struktur ausgehend von der Beobachtung, daf} nichtstrikte Berechnungen mit
definierten Ergebnissen nicht von undefinierten Eingaben abhiingen. Zwei Eigenschaften,
die Abhingigkeiten in Berechnungen modellieren, werden hergeleitet und mit Hilfe einer



148 Algebraic Foundations of the Unifying Theories of Programming

zusitzlichen partiellen Ordnung auf den Wertebereichen in eleganter Weise algebraisch
beschrieben. Sdmtliche behandelten Programmkonstrukte haben diese Eigenschaften. Sie
sind aber auch auf Relationen, die neue Konstrukte modellieren, anwendbar. Dies beinhal-
tet die parallele Komposition von Relationen, siche etwa [BBH'92], die wir in die UTP
einfiihren, um eine algebraische Behandlung von lokalen Variablen zu ermdglichen.

5 Folgen

AbschlieBend beschreiben wir die Auswirkungen dieser Arbeit auf die UTP selber, auf
Werkzeuge und in einem allgemeineren Kontext. Als unmittelbare Folge kdnnen wir in
der UTP einfacher mit Programmen rechnen sowie Aussagen und Beweise kompakt for-
mulieren. Durch die Bestimmung der Struktur von Designs erhalten wir Querbeziige zur
Mathematik und zu weiteren, bereits untersuchten Formalismen fiir Semantik. Ergebnis-
se jener Theorien sind damit auf die UTP anwendbar. Die Erweiterung um undefinierte
Werte ermoglicht die Modellierung von Ausnahmebehandlung wie sie in vielen Program-
miersprachen verfiigbar ist. Zu einer effizienteren Ausfiihrung der Programme kann die
nun erlaubte verzogerte Auswertung beitragen.

Bei Anwendung der UTP ist eine Rechnerunterstiitzung erwiinscht, etwa um Aussagen
teilweise automatisch zu zeigen. Indem wir die Theorie verallgemeinern und dadurch
weniger Axiome haben, konnen solche Werkzeuge effizientere Entscheidungsverfahren
einsetzen. Durch die Verwendung spezieller Beschreibungsmittel, etwa der Modallogik,
ist der Einsatz bislang nicht anwendbarer Werkzeuge moglich. Werkzeuge kénnen eben-
falls eingesetzt werden, um die Analyse der Abhingigkeiten in verzogerten Berechnungen
durchzufiihren und, etwa durch die Umsetzung stdrkerer Typsysteme, die Verwendung un-
definierter Werte zu erkennen.

Aus der Literatur ist bekannt, daB} sich viele Eigenschaften von Programmen algebraisch
beschreiben lassen, siehe unter anderem [Koz97, ELOS, DMSO06]. Die vorliegende Arbeit
ermoglicht das auch in der UTP und belegt, dal der algebraische Ansatz sinnvoll ist und
in weiteren Theorien Anwendung finden sollte. Mittelbar kann man von dieser Heran-
gehensweise erhoffen, daB sie zu einer Programmentwicklung auf hoherer Abstraktions-
ebene fiihrt und so der zunehmenden Komplexitit von Programmen begegnet. Schliellich
konnen die nichtstrikten Berechnungen zu neuen Konstrukten und Methoden fiihren und
weitere Konzepte funktionaler Programmiersprachen, etwa unendliche Datenstrukturen,
fiir imperative Programme verfiigbar machen.
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