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Abstract: Diese Dissertation betracht Gleichungssysteme der Form
X1=fi(X1,..., Xn)y oy Xn = fu(X1,. .., X0)

(kurz: X = f(X)), wobei deren ,,rechte Seiten” f; durch multivariate Polynome tiber
sogenannten w-stetigen Semiringen gegeben sind, und diskutierte Verfahren zur Ap-
proximation bzw. Bestimmung deren kleinster Losung 1 f. Diese Gleichungssysteme
treten in verschiedensten Bereichen der Informatik auf. Die bekanntesten Beispiele
stellen die Datenflussanalyse (prozeduraler) Programme (in diesem Fall ist das Analy-
seergebnis durch pf gegeben) und die Theorie der formalen Sprachen (hier entspricht
X = f(X) einer kontextfreien Grammatik mit xf z.B. die reprisentierte Sprache
oder deren Parikh-Bild) dar.

Zentrales Ergebnis der Dissertation ist eine Verallgemeinerung des Newtonschen
Niherungsverfahrens: Es wird gezeigt, dass sich dieses Verfahren allgemein zur Ap-
proximation bzw. Bestimmung der kleinsten Losung eines multivariaten polynomiel-
len Gleichungssystems iiber beliebigen w-stetigen Semiringen verwenden ldsst. Das
diesen Resultaten zugrundeliegende Beweisverfahren wird weiterhin verwendet, um
fiir spezielle Unterklassen von w-stetigen Semiringen effizientere Verfahren nicht nur
zur Approximation, sondern auch zur Bestimmung von pf herzuleiten. Anwendung
finden diese Resultate u.a. in der Bestimmung des Parikh-Bilds kontextfreier Sprachen,
der Analyse paralleler rekursiver Programme, stochastischer Prozesse, der Analyse der
Performanz von Netzwerkalgorithmen.

1 Einfithrung

Gleichungssysteme X1 = f1(X1,...,Xn),..., Xn = fu(X1,...,X,) ergeben sich in
natiirlicher Weise als Beschreibungen zusammengesetzter Systeme: Die Gleichung X; =
fi(X1,...,X,,) beschreibt, wie sich das Verhalten der i-ten Komponente aus dem Ver-
halten aller Systemkomponenten ergibt. Die Losungen eines solchen Gleichungssystems
geben Auskunft iiber die Eigenschaften des zusammengesetzten Systems. Insbesondere
polynomielle Gleichungssysteme sind eine natiirliche Darstellungsform des Datenflusses
prozeduraler Programme (abstrakte Datenflussgleichungen), siehe z.B. die Arbeiten von
Cousot und Cousot [CC76] und Sharir und Pnueli [SP81]: Die abstrakten Datenflussglei-
chungen ordnen jedem Kontrollpunkt des Programms eine Variable X; und ein multiva-
riates Polynom f; zu, wobei das Polynom den Datenfluss beginnend (bzw. endend) in
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Abbildung 1: (a) stellt den Kontrollflussgraphen einer rekursiven Prozedur S dar. Die einzelnen
Anweisungen bzw. Kontrollpunkte werden durch a, b, ¢, d, e bzw. X, Y bezeichnet, wobei der Kon-
trollpunkt X dem Beginn der Prozedur entspricht. (Zur Vereinfachung wurde das Prozedurende
selbst nicht als Kontrollpunkt aufgefasst.) Die durch die Box unterbrochene Kante von X nach
Y stellt einen rekursiven Selbstaufruf der Prozedur dar. In (b) ist das abstrakte Gleichungssys-
tem abgebildet, welches die terminierenden Programmabliufe beschreibt; so besagt die Gleichung
X=a0XPbOXOY ®c, dass ein terminierender Programmablauf, welcher im Kontrollpunkt
Y beginnt, entweder (i) zunichst die Operation a ausfiihrt, um dann durch einen in X beginnenden
Ablauf fortgesetzt zu werden, oder (ii) sich aus der Konkatenation der Aktion b gefolgt von einem
terminierenden (rekursiven) Ablauf der Prozedur S und vervollstdndigt durch einen terminieren-
den, in Y beginnenden Ablauf ergibt, oder (iii) sofort nach Ausfithrung der Anweisung c terminiert.
(In Abhiéngigkeit der betrachteten Analyse konnen die Gleichungen auch so gewéhlt werden, dass
die Abliufe beschreiben, welche in einem gegeben Programmpunkt terminieren.) (c¢) zeigt die In-
terpretation der abstrakten Datenflussgleichungen iiber dem Sprachsemiring (22* ,U, -, 0,{e}) als
kontextfreie Grammatik.

X, beschreibt (sieche Abbildung 1). Die prinzipielle Idee ist, dass die Koeffizientenbe-
zeichner der Polynome den Effekt der entsprechenden atomaren Programmanweisungen
reprisentieren, aus denen sich die Abldufe des Programms zusammensetzen; die Multi-
plikation dient der Beschreibung des Effekts zweier aufeinanderfolgender partieller Pro-
grammabliufe; die Addition fasst den Effekt mehrere Programmabldufe, die an einem
gegeben Kontrollpunkt beginnen (oder enden), zusammen. In Abhingigkeit von der zu
bestimmenden Information werden die abstrakten Gleichungen iiber einer geeigneten al-
gebraische Struktur interpretiert. Die gesuchte Information ergibt sich in den meisten An-
wendungen aus der kleinsten Losung o f des Gleichungssystems. Siehe Abbildung 2. Im
Allgemeinen muss hierbei die Multiplikation weder kommutativ sein, noch muss sie das
Distributivititsgesetz erfiillen [NNH99]. Im Rahmen dieser Disseration werden speziell
w-stetigen Semiringen [Kui97] betrachtet, welche stets das Distributivitsgesetz erfiillen,
weswegen im Folgenden stets die Distributivitidt angenommen wird. Dann entspricht die
kleinste Losung pf dem Effekt aller terminierenden Programmabliufe.
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Abbildung 2: (a) zeigt den Kontrollflussgraphen aus Abbildung 1 instantiiert fiir ein Steuerpro-
gramms eines Plotters, welches zufillig ,,Skylines” zeichnet (siehe (b)). Beispielhaft betrachte man
die Frage, ob das rekursive Programm nur endliche Linienziige generiert, d.h. ob das Programm
stets mit Wahrscheinlichkeit 1 terminiert. Die entsprechende Antwort ergibt sich hierbei aus der
Losung des unter (c) abgebildeten Gleichunggsystems. In diesem Beispiel ldsst sich das Gleichungs-
system auf eine univariate Gleichung durch Einsetzen reduzieren, was sofort auf die Losungen
X =1Y =1und X = %, Y = % fiihrt. Die kleinste Losung liefert daher die gewiinschte
Antwort, dass das Progamm stets sicher terminiert. Als ein weiteres, einfaches Beispiel zeigt (d)
eine mogliche Instanziierung der abstrakten Datenflussgleichungen fiir die Frage, ob das Programm
,.inkorrekte Skylines” erzeugt, in welchen ein Punkt mehrmals besucht wird. Zur Beantwortung
dieser Frage kann der Sprachsemiring betrachtet werden, welcher von den Steuerbefehlen {—, 4T}
zuziiglich einem Fehlerwert 4 erzeugt wird modulo der Aquivalenzrelation, welche jede inkorrekte
Steuersequenz mit 4 identifiziert und jede korrekte auf den ersten und letzten Befehl der Sequenz
reduziert: so ist die unter (b) dargestellte Steuersequenz mit — identifiziert. Die kleinste Losung ist

hier X = {—,[ 47, L4 und Y = {LL,, 4}

Beispiele w-stetiger Semiringe sind der reelle Semiring ([0, o], +, -, 0, 1) iiber den nicht-
negativen reellen Zahlen [0, o] erweitert um ein maximales Element co mit der ka-
nonischen Addition und Multiplikation (mit 0 - co = 0) oder der Sprachsemiring
(27 U,-,0, {€}) erzeugt von einem endlichen Alphabet ¥ mit der Menge aller Sprachen
tiber X als Trager und der Vereinigung bzw. Konkatenion von Sprachen als Addition bzw.
Multiplikation. Das Standardverfahren zur Approximation bzw. Bestimmung der kleins-
ten Losung uf ist die Fixpunktiteration, welche ausgehend von einer geeigneten Unter-
approximation x diese iterativ f(z), f2(x),... zu verbessern versucht. Eine kanonische
Wahl fiir den Startwert x ist dabei der Wert, welcher einer leeren Menge von Program-
mabldufen entspricht, im Fall von w-stetigen Semiringen ist dies das additiv Neutrale 0.
Fiir diese Wahl entsprechen die Iteranten f*(z) (unter Annahme der Distributivitit) stets
dem Gesamteffekt einer endlichen Teilmenge der terminierenden Programmablidufe und
konnen daher im Allgemeinen nie den Effekt aller terminierenden Programmabldufe dar-
stellen. In der Praxis werden deshalb haufig algebraische Strukturen verwendet, welche
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die Bedingung erfiillen, dass jede monoton anwachsende Sequenz schlielich stationdr
wird (ascending chain property). Ist diese ascending chain property erfiillt, so ist auch
garantiert, dass die kleinste Losung durch die Fixpunktiteration schlieBlich erreicht wird.
Viele interessante algebraische Strukturen erfiillen die ascending chain property jedoch
nicht. Als Beispiel betrachte man den Fall, dass die mdglichen terminierenden Ablidufe
(aber nicht deren Hiaufigkeit) zu bestimmen sind. In diesem Fall wird das Gleichungs-
system iiber Sprachsemiring (2>, U, -, (), {¢}) interpretiert, der von den Koeffizientenbe-
zeichnern X des Gleichungssystems erzeugt wird. Mit anderen Worten, das Gleichungs-
system wird als kontextfreie Grammatik interpretiert, dessen kleinste Losung gerade durch
die reprisentierte kontextfreie Sprache gegeben ist. Die Iteranten f*({)) entsprechen dann
endlichen Teilsprachen, womit im Allgemeinen die kleinste Losung erst im Grenzwert
erreicht wird.

Diese Dissertation beschéftigt sich mit der Frage nach besseren Approximation- und
Losungsverfahren fiir polynomielle Gleichungssysteme iiber w-stetigen Semiringen: Es
werden Verfahren vorgestellt, die sich dadurch auszeichnen, dass die einzelnen Approxi-
manten nicht auf endliche Teilmengen der terminierenden Programmabléufe beschriankt
sind. Zentrale Idee ist die Reduktion des Probelms der Bestimmung der Nullstelle ei-
ner nichtlinearen Funktion auf das Losen einer Sequenz linearer Approximationen, wie
sie in der Analysis bereits von Newton in seinem klassischen Niherungsverfahren ver-
wendet wurde. Insbesondere wird gezeigt, dass sich das Newton-Verfahren selbst in
natiirlicher Weise zu einem Approximationsverfahren fiir polynomielle Gleichungssys-
teme iiber w-stetigen Semiringen verallgemeinern ldsst. Diese Verallgemeinerung des
Newton-Verfahrens subsumiert die klassische Fixpunktiteration, d.h. die ¢-te Approxi-
mation des verallgemeinerten Newton-Verfahrens beinhaltet alle Information, die die i-te
Iteration der Fixpunktiteration enthilt. Speziell fiir den Fall kommutativer Multiplikation
und idempotenter Addition (a ¢ a = a) wird weiterhin gezeigt, dass das verallgemeiner-
te Newton-Verfahren, im Gegensatz zu der gewohnlichen Fixpunktiteration, die gesuchte
Losung nicht nur approximiert, sondern auch nach einer endlichen Anzahl von Iterationen
erreicht. Schlielich ergeben sich aus diesen Konvergenzresultaten interessante Querbezie-
hungen zu anderen Themen aus dem Bereich der formalen Sprachen, wie z.B. Sprachen
von endlichem Index [GS68, Ynt67] oder dem Satz von Parikh [Par66].

Auf diesen Resultaten aufbauend werden in der Dissertation weitere Klassen von Semi-
ringen beschrieben, welche es erlauben, die kleinste Losung eines polynomiellen Glei-
chungssystems mittels maximal einer einzigen Linearisierungen zu bestimmen. Anwen-
dungen dieser Resultate sind z.B. die Bestimmung des Durchsatzes einer kontextfreien
Grammatik [CCFRO7], welcher zur Analyse der Performanz von Netzwerkalgorithmen
genutzt werden, und die Datenflussanalyse tiber unbeschréinkten Semiringen [KSSKO09].
Weitere Verwendung finden die diesen Resultaten zu Grunde liegenden Technicken und
Ideen in der Lésung von Min-Max-Gleichungssysteme iiber bestimmten total geordneten
kommutativen idempotenten Semiringen mit Hilfe von iterativer Verbesserung nichtdeter-
ministischer Strategien, welche Ergebnisse aus [VJ00, BSV04, Sch07, GS08] vereinheit-
licht und verallgemeinert.

Im Folgenden soll das zentrale Ergebnis der Dissertation, die Verallgemeinerung des
Newton-Verfahren, detaillierter vorgestellt werden.
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2 Das Newton-Verfahren iiber w-stetigen Semiringen
2.1 Notation und Grundlagen

Ein w-stetiger Semiring (kurz: w-Semiring im Folgenden) (S, +,-,0, 1) setzt sich aus zwei
Monoiden (S, +,0), (S, -, 1) zusammen, wobei Kommutativitit nur fiir die Addition ge-
fordert wird. Der w-Semiring wird als kommutativ bezeichnet, falls auch die Multiplika-
tion kommutativ ist; er wird als idempotent bezeichnet, falls 1 + 1 = 1 gilt. Die Null ist
absorbierened (0 - @ = a - 0 = 0); die Multiplikation distributiert sowohl von rechts als
auch von links iiber die Addition. Durch die Relationa T b < 3d € S : a+d = b
ist eine partielle (natiirliche) Ordnung auf S gegeben. Beziiglich dieser Ordnung exis-
tiert fiir jede aufsteigende Sequenz a1 C ao C ... in S das Supremum sup%GN a;. Hier-
durch ist die Addition auch fiir abzihlbare Sequenzen (b;)ien in S durch »; b; =
sup;en{bi + ... + b;} erklirt. Wie sich formal zeigen ldsst, siehe z.B. [Kui97], verhilt
sich diese w-Addition wie von absolut konvergenten Reihen bekannt. Insbesondere ist
das Ergebnis von der Summationsreihenfolge unabhingig. Beispiele: Bei dem reellen Se-
miring ([0, o], +, -, 0, 1) handelt es sich um einen kommutativen w-Semiring; bei dem
Sprachsemiring (2>, U, -, 0, {¢}) um einen idempotenten w-Semiring. Betrachtet man
den Sprachsemiring modulo kommutativer Konkatenation, indem man z.B. jedes Wort
w € ¥* auf seinen Parikh-Vektor I1(w) abbildet, welcher die Vorkommen eines Zeichens
a € ¥ in w zdhlt, so erhdlt man einen kommutativen und idempotenten w-Semiring mit
<2NE, U,+,0,{0}) als einer moglichen Darstellung, wobei 0 den Nullvektor bezeichnet
und die Addition von Mengen elementweise definiert ist.

Ein Polynom iiber einem w-Semiring in den Variablen X ist eine endliche Summe von end-
lichen Produkten agXqa; ... Xyay aus Semiringelementen a; und Variablen X; € X Ist
die Multiplikation kommutativ, so vereinfacht sich diese Definition zu der gebrduchlichen.
Jedes Polynom definiert in kanonischer Weise eine Funktion von S¥ nach S. Ein poly-
nomielles System f definiert fiir jede Variable X € X ein Polynom fx, und somit eine
Funktion iiber S%. Addition und natiirliche Ordnung werden komponentenweise von S
auf S% ausgedehnt.

2.2 Approximation der kleinsten Losung

Ein polynomielles System f bestimmt das Gleichungssystem {X = fx | X € X}, im
Weiteren durch X = f(X') abgekiirzt. Es kann gezeigt werden [Kui97], dass ein jedes
solches System eine wohldefinierte kleinste Losung p f besitzt, welche durch den Grenz-
wert der monoton anwachsenden Folge f(0) C f1(0) C f2(0) C ... gegeben ist.! Dieses
Resultat erlaubt somit stets die kleinste Losung zu approximieren. Im Allgemeinen ist die
Approximationsgeschwindigkeit jedoch nicht sehr hoch. Dies ldsst sich bereits an einem
sehr einfachen Beispiel quantifizieren. Die Gleichung X = f(X) := %X 2 4+ % hat ge-
nau eine (doppelte) Losung mit X = 1 iiber R bzw. dem reellen Semiring. Betrachtet

1 0 bezeichne hierbei die Funktion/Vektor, welche jeder Variablen X € A’ die Null zuordnet.



216 Losen polynomieller Gleichungssysteme iiber Semiringen

Sei g : R — R eine differenzierbare Funktion, wobei mit ¢’|,, die Ableitung von g
ausgewertet an € R bezeichnet sei. Die Linearisierung von g in x ist dann durch

lgiw(X) := g(x) + ¢'[o(X — ).

gegeben. Ist x nahe genug an einer Nullstelle z von g gelegen, so lésst sich z durch die
Nullstelle

Ny(z) =z —¢'|7 g(=).

von [y, (X) approximieren (unter der Annahme, dass ¢'|, # 0). Durch Iteration des
Newton-Operators N, ausgehend von einem geeigneten Startwert x ergibt sich die zu-
gehorige Newton-Sequenz.

Abbildung 3: Newton-Verfahren

man die Approximanten f¥(0), so lisst sich zeigen [EY09], dass man 2*~2 viele Itera-
tionen benétigt, damit der Approximationsfehler |1 — £*(0)| durch 2% beschrinkt ist.
Auch iiber einem Sprachsemiring lédsst sich die Konvergenzgeschwindigkeit quantifizie-
ren: So ldsst sich fiir die verwandte Gleichung X = aX + b iiber dem von ¥ = {a, b}
erzeugten Sprachsemiring zeigen, dass der Approximant f*((}) gerade aus den Wortern
besteht, welche einen Ableitungsbaum der Hohe maximal & + 1 beziiglich der Gramma-
tik X — aXX | b besitzen. Das heifit, dass jeder Approximant stets nur eine endliche
Teilsprache darstellt.

Um die Konvergenz zu beschleunigen, wird in der Disseration daher die dem Newton-
Verfahren (siehe Abbildung 3) zu Grunde liegende Idee der Linearisierung des polyno-
miellen Systems auf ihre Anwendbarkeit iiber den reellen bzw. komplexen Zahlen hin-
aus untersucht. Bekanntlich konvergiert das Newton-Verfahren im besten Fall quadratisch,
d.h. der Approximationsfehler e im k-ten Schritt erfiillt 1 < C - 5% fiir eine von
der Funktion abhéngige Konstante C'. Speziell fiir den reellen Semiring ldsst sich wei-
terhin zeigen [EKL10a], dass die Konvergenz auch stets (bis auf endlich viele Ausnah-
men) mindestens linear ist, d.h., e511 < Cey, gilt mit C' < 1. Speziell fiir die Gleichung
X = f(X) = £X? + § mit zugehdriger Funktion g(X) = f(X) — X ergibt fiir die
Approximationsfehler der Newton-Iteranten €51 = %ac, d.h. nach bereits k Iterationen
ist der Fehler durch 2% beschrinkt.

2.3 Newton-Verfahren

Um das Newton-Verfahren auf allgemeinen Semiringen zu definieren, muss zunéchst eine
entsprechende Linearisierung definiert werden. Hierbei zeigt sich, dass die iibliche alge-
braische Definition der Ableitung eines Polynoms verwendet werden kann, es muss nur der
Fall der nicht kommutativen Multiplikation entsprechend beachtet werden. So ergibt sich
der nicht konstante Term der Linearisierung des Polynoms b U X a X iiber dem Sprachse-
miring erzeugt von {a, b} an der Stelle X = b zu baX U X ab. Fiir eine formale Definition
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sei auf die Dissertation [Lut10] oder auf [EKL10b] verwiesen. Mit Hilfe der Definition der
Linearisierung ldsst sich das Newton-Verfahren auf Semiringen wie folgt iibertragen:

Definition 1. Es sei X = f(X') ein polynomielles Gleichungssystem. Der i-te Newton-
Approximant v9) ist induktiv definiert durch

@ =0 und 0D =p0 4 AG)
wobei A() die kleinste Losung der Linearisierung
Pl (X) +00 =x

ist. Fiir 6() kann hierbei ein beliebiges Element aus S* verwendet werden, welches die
Gleichung f(r®) = v + X erfiillt.

Eine Newton-Sequenz ist jede Sequenz (v(*));cy von Newton-Approximanten.

Abbildung 4 zeigt ein Beispiel. Die Existenz der ,,Newton-Updates” A(?) ist hierbei
stets garantiert, da es sich bei der Linearisierung f’[ ) (X) + 6() selbst um ein linea-
res Gleichungssystem handelt. Die entsprechende Losung wird {iblicherweise mittels des
Kleene-Sterns als A() = f % (0 (1)) ausgedriickt, welcher auf jedem w-Semiring durch
* 1= ) ieN a’ definiert ist und sich entsprechend auf lineare Abbildungen iiber S er-
weitern ldsst. Die Existenz der ,,Differenz” (9 folgt wiederum aus der Monotonie der
Newton-Sequenz beziiglich der natiirlichen Ordnung. Fiir idempotente w-Semiringe kann
stets 00 = f (V(i)) gewihlt werden. Folgendes Theorem fasst die wichtigsten Eigent-
schaften der verallgemeinerten Newton-Sequenz zusammen:

a

Theorem 2. Die Newton-Sequenz ist eindeutig in S*, d.h., unabhdngig von der Wahl der
6. Insbesondere konvergiert die Newton-Sequenz monoton von unten gegen die kleinste
Liosung des Gleichunggsystems X = f(X), wobei stets gilt:

Fo e fe?) cvt Couf.
Fiir idempotente w-Semiringe gilt insbesondere v\'+1) = f'1 6 (0).

Um als praktisches Approximationsverfahren verwendet werden zu kénnen, muss iiber
dem jeweiligen Semiring eine effiziente Berechnung bzw. Darstellung des Newton-
Updates A() = f/ [ (0 (1)) moglich sein. Fiir ein Gleichungssystem iiber einem Sprach-
semiring, d.h. einer kontextfreien Grammatik, ldsst sich z.B. der ¢ + 1-te Newton-
Approximant im Allgemeinen nur als lineare Grammatik iiber dem Alphabet und dem
i-ten Newton-Iteranten darstellen.?

2.4 Kommutative idempotente w-Semiringe

Fiir kommutative Semiringe S lisst sich die Berechnung des Updates A(?) auf die Be-
rechnung des Kleene-Sterns einer quardatischen Matrix iiber S' zuriickfithren und damit

2Interessant wird diese Darstellung allerdings im Zusammenhang mit stochastischen kontextfreien Gramma-
tiken, da dies eine Approximation durch strukturell einfacher stochastische Grammatiken gestattet [EKL07]. Die
Darstellung aus Abbildung 4 muss hierfiir allerdings leicht angepasst werden.
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Fiir die abstrakten Datenflussgleichungen aus Abbildung 1

X = a0 XpbOXOYdc
Y = doXoe

lautet die Definition eines Newton-Approximanten in Vektorschreibweise

X\ _(eoxsborfoveboxon oy
Y do X s )

mit (0 = (¢, e). Interpretiert iiber dem von den Koeffizientenbezeichnern erzeugten
Sprachsemiring entsprechen diese Gleichungssysteme folgenden Grammatiken. Das ur-
spriingliche Gleichungssystem entspricht der Grammatik G mit

X —aX |bXY |cundY — dX | e,
wihrend der i.te Newton-Approximat durch folgende Grammatik G'(*) gegeben ist:

x4 ax@ | xX@ L ax®) |bX(i—1)y(i) ‘ pX @y (i—1) |
Yym - px®M e YO  — pXO e

An dieser Darstellung ldsst sich folgende Charakterisierung der Newton-Approximanten
fiir kontext-freie Grammatiken ablesen: Ein Wort w lisst sich beginnend bei X in
G ableiten (kurz: X ) =%, w) genau dann, wenn eine i + 1-beschrdnkte Ableitung
X =g 01 =¢ ... =¢ w von w beziiglich G existiert, d.h. jede Satzform o enthilt
hochstens ¢ + 1 Variablen (Nichtterminale) (siehe z.B. [GS68]). Nach Theorem 3 erzeu-
gen G® und G insbesondere dieselbe Sprache modulo Kommutativitit, womit sich aus
G folgende regulire Ausdriicke fiir das Parikh-Bild von G ergeben:

px = (a+b%a*c+bb*e)*cund py = b(a + b*a*c+ bb*e)*c + e.

Abbildung 4: Verallgemeinertes Newton-Verfahren fiir kontext-freie Sprachen

auf die Berechnung des Kleene-Sterns iiber S selbst, siche z.B. [DK09]. Ist der Semi-
ring zudem idempotent, so folgt mit der vereinfachten Darstellung der Newton-Sequenz,
dass sich jeder Newton-Iterant als regulidrer Ausdruck iiber S schreiben lésst. Insbesondere
kann folgendes Konvergenzresultat gezeigt werden.

Theorem 3. Sei X = f(X) ein polynomielles Gleichungssystem iiber einem kommutati-
ven idempotenten w-Semiring. Dann gilt V™) = uf fiirn = |X|.

Als direkter Korollar folgt der Satz von Parikh, dass zu jeder kontextfreien Sprache eine
unter kommutativer Konkatenation dquivalente regulidre Sprache existiert [Par66]. Weiter-
hin lésst sich zeigen, dass die Newton-Sequenz in diesem Fall mit der von Hopkins und
Kozen in [HK99] definierten Sequenz korrespondiert, womit die dort angegebene expo-
nentielle obere Schranke fiir die Berechnung von p f entsprechend verbessert wird.
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SchlieBlich ldsst sich zeigen, dass fiir kontextfreie Grammatiken der k-te Newton-
Approximant mit der Sprache der Worter iibereinstimmt, fiir welche eine k+1-beschrinkte
Ableitung existiert. Dies wird in Abbildung 4 skizziert. Fiir eine formale Definition von be-
schrinkten Ableitungen sei auf [FH97, GS68, Ynt67] verwiesen. Dieser Zusammenhang
erlaubt eine direkte Konstruktion eines Parikh-idquivalenten endlichen Automaten fiir jede
kontextfreie Grammatik [EGKL10]. Weitere Anwendungen dieser Charakterisierung der
Newton-Approximanten finden sich im Bereich der parallelen Prozesse [BEKL10] und der
Analyse paralleler rekursiver Programme [GMMI10].
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