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Ein Sudoku-Exkurs

Vermutlich werden Sie, geneigter Leser, und die meis-
ten Menschen in Threm Bekanntenkreis, von Sudoku
gehort haben - den urspriinglich aus den USA stammen-
den Zahlenritseln, bei denen man in eine mit Zahlen un-
vollstidndig ausgefiillte Tabelle weitere Zahlen einfiillen
muss, nach einem fest vorgegebenen Muster. Zum Bei-
spiel dieses hier:
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Tabelle 1. Das erste verdffentlichte Sudoku (bzw. ei-
nes der zwei ersten), im Jahre 1979 erschienen unter
dem Namen “Number Place” in einer amerikanischen
Ratselzeitschrift [3, 8]. Ziel ist es, die ganzen Zahlen zwi-
schen (einschlieflich) 1 und 9 so einzufiillen, dass in jedem
3x3-Block, jeder Zeile, und jeder Spalte jede dieser Zahlen
genau einmal auftritt. Zusdtzliche Hilfestellung: in der kor-
rekten Losung enthalten die Kreise die Zahlen 4,5,7,8.

Sudokus (oder Sudokui? Sudokuta? Sudoker?), wie
zum Beispiel das in Tabelle 1, entsprechen somit dank-
barerweise dem gemeinhin verbreiteten und akzeptier-
ten Klischee der Mathematik: iiberall Zahlen, kompli-
ziert, schwer verstindlich, und vollstidndig unniitz. Dies

harmoniert passgenau mit dem Bild des Klischeemathe-
matikers, der den ganzen Tag iiber geistesabwesend im
Kopf oder an der Kreidetafel Sudokus 16st, wihrend er
sich ab und zu den von Essensresten angegilbten, knie-
langen Bart krault, dabei manchmal Dinge raunt wie
“ja, das ist es” oder “elementar, Watson” (in Abwesen-
heit eines Watson). Eines Tages springt er aus seinem
seltenen Bade, lauft “Heureka” schreiend, wild gestiku-
lierend, nur vom Barte bedeckt, durch die Gassen, und
wird von einer Pferdekutsche liberfahren. Am Rande nur
sei angemerkt, dass alle Klischeemathematiker selbst-
verstandlich ménnlich sind, auch die weiblichen (sie-
he: Bart). Klischees und Stereotype zu hinterfragen ist
natiirlich immer unangebracht.

Wie dem auch sei, in der real existierenden Welt
verhalten sich die meisten Mathematiker doch rela-
tiv unauffillig, genauso die gliicklicherweise in immer
groferer Anzahl real existierenden Mathematikerinnen.
Die iiberwiltigende Mehrheit beider ist im Allgemeinen
mehr als nur einen Sicherheitsabstand entfernt von der
stationdren Einweisung.

Und anstelle von abgehobener Gehirnakrobatik geht
es in der Mathematik vor allem um folgerichtiges
Schlussfolgern, das heif3t, moglichst irrtumsfrei Aus-
sagen zu treffen. Man kann das nun, wie Kunst, zum
Selbstzweck betreiben, und daran ist auch nichts grund-
legend falsch. Zweifelsohne von weitaus groBerer ge-
sellschaftlicher Relevanz sind aber die mathematischen
und statistischen Modelle, die auf reale Vorginge an-
wendbar sind, und somit folgerichtige Schlussfolgerun-
gen iiber die Realitét erlauben. Beispielsweise Maschi-
nen, Autos oder Computer zu bauen; das Wetter vorher-
zusagen; oder die beste Therapie fiir eine Krankheit zu
finden.

Am Ende dieses Artikels werden wir ein Modell
sehen, Sudokus nicht ganz unéhnlich, welches Sport-
ergebnisse vorhersagen kann, mit relativ elementarem
Wissen iiber Algebra und Statistik. Was aber viel viel
wichtiger ist: wir werden auch sehen, wie man folge-
richtig tiberpriifen kann, ob ein solches Modell und des-
sen Vorhersagen grober Unfug sind oder nicht. Schlief3-
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lich ist etwas ja nicht allein dadurch richtig, dass es
irgendwo steht, oder in komplizierten Formeln auf-
geschrieben wurde - sondern es muss irrtumsfrei be-
griindet werden. Das ist Mathematik.

Uber das Vervollstindigen der Matrix

Das am Ende vorgestellte Modell (welches wie ge-
sagt unter anderem Sportergebnisse vorhersagen kann)
beruht auf einem Prinzip, das dem des Sudoku nicht
unihnlich ist: in eine Tabelle nach einem bestimmten
Prinzip Zahlen einzutragen. Das Prinzip ist natiirlich ein
bisschen anders als beim Sudoku, im Folgenden wird
die notige Theorie dazu eingefiihrt.

Was ist eine Matrix?

Die bessere Frage zu Beginn ist vielleicht: wieso kann
man iiberhaupt etwas vorhersagen, indem man Zahlen
in eine Tabelle einfiillt. Die einfache Antwort lautet: da-
durch, dass die eingefiillte Zahl selbst die Vorhersage
ist. Und dadurch, dass die Tabelle eine Tabelle von Da-
ten bzw. Messwerten ist. Ein Beispiel:

s 4

Users
= |
—

WETFELLY

P

o &

<

Movies

Tabelle 2. Schematisch vereinfachte Darstellung des
“Netflix Prize” Problems, fiir dessen Losung die Firma Net-
flix im Jahr 2006 eine Million Dollar ausschrieb [11]. Zeilen
entsprechen Filmen, Spalten entsprechen Benutzern, Eintrdge

entsprechen Bewertungen. Ziel ist es, eine gute Vorhersage
fiir fehlende Bewertungen einzufiillen.

Tabelle 2 enthilt Benutzerbewertungen von Filmen,
wie sie zum Beispiel bei Netflix vorgenommen wer-
den. Die verschiedenen Zeilen entsprechen verschiede-
nen Benutzern, die Spalten entsprechen verschiedenen
Filmen. Ein Eintrag ist die Bewertung, die der Benutzer
in derselben Zeile dem Film in derselben Spalte gegeben
hat. Nicht jeder Benutzer bewertet jeden Film, und nicht
jeder Film wird von jedem Benutzer bewertet, daher ist
die Tabelle nicht komplett ausgefiillt.

Mochte man nun vorhersagen, wie dem Benutzer X
der Film Y gefallen wiirde, entspricht das der Aufga-
be, einen plausiblen Wert fiir den Eintrag in der X-ten
Spalte und der Y-ten Zeile zu finden. Macht man das
fiir alle Filme, die X noch nicht gesehen hat, kann man
daraus eine Filmempfehlung ableiten, indem man Filme

mit hoher vorhergesagter Bewertung empfiehlt. Ahnlich
erhilt man eine Produktempfehlung, wenn man “Film”
durch “Produkt des OnlinegroBhéndlers O” ersetzt. Und
so weiter.

Und nun zum Sport:

Athlet 200m | 400m | 800m | 1500m
Bolt 19.19 | 45.28

Farah 1:48.69 | 3:28.81
Johnson || 19.32 | 43.18

Kipketer 46.85 | 1:41.11

Rudisha 45.45 | 1:40.91

Yego 1:42.67 | 3:33.68

Tabelle 3. Personliche Bestzeiten einiger Weltspit-
zenldufer. Ziel ist es, diese in einem Modell zu verstehen. In-
teressante Fragen in dieser Tabelle wdren z. B. die nach Ru-
dishas Potenzial auf 1500m, oder Johnsons 800m-Zeit.

Tabelle 3 enthilt Bestleistungen von Weltspit-
zenldufern. Zeilen entsprechen den Athleten, Spalten
verschieden langen Laufstrecken, und die Eintrige den
Bestzeiten. Vorhersagen sind hier interessant in Vor-
bereitung auf eines der lidngeren Rennen, fiir die oft
eine mehrmonatige Trainingszeit erforderlich ist, wie
zum Beispiel dem Marathon; oder, um eine Leis-
tung auflerhalb der “typischen” Lauflangen eines Ath-
leten zu schitzen. Zusitzlich und insbesondere ist hier
auch wichtig, diese Vorhersagen im Rahmen eines wis-
senschaftlich spérlichen Modelles zu sehen, welches
im Optimalfall Riickschliisse auf die zugrundeliegende
Physiologie erlaubt.

Dem aufmerksamen Leser wird aufgefallen sein,
dass die obigen Ausfiihrungen zwar erkldren, wieso man
durch gutes Einfiillen der Eintrdge eine gute Vorher-
sage treffen kann, aber nichts dariiber gesagt ist, wie
man denn die Eintrdge nun praktisch einfiillt. Schlief3-
lich ist eine Vorhersage nicht allein deswegen gut,
weil man irgendetwas eingefiillt hat. Der nichste Ab-
schnitt wird das mathematische Prinzip hinter einer gu-
ten Einfiillstrategie beschreiben.

Dazu sei noch kurz die anfingliche Frage beant-
wortet. Eine Matrix (im mathematischen Sinne) ist die
formelle Abstraktion einer Tabelle von Zahlen (ohne
Zeilen- und Spaltenbeschriftung). Priziser:

Definition. Eine (reelle) Matrix von Grifie (m x n),
ist ein tabellarisch geordnetes Tupel A von reellen Zah-
len Ajj € R, mit Indizes i € {1,2,...,m} und j €
{1,2...,n}. Man schreibt kurz A € R™*" und inter-
pretiert A;; als den Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte. Die i-te Zeile ist eine (1 x n)-Matrix und wird
mit A;, notiert; die j-te Spalte ist eine (m x 1)-Matrix
und wird mit A, notiert.

Dem Leser sind Matrizen vermutlich aus den Ab-
iturklassen oder aus dem Studium vertraut, inklusive
der iiblichen Konventionen im Bezug auf Addition und
Multiplikation, die als bekannt vorausgesetzt werden.
Auch einem Leser mit abgeschlossenen Mathematik-
studium sei die Lektiire der folgenden Abschnitte na-
hegelegt, da die Interpretation einer Matrix als Modell,



und nicht als abstraktes Konzept, moglicherweise unge-
wohnt vorkommen kann.

Low-Rank Matrix Completion

Ein Einfiillprinzip, mit dem man gute Vorhersagen fiir
Bewertungen und die sportlichen Leistungen bekommt,
beruht auf der Annahme, dass die vollstindige Matrix
einen niedrigen Rang besitzt. Eine mogliche (wenn auch
weniger gebrduchliche) Definition fiir den Rang einer
Matrix lautet wie folgt:

Definition. Sei A € R™*"™ eine Matrix. Der Rang
von A ist die kleinste Anzahl r an Zeilenprototypen
Ui, . .., Uy, sodass jede Zeile von A als Linearkombi-
nation der u; dargestellt werden kann, d.h. fiir alle Zei-
lennummern 1 existieren \;; € R, sodass

A = Mug + dous + .. AUy

Die Zeilenprototypen haben eine unmittelbare Inter-
pretation in den Beispielszenarien. Wenn man zum Bei-
spiel animmt, dass die Matrix mit den Filmbewertungen
Rang r hat, entpricht das der Annahme, dass es r pro-
totypische Filme oder “Grundgenres” wie Action, Dra-
ma, Komddie, etc gibt, aus denen jeder Film (zumindest
im Hinblick auf die Bewertungen) zusammengesetzt ist.
Die \;; beschreiben den Anteil des j-ten Genres an i-
ten Film. Die Bewertungen der einzelnen Filme werden
erklért als lineare Mischung der Bewertung, die die Pro-
totypen erhalten wiirden. Ahnlich verhilt es sich mit den
Sportlern - hier hat man prototypische Athleten, so wie
den Sprinter oder den Langstreckenlédufer.

Die “Prototypen” miissen hierbei nicht als reale Fil-
me oder Athleten existieren, damit das Modell die Ma-
trizen gut beschreibt. Es sei hier erwihnt, dass obwohl
das Modell vielleicht plausibel erscheint, es im Prinzip
weder zutreffend noch hilfreich sein muss. Ob die Mo-
dellannahme sinnvoll war, muss bei einer praktischen
Anwendung immer erst liberpriift werden.

Ein grundlegendes Resultat der Matrixalgebra be-
sagt, dass man in der Definition oben fiir den Rang
statt Zeilenprototypen auch Spaltenprototypen nehmen
konnte, die Anzahl ist die gleiche. Am einfachsten ist
das vielleicht zu sehen, indem man die Definition in
Matrix-Multiplikations-Notation umschreibt:

Definition'. Sei M € R™*" eine Matrix. Der Rang
von M ist die kleinste Zahl r, sodass Matrizen U €
R™*" und V- € R"™*"™ existieren mit M = UV.

Die Zeilen von U sind u;, und die Eintrdge von V'
sind die \;; in der urspriinglichen Definition. Die Spal-
ten von V sind Spaltenprototypen, und durch Transpo-
nieren von A sieht man, dass die kleinstmogliche An-
zahl Zeilenprototypen gleich der kleinsten Anzahl Spal-
tenprototypen ist.

In den Beispielen bedeutet das, dass im Low-Rank-
Modell zu den Filmgenres auch Benutzertypen gehoren:
Action-Fan, Drama-Fan, Komddien-Fan, usw. Und zu
den Musterathleten auch prototypische Aufgaben: z. B.
Sprinten, und Langstreckenlauf.

Low-Rank Matrix Completion, also das FEinfiillen
von Eintrigen unter der Annahme niedrigen Ranges
(wir wollen den gebréuchlicheren, englischen Ausdruck
benutzen), bekommt so die Form eines Rang-udokus.
Zum Beispiel diese unvollstindige (10 x 10)-Matrix in
Tabelle 4.

Die (von praktischem Nutzen komplett befreite,
aber illustrative) Aufgabe ist es, samtliche Eintrige ex-
akt oder mit einer numerischen Prizision von le-3 der-
art einzufiillen, dass die vollstindige Matrix einen Rang
von 2 besitzt. Es ist durchaus erlaubt, dass eine Zahl
pro Zeile oder Spalte mehrmals auftritt, und es diirfen
auch irrationale oder komplexe Zahlen eingefiillt wer-
den, wenn es denn hilft.

4 215 3
41412 4
4 4 3 6
10510 3
212 416
0 2|6 2
041 4
6 319 5
6 -6 9 | -6
6|-3 3 -6

Tabelle 4. Rang-Rditsel. Ziel ist es, komplexe Zahlen der-
art einzufiillen, dass die vollstindige Matrix Rang 2 hat. Die
Losung ist mit drei Nachkommastellen Prdzision gesucht.

1(2|3(4|5]6|7]8|9]10
21114131658 7]10/9
11
2|1
1|2
1|4
311
412
315
0|1

Tabelle 5. Rang-Rditsel. Ziel ist es, komplexe Zahlen der-
art einzufiillen, dass die vollstindige Matrix Rang 2 hat. Die
exakte Losung gesucht.

'Diese Definition des Ranges wird auch der “Zerlegungsrang” genannt. Wer andere Definitionen kennt wie den Zeilen- oder Spal-
tenrang, die im Abiturunterricht und in Universitidtsvorlesungen wesentlich hiufiger zu finden sind, sollte die Aquivalenz relativ schnell

beweisen konnen.



Wie man einfiillt

Falls Sie sich am Rétsel versucht haben - falls nicht,
wiirde ich an dieser Stelle darum bitten, dass Sie sich
kurz Gedanken machen, wie Sie anfangen wiirden -
wird Thnen vermutlich aufgefallen sein, dass die De-
finition des Ranges (Zerlegungsrang, auch der Thnen
moglicherweise bekannte Zeilen-/Spaltenrang) nicht
sehr hilfreich ist, um die Eintrdge einzufiillen. Naives
Probieren hilft im Allgemeinen auch nicht, das im Ge-
gensatz zum Sudoku im Prinzip unendlich viele Zahlen
in Frage kommen.

Wie so oft besteht auch hier ein gewisser Unter-
schied zwischen der theoretischen Charakterisierung der
Losung und deren praktischer Konstruktion - den meis-
ten angewandten Wissenschaftlern, sowie den Lesern
des Rundbriefs diirfte dieser Unterschied wohl vertraut
sein; dieser besteht in der Angabe einer konstruktiven
Rechenvorschrift, eines sogenannten Algorithmus. Die-
sem auf die Spur kommt man vielleicht am besten in
einer einfacheren Version des Ritsels, in Tabelle 5.

Die Aufgabe ist wieder die gleiche: alle fehlen-
den Eintrige einzufiillen, sodass die Matrix Rang 2 be-
sitzt, d.h., jede Zeile ist die Summe zweier “Prototy-
penzeilen”. Im Beispiel kann man sich relativ schnell
iiberlegen, dass man ohne Beschridnkung der Allgemein-
heit die ersten zwei (vollstandigen) Zeilen als die Pro-
totypen wahlen kann. Da zwei Eintrdge in jeder ande-
ren Zeile vorhanden sind, kann man die Losung auf eine
Ubungsaufgabe in Gauss-Elimination zuriickfiihren.

Die Losung ldsst sich explizit angeben (Kenntnis der
Matrixinversen und Determinante vorausgesetzt): ist D
die fehlende (8 x 8)-Matrix, so lassen sich die fehlen-
den Eintriige bestimmen als D = BA~!C, wo A die
(2 x 2)-Matrix der ersten zwei Spalten und Zeilen, B
die (8 x 2)-Matrix der ersten zwei Zeilen und letzten
acht Spalten, und C die (2 x 8)-Matrix der letzten acht
Zeilen und ersten zwei Spalten. Das heil3t, fiir jeden feh-
lenden Eintrag D;; gilt die Gleichung D;; = BZ-A_IC’j,
wo B; die i-te Zeile von B, und C; die j-te Spalte von C
ist. Letzteres ist dquivalent (nach Umstellung und Mul-
tiplikation mit det(A)) zur Formel det M) = 0, wo
M) die Untermatrix mit den drei Zeilen 1,2,4 und
drei Spalten 1, 2, j ist.

Mit anderen Worten, sobald man drei Zeilen und
drei Spalten gefunden hat, in deren Schnittmenge ins-
gesamt 8 (= 3 x 3 — 1) Eintrdge bekannt sind, kann
man diese benutzen, um den neunten durch Auflésung
nach der (3 x 3)-Determinante einzufiillen?. Tatszchlich
beruht hierauf bereits die Hauptidee des praktischen Al-
gorithmus fiir Low-Rank Matrix Completion, der sich
in [6] findet - mittels weniger beobachteter Eintrige die
unbekannten einzeln einzufiillen.

Leider ist die Determinanten-Strategie in der obi-
gen Form weder theoretisch noch praktisch zureichend.
Zum einen erlaubt sie nicht, alle Eintrdge einzufiillen,
die theoretisch einfiillbar wiren. In der Praxis ist sie so
nicht verwendbar, da eine Datenmatrix normalerweise
mit Messungenauigkeiten behaftet ist und einer Matrix

von niedrigem Rang nur nahe kommt.

Die Praxis wird im iibernidchsten Abschnitt behan-
delt (schlieBlich wollen wir ja Sportergebnisse vorhersa-
gen). Der ndchste Abschnitt (“Circuits”) gibt einen kur-
zer Ausblick auf interessante theoretische Phinomene
und Losungshinweise zum Ritsel in Tabelle 4, kann je-
doch vom Leser auch iibersprungen werden; fiir eine ge-
nauere Abhandlung der Theorie sei auf die entsprechen-
de Publikation [6] verwiesen.

Circuits

Ein natiirlicher Ausgangspunkt der theoretischen Be-
trachtungen ist eine weitere Alternativdefinition des
Ranges, der sogenannte Determinanten-Rang:

Definition. Sei M € R™*™ eine Matrix. Der Rang
von M ist die kleinste Zahl r, sodass die Determinanten
aller (r+1xr+1)-Untermatrizen von M verschwinden.

Die Aquivalenz zur den vorigen Definitionen des
Ranges ist nicht trivial, aber klassisch; man kann die-
se Aquivalenz verstehen als Begriindung einer all-
gemeineren (fiir Algebraiker relativ offensichtlichen)
Determinanten-Strategie. Leider zeigt zum Beispiel das
erste Rang-udoku, dass man im Allgemeinen mit der
Determinanten-Strategie alleine nicht weit kommt (das
Ritsel ist mit genau dieser bosartigen Absicht konstru-
iert). Es stellt sich heraus, dass man zu einer Verall-
gemeinerung der Determinante iibergehen muss, soge-
nannten “Circuits”:

Definition. Sei C' C [m] x [n] eine Menge von Indi-
zes. C' heifst ein Circuit (von Rang r), falls:

(i) Fiir beliebige ¢ € C' lassen sich an den Indizes
C \ {e} beobachtete Eintriigen zu einer (nicht
notwendigerweise eindeutigen) Matrix von Rang
r vervollstindigen.

(ii) Im Allgemeinen lassen sich an den Indizes C beob-
achtete Eintrdige nicht zu einer Matrix von Rang
r vervollstindigen.

Zum Beispiel ist jede (r+1 x r+1)-Untermatrix ein
Circuit; denn fehlt ein Eintrag, 14sst sich dieser mit der
Determinanten-Strategie zu einer Rang-r-Matrix ver-
vollstdndigen (ebenso potenziell fehlende Eintrige in
anderen Zeilen und Spalten), somit ist Bedingung (i)
erfiillt. Kennt man jedoch bereits alle Eintrége, hat man
im Allgemeinen keine Vervollstdndigung zu einer Ma-
trix von Rang r - ndmlich genau dann wenn die Matrix
bereits Rang 7 + 1 hat, da eine solche Matrix auch nicht
Untermatrix einer Rang-r-Matrix sein kann.

Allerdings ist nicht jeder Circuit von der Form ei-
ner Untermatrix. Beispielsweise kann man zeigen: das
Indexmuster

%da mit det(A) multipliziert wurde, ist es notwendig, dass die bekannte (2 x 3)-Untermatrix vollen Rang besitzt; fiir eine “allgemeine”

oder zufillige Matrix ist das der Fall, im Allgemeinen aber nicht.



ist ein (fiir das Ritsel in Tabelle 4 {iibrigens hilfrei-
cher) Circuit von Rang 2. Interessanterweise hat die-
ser Circuit fiir allgemeine Matrizen genau zwei Ver-
vollstindigungen zu einer (4 x 4)-Matrix.

Ahnlich wie im Fall von Untermatrizen, kann man
von einem Circuit eine Rekonstruktionsvorschrift ablei-
ten:

Theorem. Sei C' C [m] x [n] ein Circuit (von Rang
r). Dann existiert ein (bis auf Skalarmultiplikation) ein-
deutig bestimmtes Polynom Pc in den Eintriigen einer
Matrix M., ¢ € C, sodass folgendes gilt: Die Ein-
triige M., ¢ € C konnen zu einer Rang-r-Matrix ver-
vollstandigt werden genau dann, wenn gilt, dass Pco
ausgewertet auf den M., c € C verschwindet, i.e.,
Po(M,,ce C)=0.

Nach der Definition von Circuits muss jede Variable
M., ¢ € C im Circuit nichttrivial auftreten, somit kann
man einen einzelnen fehlenden Eintrag e in C' durch
Auflésen von Po nach der Variablen M, bis auf end-
lich viele Alternativen genau bestimmen. Das Polynom
fiir den (r + 1 x r 4 1)-Untermatrix-Circuit ist die De-
terminante (als Polynom in den Eintrdgen betrachtet).

Man sieht leicht, dass Zeilen- und Spaltennumme-
rierung an der Tatsache, dass man einen Circuit vor sich
hat, nichts wesentlich dndert; man kann zeigen, dass es
selbst mit dieser Aquivalenz unendliche viele Circuits
von festem Rang r gibt. Alle Circuits von Rang 1 sind
bekannt, fiir hoheren Rang ist das offen.

Es wird vermutet, dass eine vollstindige Charak-
terisierung schwierig ist, da Verbindungen zu anderen,
bereits lingere Zeit offenen Problemen in der Kombi-
natorik gibt; aber bitte lassen Sie sich davon auf kei-
nen Fall entmutigen. Beweise und weitere Details finden
sich in [6].

Wie man nachpriift, dass die obigen
Ideen praktisch funktionieren und die
Vorhersagen gut sind

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, wie
sich mittels Determinanten (oder allgemeiner: Circuits)
Eintrige in eine unvollstindige Matrix einfiillen lassen.
Selbst schone theoretische Resultate sind aber keine Ga-
rantie, dass die Strategie in der Praxis auch funktioniert,
z. B. fiir die Filmbewertungen oder die Sportergebnisse.
Zum einen miissen etwaige Annahmen nicht in den Da-
ten erfiillt sein; und selbst wenn, in der modernen Wis-
senschaft ist nur systematische Beobachtung von (rea-

len, tatsdchlichen) guten Vorhersagen ein ausreichender
Nachweis fiir die Fahigkeit der Methode, gute Vorhersa-
gen zu treffen.

Empirische Validierung

Wie ein solcher Nachweis nach dem Stand der statisti-
chen Wissenschaft erfolgen kann, wird im Folgenden er-
klart. Daran ldsst sich dann ablesen, ob die naive Strate-
gie “finde eine (7+1x7+1)-Untermatrix mit einem feh-
lenden Eintrag, fiille diesen mit der Determinante ein”
gut funktioniert oder nicht.

Fiir eine Vorhersagemethode ist, nach dem statisti-
chen Induktionsschluss, eine gute Vorhersagefihigkeit
empirisch bestitigt, wenn unter dhnlichen Bedingun-
gen systematisch gute Vorhersagen beobachtet wurden.
Um eine solche Vohersage zu simulieren, geht man bei-
spielsweise folgendermalien vor: ein Eintrag aus der un-
vollstindigen Datenmatrix wird entfernt, und mittels der
Methode aus den anderen Eintrigen vorhergesagt. Das
wird mehrmals wiederholt, und man erhilt mehrere vor-
hergesagte Eintrdage. Die Vorhersagen werden dann mit
den jeweils echten Eintrdgen verglichen, eine gute Vor-
hersagemethode besitzt im Durchschnitt einen niedrigen
Fehler. Niedrig ist hier immer im Vergleich zu naiven
Methoden zu sehen, wie den Eintrag uninformiert zu ra-
ten, oder den Mittelwert der Zeile/Spalte einzufiillen.

Wir beschreiben etwas formaler eine Moglichkeit
fiir ein solches sogenanntes Kreuzvalidierungsschema?:
Seien z1,...,xn € [m] x [n] Indizes, an denen Ein-
trige beobachtet wurden. Seien y1,...,yy € R die da-
zugehorigen Eintrédge. Fixiere eine (abstrakte) Vorhersa-
gemethode V.

Schritt 1: Ziehe zufillig k Indizes x;,, . .
Zuriicklegen).

Schritt 2: Benutze die Methode V, um Vorhersagen
firs -+, fiy, fiir die Indizes zu machen. Zur Vorhersage
von f;. werden alle Index/Eintrags-Paare benutzt aufler
(w3, yi,), damit es sich auch tatsichlich um ein Vorher-
sage handelt.

Schritt 3: Berechne eine Vorhersagefehlerstatistik, zum
Beispiel denn mittleren Absolutfehler (mean absolute
error, MAE), der definiert ist als

., %4, (ohne

k
1
MAE von V = % Z |f1] - yZ]|
j=1

Standardfehler oder Konfidenzintervalle erhélt man
aus der Stichprobe der Absolutfehler |f;; — yi,|.
Zwei Vorhersagemethoden V1, V5 (z. B. Determinanten-
Strategie, Mittelwert einfiillen) lassen sich iiber gepaare
Stichprobentests auf den Absolutfehlern vergleichen.

Falls der MAE der Determinanten-Strategie signifi-
kant unter dem MAE einer naiven Strategie (z. B. Mit-
telwert einfiillen) liegt, kann dann der Schluss getroffen
werden, dass die Determinanten-Strategie eine Vorher-
sage erlaubt, auf dem betrachteten Datensatz.

3Das vorgestellte Validierungsschema ist eine Variante der “leave-one-out cross-validation”. Der Subsampling-Schritt Nummer 1 ist
eine Moglichkeit, um bei groBen N Zeit zu sparen; wann immer mdglich, wihlt man bei der leave-one-out cross-validation k = N. Eine
Ubersicht iiber andere ebenfalls sinnvolle Vaidierungsschemata und quantitative Schitzgarantien findet sich in [4], Kapitel 7.
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Normalerweise werden Methoden auf mindestens
zwei Arten von Datensétzen verglichen: einem synthe-
tischen Datensatz, der maschinell mit korrekten Model-
leigenschaften (z. B. Rang 2) erzeugt wurde, und einem
realen Datensatz.

Wenn die Methode auf dem synthetischen Datensatz
Vorhersagen treffen kann, beweist das, dass sie unter den
eingebauten Modellannahmen funktioniert. Wenn die
Methode auf dem realen Datensatz vorhersagen kann,
beweist dies - lediglich genau das. Es zeigt ndmlich
strenggenommen nicht, dass der reale Datensatz eben-
falls den Modellannahmen folgt, obwohl es das plausi-
bel macht, wenn andere Griinde unplausiblen scheinen.
Umgekehrt, wenn die Methode auf dem synthetischen
Datensatz vorhersagen kann, aber nicht auf dem realen,
liefert das einen starker Hinweis dafiir, dass die Modell-
annahmen fiir den realen Datensatz nicht zutreffen.

Tabelle 6 zeigt MAE der Determinanten-Strategie
“finde eine (3 x 3)-Untermatrix mit einem fehlenden
Eintrag, fiille diesen mit der Determinante ein” und der
Strategien “Median der Spalte”, und “Mittelwert der
Spalte”, geschitzt wie oben mit k& = 100, auf zwei Da-
tensédtzen. Bei Datensatz 1 handelt es sich um die kom-
plette (10 x 10)-Matrix aus dem zweiten Ritsel, mit
Rang 2. Bei Datensatz 2 handelt es sich um die Da-
tenmatrix der offiziellen Sportergebnisse von 101.775
miénnlichen britischen Liufern seit 1954, wie sie in [1]
verwendet wurde.

Die Aufgabe in Datensatz 1 ist die Vorhersage eines
gleichverteilt zufdlligen Eintrages, die Aufgabe in Da-
tensatz 2 ist die Vorhersage einer gleichterteilt zufillig
gewdhlten Marathonzeit.

Methode Tabelle 5 | Athleten
Spalten-Median || 1.1 £0.2 | 32 4+ 3min
Spalten-MW 1.5£0.2 | 34 & 3min
Determinanten 0£+0 27 + 4min

Tabelle 6. Empirische Vorhersagegiiten verschiedener
Vorhersagestrategien (Zeilen) auf zwei Datensdtzen (Spal-
ten). Tabelle 5 ist eine (10 x 10)-Matrix von Rang exakt 2; der
Athleten-Datensatz ist in [1] beschrieben. Die mittleren Ab-
solutfehler sind nach dem beschriebenen Kreuzvalidierungs-
verfahren, mit k = 100 geschditzt. Der berichtete Standard-
fehler ist die empirische Standardabweichung des Mittelwer-
tes der einzelnen Vorhersagefehler (Absolutresiduale).

Die Ergebnisse zeigen empirisch, dass die
Determinanten-Strategie auf der (zweiten) Rétselmatrix
perfekt funktioniert, wie erwartet. Leider ist sie auf den
Athleten nicht wesentlich besser (im Rahmen des sta-
tistischen Unsicherheit) als die naiven Strategien, die
iiberhaupt keine Information iiber die einzelnen Ath-
leten benutzen - und selbst wenn sie ein kleines biss-
chen besser wire, ist die Vorhersage einer Marathonzeit
mit einem mittleren (nicht maximalen) Fehler in der
GroBenordnung von 30 Minuten Abweichung in der
Praxis kaum zu gebrauchen. Wie oben ausgefiihrt, ist
sind das alles starke Hinweise darauf, dass ein Rang-2-
Modell fiir die Matrix der Athleten nicht zutrifft, oder
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préziser, dass mindestens eine der impliziten Annahmen
der Determinanten- Vorhersagestrategie nicht, oder nicht
gut genug erfiillt ist.

Es rauscht

Nun fragen Sie sich sicher, geneigter Leser, was
hier denn falsch gelaufen ist. Immerhin wurde gera-
de der Nachweis erbracht, dass das oben beschriebene
Einfiillen mit Determinanten fiir die Sportdaten ganz
und gar nicht gut funktioniert. Beziehungsweise, ge-
nau genommen wurde lediglich beschrieben, wie man
die Giite der vorgeschlagenen Methode {iberpriift. Den
nachpriifbaren Nachweis in der Form eines der Tabel-
le 1 vergleichbaren Ergebnisses erhalten Sie, sobald Sie
den entsprechenden Code auf den erwéhnten Daten aus-
gefiihrt haben ([5]). Es sei angemerkt, dass das durch
Glauben der Tabelle 6 nicht ersetzt werden kann, daher
sind Sie eingeladen, das auch tatsichlich praktisch in der
Realitit mit einem Computer zu tun ([5]), und erst dar-
aus korrekt zu schlief3en, dass die Methode schlecht ist.

Was schief gelaufen ist, ist allerdings nicht nur die
Methode. Tatsichlich wurde hier die Erbsiinde der mo-
dernen Wissenschaft begangen: es wurde von einem
Modell ausgegangen, bevor die Daten iiberhaupt be-
trachtet wurden; es wurde eine Erkldrung fiir die Rea-
litdt angeboten, bevor diese iiberhaupt beobachtet und in
einem Experiment gepriift wurde. Das low-rank-Modell
wurde Thnen prisentiert mit Verweis auf die Sport-
Anwendung, ohne dass genau erklirt wurde, warum ge-
rade das ein gutes Modell sein soll, oder besser als an-
dere Modelle. Dieser Versuchung zu erliegen ist umso
einfacher, je mathematisch schoner und intuitiv plausi-
bler das Modell oder die Erklarung ist, aber Schonheit
und Plausibilitét einer Annahme machen sie leider nicht
wabhr.

Natiirlich ist das auch ein bisschen der
Erzidhlreihenfolge in diesem Artikel geschuldet, der
existierende Resultate wiedergibt; wenn aber erstmals
behauptet wird “Modell X ist gut fiir die Daten Y”, dann
sind zuerst die Daten Y gut zu untersuchen. Wenn man
das im fiir den Fall der Sportergebnisse macht (siehe
[5]), dann sieht man (qualitativ) folgendes ein:

GroBere Blocke in der Matrix haben fast Rang 1, wenn
man sie logarithmiert, und

(3 x 3)-Untermatrizen (nach Logarithmieren) haben
fast Rang 2, aber eben nicht ganz.

Beides ldsst sich z. B. mit geeigneter Anwendung
der Singularwertzerlegung feststellen.

Aus den obigen Beobachtungen kann man die Hy-
pothese ableiten, dass der Logarithmus der Datenmatrix
eine mit Messungenauigkeiten behaftete Rang-2-Matrix
ist. Der Logarithmus macht im Rahmen bekannter Po-
tenzgesetze fiir sportliche Leistungen Sinn, und Mes-
sungenauigkeiten sind ein Standardphdnomen auf realen
Daten.

Nur den Logarithmus zu nehmen hilft etwas bei der
Vorhersage, aber nicht allzu viel. Der genauen Struktur



der Messungenauigkeiten kommt man auf die Spur, in-
dem man einen Eintrag fixiert, und viele Vorhersagen
durch die Determinanten-Strategie (an Hand verschie-
den positionierter Untermatrizen) betrachtet.

Histogram of predictions

Frequency
200 400 600 800 1000 1200

0

T T T T T 1
50 52 54 56 58 6.0

predictions

Schaubild. Typisches Histogramm von Vorhersagen
durch zufillige Determinanten auf der logarithmierten
Matrix der Athleten. Die x-Achse zeigt den vorhergesag-
ten Wert, die y-Achse die Absoluthiufigkeit im jeweili-
gen Intervall. Zu beoachten ist eine Streuung um den
tatsichlichen Wert (hier 5.5), mit einigen Outliern. Ty-
pisch ist auch das vereinzelte Auftreten absurd grofier
Vorhersagen (hier nicht gezeigt).

Das Schaubild zeigt ein typisches Histogramm der
Vorhersagen. Man sieht, dass die Vorhersagen um den
tatsiachlich beobachteten Wert streuen, an den Enden
mitunter extrem, aber um den tatsdchlichen Wert kon-
zentrieren. Das legt eine leicht verbesserte Strategie* na-
he: zuerst Logarithmus ziehen; viele Vorhersagen mit
der Determinanten-Strategie machen, dann den Median
nehmen (robust gegeniiber extremen Werten); schlief3-
lich exponentieren.

Und siehe da, das funktioniert auch: der MAE einer
solchen Strategie auf dem Datensatz betrigt 3.4(£0.5)
Prozent, das entspricht der gegenwirtig besten bekann-
ten Vorhersagegiite, und einem mittleren Fehler von
3 bis 4 Minuten beim Marathon. Fiir eine technisch
prézisere Beschreibung eines Algorithmus, empirische
Ergebnisse, sowie eine ausfiihrliche Behandlung des
Themas siehe [1].

Wie oben wird zum Uberpriifen dieser Behauptung
nachdriicklich eingeladen ([5]). Das Wichtigste ist dazu
die empirische Bestimmung des Vorhersagefehlers per
Kreuzvalidierung; als zweiten Schritt wiirde man die-
selbe Strategie auf einem oder mehreren synthetischen
Datensitzen validieren, der dem reellen nachempfunden

ist, und priifen, ob die Modellannahmen ausschlagge-
bend waren fiir die gute Vorhersage.

Des Weiteren wiirde man immer, auch hier, gerne
exakt nachpriifen, warum denn funktioniert, was funk-
tioniert - liegt es am Rang (hier: 2); daran, dass ein Low-
Rank-Modell angenommen wurde; und/oder an der spe-
ziellen Methode, mit der man die Eintrdge einfiillt?
Vielleicht werden ja nicht alle Komponenten benétigt.
Tatsdchlich stellt sich heraus, dass andere Methoden, in-
klusive bekannterer Strategien, die auf der Low-Rank-
Annahme beruhen, auch solche mit Rang 2, nicht ver-
gleichbar gut sind; und dass ein Rang von 3 sogar (un-
ter Umstéanden) noch besser funktioniert. Das genau her-
auszuarbeiten bedarf aber entsprechend priziser empiri-
scher Vergleiche, daher sei dafiir abschlielend ein letz-
tes Mal auf das Athletik-Paper [1] verwiesen, und zum
eigenen Experimentieren eingeladen.

Ausklang

Und so kann man tatsichlich schlussfolgern, dass Sport-
ergebnisse mit einer Sudoku-dhnlichen Strategie vor-
hergesagt werden konnen. Wobei eine solche Schluss-
folgerung notwendigerweise auf einer irrtumsfrei fol-
gerichtigen (= mathematisch korrekten) Argumentation
und einer pridzisen empirisch-experimentellen Validie-
rung beruhen muss - was insbesondere bedeutet, dass
irgendwo tatsichlich Sportergebnisse vorhergesagt wer-
den miissen, und dass in Zahlen prézisiert werden muss,
wie gut das gelungen ist.

Die besondere Schonheit einer solchen Validierung
(wie im vorigen Abschnitt vorgestellt und z. B. in [4],
Kapitel 7, ausfiihrlicher erklért) besteht darin, dass die-
se unabhingig von der Methode moglich ist, mit der
die Vorhersagen erzielt werden; somit konnen beliebi-
ge Methoden auf ihre Vorhersagefihigkeit hin gepriift
werden, sei es Raten, Determinanten, oder Krakenora-
keln [12].

Um auf die anfingliche Diskussion zuriickzu-
kommen, genau darin beruht auch der wichtigste und
groBte > Unterschied zwischen Mathematiker und Kli-
scheemathematiker: in der sorgfiltigen Uberpriifung
von mathematischen und wissenschaftlichen Schluss-
folgerungen. Wenn man sich fiir die reale Welt in-
teressiert, bedeutet das insbesondere eine quantitative
und empirisch-experimentelle Bewertung der Hypothe-
sen (z. B. Methode X kann Y gut vorhersagen), die
sich dann als falsch oder richtig herausstellen - und da-
durch potentiell als praktisch niitzlich. Ein bisschen Ge-
hirnakrobatik mag ja dazugehoren, aber das ist nicht so
wichtig.

*Im Fachsprech wird diese Strategie, d.h., viele Vorhersagen auf verschiedenen Teildatensitzen machen und dann den Median nehmen,
“bragging” genannt; ein Kofferwortsynonym fiir “robust bootstrap aggregation”. Bragging ist verwandt mit der bekannteren und dlteren,
jedoch mathematisch ein bisschen komplizierteren “bagging”-Strategie nach Breiman, welche fiir die Determinanten-Vorhersagen in [1]
verwendet wird. Auf dem Athleten-Datensatz sind bagging und bragging von Determinanten ungefihr gleich gut. Eine Ubersicht iiber

Bragging und andere Varianten des Bagging findet man in [2].

Swenn auch nicht der einzige. Es stimmt zwar, dass ich (a) an der Kreidetafel und im Kopf schon &fters Rang-Riitsel wie in den Tabellen
5 un 6 gelost habe, (b) einen Bart trage, (c) beinahe schon iiberfahren wurde, und (d) mich als Mann fiihle. Aber: (a) wie im Artikel erklart
wurde, sind diese tatsdchlich praktisch niitzlich, (b) es ist ein Schnurrbart, der ohnehin wieder in Mode kommt, (c) das geht den meisten
Londonern genauso, und (d) ungeféhr die Hilfte unserer Studenten sowie meiner Doktoranden sind weiblich. Mit diesen vier Dingen habe
ich iibrigens nicht nur kein Problem, sondern bin auch ganz gliicklich dariiber. Mit Ausnahme von (c) vielleicht.
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Ich wiirde Sie, geneigter Leser, nach diesen Wor-
ten herzlich dazu einladen, Tabellen, Daten, oder ein-
fach Fakten, die Sie interessieren, aus einem solchen
empirischen Blickwinkel zu betrachten, und in ihnen
moglicherweise bisher ungesehene mathematische Ge-
setzmiBigkeiten - unter Umstidnden abseits Threr Lieb-
lingsmethoden oder Lieblingssichtweisen - zu entde-
cken.

Falls Sie dafiir gerne Anregungen hitten: wie wére
es denn mit den Filmbewertungen, die am Anfang nur
relativ kurz besprochen wurden. Den 1-Million-Dollar-
Netflix-Preis konnen Sie zwar leider nicht mehr ge-
winnen (dieser wurde im Jahre 2009 verliehen), und
der Netflix-Preis-Datensatz ist aus Datenschutzgriinden
ebenfalls nicht mehr verfiigbar [7]. Ein gerne genomme-
ner Ersatz ist aber z. B. der frei verfiigbare MovieLens-
Datensatz [10]; oder der Jester-Datensatz, benannt nach
einem sich an den Benutzer anpassenden Witzempfeh-
lungsalgorithmus [9].

Oder, falls Sie ein bisschen enttduscht waren, dass
es sich bei dem “Sport” in “Sportergebnisse” um Leicht-
athletik handelte: wie wire es mit einem Ritsel wie in
Tabelle 7, das einem Sudoku ebenfalls relativ dhnlich
ist, und wo in der Regel® ebenfalls ganze Zahlen klei-
ner als 10 eingefiillt werden. So elementar die Fragestel-
lung auch klingt, mit einer guten (d.h. wie beschrieben
wissenschaftlich stringenten und statistisch validierten,
und nicht einfach irgendeiner Unfugs-)Losung wéren
Sie ganz vorne mit dabei im gerade aufkeimenden For-
schungsgebiet der quantitativen Sportwissenschaften.

2 110 3

4 1|4 2 2
1 311 3

2 1 0 1
01 0 3

3 0 2|2 2
02 3 1

1 2|2 3
0 02 3

Tabelle 7. Eine Anregung zur Matrixvervollstindigung.
Ziel ist es, eine Methode zu finden, die die fehlenden Zahlen
gut vorhersagt, und im Optimalfall auch modelliert. Hilfestel-
lung: die (fehlende) Beschriftung der ersten Zeile ist “Bayern
Miinchen”. Auflerdem wurde die alberne Bezeichnung “Fuf3-
boku” absichtlich vermieden.

Saber nicht immer, wie z. B. am 16. Spieltag der Saison 71/72
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Ein Ritselhinweis zum Schluss: Low-Rank Matrix
Completion ist moglicherweise nicht die beste Metho-
de fiir die genannten Probleme, und auch nicht die ein-
fachste Methode, die man probieren konnte. Aber viel-
leicht féllt Thnen bei der kritischen Betrachtung der Da-
ten ohnehin etwas Besseres ein, genau das ist ja das
Spannende an der Wissenschaft.
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