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Abstract: Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung von Konzepten und Methoden zur in-
teraktiven visuellen Simulation von Fluid-Phdnomenen auf PC-Grafikkarten (GPUs).
Fiir die numerische Simulation auf GPUs wurde eine GPU-Abstraktionsschicht ent-
wickelt, die Operatoren fiir Lineare Algebra bereitstellt. Damit wurden komplexere
Algorithmen, z.B. Loser fiir groe lineare Gleichungssysteme, realisiert und zur ef-
fizienten numerischen Losung von Differentialgleichungen auf der GPU verwendet.
Zur Modellierung von Strdmungsstrukturen wurden neue Interaktionstechniken ent-
wickelt. Fiir die Darstellung der dynamischen Phénomene wurden partikel- und tex-
turbasierte Volume-Rendering-Techniken erforscht. Durch das Zusammenspiel mit der
Simulation auf der GPU lassen sich realistische 3D-Effekte sehr schnell generieren
und visualisieren (s. Abbildung 1)

Abbildung 1: Eine Auswahl von Fluid-Phinomenen auf PC-Grafikkarten. Alle diese Bilder wurden
auf heutiger Standardhardware in Echtzeit sowohl simuliert als auch dargestellt.

1 Einfithrung

In den letzten Jahren zeigte sich ein stetig wachsender Bedarf an realistischen natiirlichen
Effekten in virtuellen Umgebungen, Computerspielen, “Infotainment” und wissenschaftli-
chen Anwendungen (s. Abbildung 1). Viele dieser Anwendungen benétigen die Echtzeit-
Generierung, -Interaktion und -Darstellung dieser Effekte, nicht nur auf Supercomputern
bzw. groBlen Clustersystemen, sondern auch auf handelsiiblicher giinstiger PC-Hardware.
Auf diesen PC-Systemen wird heutzutage bereits ein Grofteil der Darstellungsarbeit — ins-
besondere von 3D-Applikationen — von den Grafikkarten, den sog. Graphics-Processing-
Units (GPUs), erledigt. Um mit dem rasch wachsenden Aufwand zur Darstellung von
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3D-Umgebungen und insbesondere von Computerspielen mithalten zu kdnnen wurden
diese GPUs in den letzten Jahren massiv beschleunigt, was zu einer dreifach schnelle-
ren Leistungssteigerung, als vom Moores Law vorhergesagt, fiihrte. Heutzutage tibersteigt
die Leistungsfihigkeit von handelsiiblichen GPUs, wie sie in praktisch jeden Discounter-
PC eingebaut sind, die Leistung selbst der modernsten Multicore-CPUs um mehrere Gro-
Benordnungen [OLGT07]. Allein schon die bloBe Rechenkapazitiit von GPUs lisst diese
Subsysteme als ideale Plattformen fiir die numerische Simulation erscheinen, aber — insbe-
sondere fiir die o.g. zeitkritischen Systeme — ist ein weiterer noch wichtigerer Vorteil von
Simulationen direkt auf der GPU die Tatsache, dass heutige Bus-Systeme mit der enor-
men Datenmenge, welche fiir interaktive Umgebungen benotigt wird, nicht Schritt halten
konnen. Daher erweist es sich als auBerordentlich niitzlich, nicht nur die reine Darstel-
lungsarbeit der Simulationsergebnisse, sondern auch die Simulation selbst auf die schnel-
len und hochgradig parallel arbeitenden GPUs zu verlagern und dadurch jeglichen Bus-
Transfer zu vermeiden.

Um den Transfer von Algorithmen und Systemen auf die GPU zu vereinheitlichen und
zu vereinfachen wird in dieser Arbeit eine mehrschichtige Softwarebibliothek zur effizi-
enten Simulation und Darstellung von Fluiden und davon abgeleiteten Phinomenen auf
Standard-PC-Grafikkarten, vorgestellt (s. Abbildung 2).
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Abbildung 2: Eine Ubersicht iiber die in dieser Dissertation erstellten Softwarekomponenten. Auf-
bauend auf Standard-Grafik-APIs wurde zunichst in einer GPU-Abstraktionsschicht die Basisfunk-
tionalitét fiir Berechnungen der Linearen Algebra auf GPUs realisiert. Auf dieser Basisschnittstelle
wurden zunichst weitere komplexere Operatoren und damit schlieBlich ein kompletter Fluid-Loser
realisiert. AbschlieBend wurde ein effizientes Darstellungsframework zur interaktiven Visualisie-
rung und Interaktion mit den Fluid-Phidnomen geschaffen, welches auch in der Lage ist komplexe
Interaktionen der Simulation mit der virtuellen Umgebung zu simulieren.

Wie in Abbildung 2 zu erkennen, fufit die Arbeit auf zwei Schichten, welche wiederum
direkt auf der Grafik-API aufsetzen, dem Framework zur Linearen Algebra auf GPUs und
den hoheren LA-Operationen. In diesen Komponenten werden, dhnlich der Aufteilung
in BLAS [DDCHHS88] und LAPACK [ABB™99], Bibliotheken komplexerer Operatoren
zur Losung groBer linearer Gleichungssysteme, aufbauend auf einem einfachen Basissys-
tem, realisiert. Diese Operatoren wiederum bilden die Grundlage fiir hohere Funktionen
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zur numerischen Losung komplexer gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen,
wie z.B. die Flachwasser-Differentialgleichung oder die Navier-Stokes-Gleichungen. So-
mit stehen die Ergebnisse dieser Simulationen vollstindig und in einer GPU-freundlichen
Datenstruktur ohne zeitraubende Datenkonvertierung oder Bus-Transfer auf der Grafikkar-
te zur Verfiigung und konnen effizient dargestellt werden.

Zusitzlich zu diesen reinen Simulationssystemen werden in dieser Arbeit auch neue We-
ge prisentiert um das Fluid realistisch und effizient anzuzeigen und um die komplexen
Interaktionen mit der Umgebung zu simulieren und darzustellen. Beispiele fiir solche Ef-
fekte sind Kaustiken, welche sich bilden, wenn Licht auf eine bewegte Wasseroberfliche
fallt, oder die Animation von Materialien, welche mit einer simulierten Strémung inter-
agieren, z.B. Rauch, Feuer oder weitere partikelbasierte Phinomene. Unter Verwendung
der Techniken und Softwarekomponenten, die in dieser Arbeit entwickelt wurden, konnen
alle diese angesprochenen Effekte in Echtzeit auf giinstiger Standardhardware simuliert
und dargestellt werden.

Letztlich wird durch die komplette Verlagerung all dieser Simulations- und Darstellungs-
aufgaben auf die GPU auch die CPU des Systems stark entlastet, so dass dort mehr Re-
sourcen fiir andere Aufgaben von Echtzeitsystemen zur Verfiigung stehen, wie z.B. das
Tracking, die Kollisionserkennung, Spieler KI oder die Pfadsuche.

In den nun folgenden Kapiteln wird — im Rahmen der gebotenen Moglichkeiten — jeweils
ein knapper Uberblick iiber die 0.g. Komponenten und ihre Realisierung gegeben.

2 Moderne Grafikkarten

sind eng verkniipft mit den enormen GPU-
Entwicklungen der letzten Jahre. In kurzer Zeit S
hat sich die Grafikhardware von mannshohen m
Mainframe-Systemen zu kleinen giinstigen PC- |
Steckkarten entwickelt. Insbesondere hat sich die L_-*—
inzwischen hochintegrierte GPU vom simplen Fra- [I—
mebuffer zur reinen visuellen Ausgabe von Daten,
zum leistungsfahigen hochgradig parallelen und na-
hezu frei programmierbaren Stream-Prozessor ge- -_..'“.u..,
wandelt. Wollen wir daher kurz auf die Funktions- [ )
weise aktueller GPUs eingehen.

Um ein Bild einer dreidimensionalen Szene auf ei- Abbildung 3: Schematischer Aufbau
ner Grafikkarte zu generieren wird die Geometrie 1 aktuellen Grafikkarte. Heutige

. . . R ) GPUs arbeiten als Stream-Prozessoren,
zu'nachst in eine Menge von Drel.ecl'ien untf':rteﬂt. welche einen Eingabestrom aus Vertex-
Diese Dreiecke wiederum werden in ihre drei Eck- und Index-Puffern durch verschiedene
punkte zerlegt. Die Eckpunkte werden dann in zwei  z.T. hochgradig parallele Stufen fiihren
Listen, den sog. Index- und Vertex-Puffern gespei- um schlieBlich ein Bild auf dem Bil-
chert. Diese Listen dienen als Eingabe in die GPU-  Schirm oder im Speicher der Grafikkarte

Pipeline (s. Abbildung 3). Auf der Grafikkarte wer- #u generieren.

Die Entwicklungen in der vorliegenden Arbeit E: s
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den diese Informationen zunéchst in der Vertex-Stufe in parallelen Einheiten verarbei-
tet. Hier konnen die Objektkoordinaten z.B. gedreht, verschoben oder anderweitig trans-
formiert werden, letztlich werden die Koordinaten aller Dreiecke vom 3D-Raum in den
2D-Raum des Bildschirms projiziert und an die nichste Pipelinestufe — den Rasterisie-
rer — weitergegeben. Dieser berechnet fiir jedes Dreieck, welche Pixel auf dem Bildschirm
tiberdeckt werden, und generiert somit einen neuen Datenstrom — den sog. Fragmentstrom.
Dieser neue Datenstrom wird an die Pixelshader-Einheiten weitergeleitet. Dai.A. ein Drei-
eck viele Pixel auf dem Bildschirm iiberdeckt, ist davon auszugehen, dass der neu entstan-
dene Fragmentstrom deutlich groBer ist als der eingehende Vertexstrom. Daher sind die —
in der Pipeline folgenden — Pixelshader-Einheiten auch nochmals stérker parallelisiert als
die vorherigen Stufen der Pipeline. Auf aktuellen Grafikkarten kommen tiber 100 dieser
Einheiten zum Einsatz. In dieser Pipeline-Stufe wird fiir jedes Fragment eine Farbe berech-
net. Hierzu wurden vom Rasterisierer jedem Fragment durch Interpolation Daten aus den
Dreieckspunkten zugeordnet. Beispiele hierfiir sind Farben, Beleuchtungsinformationen
und insbesondere auch sog. Texturkoordinaten. Diese Koordinaten werden als Indizes in
grole mehrdimensionale Arrays — sog. Texturen — verwendet. Abschlieend durchlaufen
die Fagmente noch eine finale Stufe, in der z.B. durch den Tiefentest verdeckte Fragmente
erkannt und verworfen werden konnen.

Im weiteren Verlauf dieses Textes wird nun erldutert, wie durch geschickte Konfiguration
dieser Pipeline und insbesondere der programmierbaren Pixelshader-Einheiten die Gra-
fikkarte dazu gebracht wird, anstatt Bilder von einer Szene zu generieren, zunédchst LA-
Operationen auszufiihren und schlieBlich Losungen fiir partielle Differentialgleichungen
zu berechnen.

3 Lineare Algebra

Wegen des knappen Rahmens dieses Textes kann im Folgenden nur auf die Realisation
von Vektoren und deren Operationen auf der Grafikkarte eingegangen werden, fiir eine
ausfiihrliche Beschreibung der komplexeren LA-Objekte, wie z.B. diinnbesetze Matrizen,
sei der interessierte Leser auf den vollstindigen Text der Dissertation verwiesen [Krii06].

Um einen Algorithmus auf die GPU zu portieren, miissen zunéchst zwei Fragen beant-
wortet werden: erstens, wie die Daten gespeichert werden sollen, und zweitens, wie die
Berechnungen auf diesen Daten auszufiihren sind. Wie bereits oben erwihnt, sind die
Pixelshader-Einheiten auf Grafikkarten am stérksten parallelisiert und somit am leistungs-
fahigsten. Gleichzeitig erlauben diese Einheiten einen effizienten Zugriff auf die Texturen.
Texturen sind im Prinzip grof3e Datenfelder. Betrachtet man nun nur eine bestimmte Klas-
se, die sog. 2D-Texturen, so kann man sich diese vereinfachend als auf der GPU gespei-
cherte Bilder vorstellen, welche im Normalfall auf die Oberfliche von 3D-Objekten ge-
legt werden, um so eine komplexere Struktur zu modellieren. Da GPUs auch erlauben, die
Ausgabe der gesamten Grafikpipeline so umzuleiten, dass das Ergebnis statt auf dem Bild-
schirm wieder in eine Textur geschrieben wird, eignen sich diese Texturen hervorragend
als Speicherort fiir Vektoren und die programmierbaren Pixelshader als Berechnungsein-
heiten.
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Wie konnen 2D-Texturen am effizientesten mit den Daten bestiickt und die GPU-Pipeline
am besten konfiguriert werden um z.B. eine Vektor/Vektor-Addition durchzufiihren? Be-
trachten wir dazu zunéchst eine einfache Implementierung dieses Problems auf der CPU
(s. Abbildung 4).
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Abbildung 4: Schema einer komponentenweisen Addition zweier Datenfelder. Links das Layout der
Daten, rechts der notwendige C-Code.

In diesem Beispiel wurden die beiden Vektoren direkt als 2D-Felder reprisentiert um die
GPU-Portierung auf 2D-Texuren besser verstehen zu konnen. Im Prinzip kann man sich
die Vektoren aber immer noch als “aufgewickelte” 1D-Datenstruktur vorstellen. Einen Al-
gorithmus, wie in Abbildung 4 gezeigt, auf der GPU auszufiihren ist nahezu noch einfa-
cher als auf der CPU. Dazu wird der Schleifenrumpf in den Pixelshader geladen und der
Rasterisierer so konfiguriert, dass er fiir jedes Element der Schleife ein Fragment gene-
riert und damit den Pixelshader einmal aufruft. Abbildung 5 zeigt das notwendige Setup.
Hierzu wird ein spezielles Viereck in die Grafikpipeline geschickt. Die komplette Vertex-
transformationsstufe wird deaktiviert, so dass das Viereck ohne Verdnderung direkt zum
Rasterisierer gelangt. Die Geometrie des Vierecks wurde so gewihlt, dass es genau den
virtuellen Bildschirm (den sog. Viewport) liberdeckt, und der Bildschirm wiederum ist so
konfiguriert, dass er genau die Grof3e des Zielvektors hat (s. Abbildung 5).
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Abbildung 5: Schema einer komponentenweise Addition zweier — in Texturen gespeicherter — Da-
tenfelder auf einer GPU. Links das Layout der Daten, rechts der notwendige Shader-Code in der
C-dhnlichen GPU-Sprache HLSL.

Wie in Abbildung 5 zu erkennen, ist der Shader-Code dem Schleifenrumpf sehr dhnlich.
Lediglich die Feldadressierung wird statt direkt durch Indizes iiber vom Rasterisierer ge-
nerierte Texturkoordinaten ausgefiihrt. Wichtig fiir die Berechnung ist, dass auf der GPU
der kurze HLSL-Shader Kernel in vielen Shadereinheiten parallel ausgefiirt wird und somit
deutlich effizienter abgearbeitet wird als die sequenzielle Schleife auf der CPU. Aufbauend
auf diesem einfachen Beispiel kann man weitere Vektor/Vektor-Operationen implementie-
ren. Darauf aufbauend lassen sich wiederum schnell Matrix/Vektor-Operationen ableiten,
z.B. indem man eine Matrix/Vektor-Multiplikation als eine Sequenz von aufsummierten
Vektor/Vektor- Multiplikationen auffasst. (Fiir genauere Details sei der interessierte Leser
nochmals auf die vollstindige Arbeit [Krii06] verwiesen). Dieses Set von Daten und Ope-
rationen wurde in einer C++ - Klassenhierarchie soweit gekapselt, dass man als Program-
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mierer lediglich Skalar-, Vektor- und Matrix-Objekte erstellen muss, und deren Methoden
automatisch die notigen Texturen, Shader und weitere Hilfsdatenstrukturen anlegen und
schon in dieser Ebene vollstindig von der eigentlichen GPU-Implementierung abstrahie-
ren.

Mit diesem Grundgeriist aus einfachen Datentypen lassen sich einfach komplexere Al-
gorithmen implementieren. Ein konjugierter Gradienten-Loser ist mittels der GPU-LA-
Bibliothek in weniger als zehn Zeilen C++ - Code realisiert [Krii06, KWO03]. Dieser Loser
wiederum wird im Folgenden verwendet um partielle Differentialgleichungen (PDEs)
schnell und elegant auf der GPU zu berechnen.

4 Simulation von Fluid-Phinomenen

Im Folgenden wird anhand eines einfachen Beispieles — der Flachwasser-Wellengleichung
— die prinzipielle Vorgehensweise bei der Losung von PDEs demonstriert. Mit dhnlichen
Methoden ist es auch moglich deutlich komplexere PDEs, wie z.B. die Navier-Stokes-
Gleichungen, numerisch zu 16sen [Krii06].

Um das Verhalten einer Wasseroberflache zu beschreiben betrachten wir zunéchst das phy-
sikalische Modell einer zweidimensionalen Membran (s. Gleichung 1).
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In Gleichung 1 wird — gegeben die Wellengeschwindigkeit ¢ — die Hohe der Wasserober-
fliche zu einem Zeitpunkt ¢ an einer Position x,y im Parameter u berechnet. Zur num-
merischen Losung dieser PDE wird die Oberflache zunéchst auf einem regulidren Gitter
diskretisiert und die partiellen Ableitungen durch finite Differenzen approximiert. Somit
wird Gleichung 1 in Gleichung 2 iiberfiihrt, und fiir jeden Gitterpunkt ¢, j gilt:
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Auflosung nach der Unbekannten ufng liefert schlieBlich die explizite Formulierung 3.
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Diese Gleichung lésst sich zwar durch einfaches Einsetzen der Randbedingungen berech-
nen, hat jedoch den entscheidenden Nachteil, dass die Stabilitit der Simulation stark von
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der Wahl des Zeitintervalls und der Wellengeschwindigkeit ¢ abhéngig ist. Durch Umfor-
mung mittels des Crank-Nicholson-Schemas uf ; := 0.5 - (ufi" + uf ;) lsst sich Glei-
chung 3 in die bedingungslos stabile Gleichung 4 umformen.
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Zur Anwendung der LA-Operationen auf Gleichung 4 kann diese in die Matrix/Vektor-
Schreibweise umgeformt werden (s. Gleichung 5 fiir ein Beispiel eines 3 x 3 Gitters).
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Dieses Gleichungssystem 5 kann jetzt durch einige wenige Codezeilen mittels der GPU-
LA-Bibliothek folgendermaflen numerisch geldst werden:

NeleIEN Bie R O A

// Losung des GS
c—>computeRHS (lastSurface, currentSurface);
nextSurface = cgSolver->solve();
lastSurface—->copyVector (currentSurface);
currentSurface—->copyVector (nextSurface);

// Oberfldche z.B.

stdren, mit Regentropfen

AnwendungExternerKraefte (currentSurface);
// Anzeige

ZeichneOberflaeche (currentSurface->m_pVectorTexture) ;

Auch ohne genaue Kenntnis der LA-GPU-Funktionen sollte an diesem Codefragment
deutlich werden, dass die Berechnung und Datenspeicherung der Wasseroberfliche
im GPU-Speicher Funktionsaufrufe wie ZeichneOberflaeche ohne CPU-GPU-
Datentransfer ermoglicht. Somit steht einer effizienten Echtzeitvisualisierung, die nicht
durch zeitaufwiindige Bustransfer-Operationen gebremst wird, nichts mehr im Wege (s.
Abbildung 6).
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Abbildung 6: Links die direkte Visualisierung der Oberflichentextur, wobei die Wasserhohe als
Grauwert interpretiert wird. Im mittleren Bild wird die Oberfldche als Eingabe in einen Refraktions-
Pixelshader verwendet, um eine realistischere Darstellung zu erzielen. Im rechten Bild wird das
Hohenfeld schlielich dazu verwendet, ein regulédres Gitter zu positionieren. Auf aktueller Grafik-
hardware benétigt die Simulation und Darstellung dieser Bilder deutlich weniger als eine Millise-
kunde pro Frame, ohne dabei die CPU zu belasten.

S Darstellung und Effekte

Wie schon in Abbildung 6 Mitte gezeigt, ldsst
sich die Darstellung von Fluiden erheblich realis-
tischer gestalten, wenn anstatt der direkten Visua-
lisierung der Simulationsergebnisse (Abbildung 6
links) noch eine weitere computergraphische Be-
rechnung auf die Simulation angewendet wird. In
Abbildung 6 werden dazu durch Berechnung der
partiellen Differenzen zunéchst die Tangenten der
Oberfliche und daraus durch das Kreuzprodukt
die Oberflachennormale fiir jeden Punkt bestimmt.
Diese Normale wird im Pixelshader zur Berech- Abbildung 7: Simulation und Dar-
nung des Refraktionsstrahls genutzt um damit eine  geellung ~ dieser ~ dreidimensionalen

realistische Wasseroberfldche zu generieren. Stromung erfolgen in Echtzeit auf
aktueller Grafikhardware.

Abbildung 7 zeigt ein weiteres Beispiel einer kom-

plexeren Simulation auf GPUs. Hier werden die Navier-Stokes-Gleichungen verwendet
um das Verhalten eines inkompressiblen Fluids zu beschreiben [Krii06]. Auch in diesem
Beispiel wurde iiber die reine Simulation hinaus noch eine realistische Darstellung mittels
eines GPU-basierten Partikelsystems [KKKWO05] verwendet.

Wihrend die bisher dargestellten Anzeigenmodalititen es erlauben Fluid-Phinomene los-
geldst von ihrer Umgebung realistisch darzustellen, fehlt zur Integration in interaktive
virtuelle Umgebungen noch ein wesentlicher Schritt: die schnelle und realistische Berech-
nung der komplexen Interaktionen der Simulation mit der umgebenden Szene. Wéhrend ei-
ne Integration der Szenenparameter und der Benutzerinteraktionen in die Simulation meist
relativ einfach iiber die Randbedingungen erfolgen kann (z.B. Regen auf eine Wasserober-
flache), ist die umgekehrte Abbildung meist sehr komplex (beispielsweise die Interaktion
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von reflektiertem und refraktiertem Licht an einer Wasseroberflache oder unter Wasser,
s. Abbildung 8). Um auch diese Phdnomene in Echtzeit handhaben zu kdonnen wurde im
Rahmen dieser Arbeit ein GPU-basierter Photo-Mapper realisiert [KBWO06, Krii06]. Die-
ses System verfolgt die Bewegung einer gro3en Menge von Photonen innerhalb der Szene
und des simulierten Fluids und speichert deren Interaktionen (z.B. Absorptionspositionen
von refraktierten und reflektieren Photonen). Beim finalen Anzeigevorgang werden diese
Informationen verwendet um eine realistische Beleuchtungssimulation der Szene berech-
nen zu konnen (s. Abbildung 8).

Abbildung 8: Drei Beispiele fiir interaktive Interaktionen von Licht mit der Szene und der Simulati-
on.

6 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine generell einsetzbare Bibliothek zur interaktiven Simulation
und Darstellung von Fluid-Phdanomenen beschrieben. Dazu wurde zunichst ein Frame-
work zur Implementierung numerischer Simulationstechniken auf Grafikhardware entwi-
ckelt. Dieses Framework verwendet intern effiziente Layouts fiir verschiedene Typen von
Matrizen und Vektoren und kapselt die komplette GPU-Implementierung in C++ - Klas-
sen, so dass diese auch Entwicklern zugénglich gemacht werden konnen, die nicht mit der
GPU vertraut sind. Insgesamt liegt der Fokus der Arbeit darauf, ein allgemeines wieder-
verwendbares Geriist zur numerischen Simulation und Darstellung zu schaffen und nicht
nur spezielle Effekte auf Grafikhardware zu portieren.

Aufbauend auf diesem Grundgeriist wurden neue Methoden zur Modellierung und Dar-
stellung dreidimensionaler Phdnomene vorgestellt, die auf Grund ihrer Flexibilitdt und
ihrer Geschwindigkeit bereits erfolgreich in reale Computerspiel-Engines und virtuelle
Umgebungen integriert wurden. Diese Flexibilitdt und visuelle Qualitét bei interaktiven
Update-Raten fiihrte dazu, dass sowohl im Jahre 2005 also auch 2006 die im Rahmen die-
ser Arbeit entwickelte Partikel-Engine den IEEE-Visualization-Contest [SKKW, SKBW]
gewann, welcher Teil der “IEEE Visualization”-Konferenz ist — der weltweit grofiten Kon-
ferenz im Bereich der wissenschaftlichen Visualisierung.

Wihrend zu Beginn dieser Arbeit im Jahre 2002 das Potential von Grafikkarten fiir nume-
rische Berechnung praktisch noch nicht wahrgenommen wurde, waren es nicht zuletzt die
hier priasentierten Forschungen und Resultate, welche die beiden weltweit grofiten Herstel-
ler von Grafikhardware motivierten, im Jahr 2007 spezielle Versionen ihrer Grafikkarten
zur numerischen Simulation auf den Markt zu bringen.
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