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Abstract: Der Beitrag enthilt eine Zusammenfassung der Dissertation ,,Approxima-
bility of Cycle Covers and Smoothed Analysis of Binary Search Trees™.

Eine Zykleniiberdeckung eines Graphen ist ein Teilgraph, der nur aus Zyklen be-
steht, so dass jeder Knoten Teil genau eines Zyklus ist. Bei einer L-Zykleniiberdeckung
muss zusitzlich die Lange jedes Zyklus in der Menge L liegen. Im ersten Teil der Dis-
sertation wurde die Komplexitit und Approximierbarkeit des Problems untersucht, L-
Zykleniiberdeckungen maximalen Gewichts zu berechnen. Es wurden einerseits effi-
ziente Approximationsalgorithmen zur Berechnung von L-Zykleniiberdeckungen ent-
wickelt. Andererseits wurde bewiesen, dass L-Zykleniiberdeckungsprobleme fiir fast
alle Mengen L nicht beliebig gut approximiert werden konnen.

Im zweiten Teil der Dissertation wurde eine Smoothed Analysis der Hohe binérer
Suchbidume durchgefiihrt. Die Smoothed Analysis interpoliert zwischen der Worst-
Case-Komplexitit, die oft zu pessimistisch ist und durch ,pathologische” Instanzen
dominiert wird, und der Average-Case-Komplexitit, die oft zu optimistisch ist.

1 Optimierungsprobleme und Approximierbarkeit

Eine Spedition soll Waren zu verschiedenen Kunden ausliefern und méchte dies natiirlich
mit moglichst geringen Fahrtkosten machen. Ein Tourist mochte alle Sehenswiirdigkeiten
einer Stadt in moglichst kurzer Zeit besuchen. Hinter diesen und dhnlichen Problemen
verbergen sich Optimierungsprobleme. Bei beiden Beispielen handelt es sich um das Tra-
velling Salesman Problem (TSP), wohl eines bekanntesten Optimierungsprobleme: Eine
Instanz des TSP ist ein vollstindiger, kantengewichteter Graph, und das Ziel ist es, eine
Rundreise durch den Graphen zu finden, die jeden Knoten genau einmal besucht (Hamil-
tonscher Zyklus).

Leider ist das TSP NP-schwer; unter der Annahme NP £ P gibt es also keinen effizienten
Algorithmus, der kiirzeste Rundreisen berechnet. In der Praxis ist es oft aber gar nicht not-
wendig, die kiirzeste Rundreise zu berechnen. In vielen Fillen geniigt eine Rundreise, die
nur wenig schlechter ist als die optimale. Solche Rundreisen schnell (also in polynomieller
Zeit) zu berechnen, ist die Aufgabe von Approximationsalgorithmen.

Eine Verallgemeinerung Hamiltonscher Zyklen sind Zykleniiberdeckungen (cycle covers):
Eine Zykleniiberdeckung eines Graphen ist eine Menge an Zyklen, so dass jeder Knoten
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(a) Ein ungerichteter Graph. (b) Eine Zykleniiberdeckung des Graphen
(durchgezogene Kanten).

Abbildung 1: Beispiel einer Zykleniiberdeckung.

auf genau einem Zyklus liegt. Abbildung 1 zeigt ein Beispiel einer Zykleniiberdeckung.
Im Gegensatz zu Hamiltonschen Kreisen konnen Zykleniiberdeckungen maximalen (oder
minimalen) Gewichts effizient berechnet werden. Daher werden Zykleniiberdeckungen oft
in Approximationsalgorithmen fiir das TSP verwendet; tatsdchlich basieren die derzeit
besten Approximationsalgorithmen fiir eine ganze Reihe von Varianten des TSP und fiir
verwandte Probleme wie dem Shortest Common Superstring Problem auf der Berechnung
von Zykleniiberdeckungen.

Im Allgemeinen gilt dabei: Je linger die Zyklen in der berechneten Zykleniiberdeckung
sind, desto niher ist die berechnete Losung am Optimum. Daher mdchte man Zykleniiber-
deckungen ohne kurze Zyklen berechnen. Es gibt aber auch Approximationsalgorithmen
fiir das TSP, die besonders gute Losungen liefern, falls die berechneten Zykleniiberdeckun-
gen nur aus Zyklen gerader Linge bestehen. Schlielich basieren Algorithmen zum so-
genannten Vehicle Routing Problem auf der Berechnung von Zykleniiberdeckungen, die
keine zu langen Zyklen enthalten.

Aus diesen Griinden habe ich im ersten Teil meiner Dissertation eingeschrdnkte Zyklen-
iiberdeckungen untersucht, in denen Zyklen bestimmter Lingen von vornherein ausge-
schlossen sind: Eine L-Zykleniiberdeckung (L C N) ist eine Zykleniiberdeckung, in der
die Linge jedes Zyklus in der Menge L liegt.

Um die Moglichkeiten fiir Approximationsalgorithmen auszuloten, die auf der Berech-
nung von Zykleniiberdeckungen basieren, war es das Ziel, diejenigen Mengen L zu cha-
rakterisieren, fiir die L-Zykleniiberdeckungen maximalen (oder minimalen) Gewichts ef-
fizient berechnet oder zumindest sehr gut approximiert werden konnen.

2 Approximierbarkeit von Zykleniiberdeckungen

Ist ein Optimierungsproblem NP-schwer, dann konnen optimale Losungen fiir Instanzen
dieses Problems nicht effizient berechnet werden, es sei denn, es wire P = NP. Es ist aber
noch nichts dariiber gesagt, wie gut optimale Losungen approximiert werden kdnnen.

Ein c-Approximationsalgorithmus fiir ein Optimierungsproblem ist ein Polynomialzeit-
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algorithmus, der auf Eingabe einer Instanz des Problems stets eine Losung berechnet, de-
ren Kosten hochstens um einen konstanten Faktor ¢ > 1 von den Kosten einer optimalen
Losung abweichen. Die Klasse APX enthilt alle Optimierungsprobleme, fiir die es einen c-
Approximationsalgorithmus gibt. Ist ein Optimierungsproblem APX-schwer, dann gibt es
eine Konstante € > 0, so dass dieses Problem nicht mit Faktor 1+ € approximiert werden
kann, es sei denn, es wire P = NP. In diesem Fall ist also das Berechnen approximativer
Losungen einer bestimmten Giite genauso schwer wie das Finden optimaler Losungen.

Sei L C % = {3,4,5,...}. (In ungerichteten Graphen haben die kiirzesten Zyklen die
Linge 3.) Dann ist L-UCC das Problem zu entscheiden, ob ein ungerichteter Graph ei-
ne L-Zykleniiberdeckung besitzt. Max-L-UCC ist folgendes Optimierungsproblem: Die
Eingabe ist ein ungerichteter, vollstandiger Graph mit Kantengewichten 0 und 1. Das Ziel
ist es, eine L-Zykleniiberdeckung maximalen Gewichts zu finden. Max-W-L-UCC ist de-
finiert wie Max-L-UCC, der einzige Unterschied ist, dass beliebige natiirliche Zahlen als
Kantengewichte erlaubt sind.

Sei nun L C 9 = {2,3,4,...}. (In gerichteten Graphen sind auch Zyklen der Lénge 2
moglich.) Dann sind L-DCC, Max-L-DCC und Max-W-L-DCC genauso definiert wie L-
UCC, Max-L-UCC bzw. Max-W-L-UCC, abgesehen davon, dass die Instanzen nun gerich-
tete Graphen sind.

Wir definieren L = %/ \ L im Fall ungerichteter Graphen und L = 2 \ L fiir gerichtete
Graphen (aus dem Kontext wird klar werden, welcher Fall gerade betrachtet wird). Die
Menge L enthilt somit die verbotenen Zyklenléingen.

Ohne Einschrinkung der erlaubten Zyklenldngen konnen alle Varianten des L-Zykleniiber-
deckungsproblems in polynomieller Zeit mit Hilfe von Matching-Algorithmen geldst wer-
den. Auch das Entscheidungsproblem {3}-UCC (nur Linge 3 ist verboten) ist in P.

Hell et al. [2] zeigten, dass L-UCC, und damit auch Max-L-UCC und Max-W-L-UCC, NP-
schwer ist, falls L ¢ {3,4} ist, d.h. falls es eine verbotene Zyklenlinge £ > 5 gibt. Max-
W-L-UCC ist bereits NP-schwer, wenn es eine verbotene Zyklenldnge ¢ > 4 gibt [2, 7].

Bislang war allerdings kaum etwas iiber die Komplexitit bekannt, L-Zykleniiberdeckun-
gen in gerichteten Graphen zu finden. Des Weiteren war es, abgesehen von einigen Ar-
beiten zu speziellen Mengen L, unbekannt, wie gut L-Zykleniiberdeckungen approximiert
werden konnen.

2.1 Algorithmen

In meiner Dissertation habe ich einen 2,5-Approximationsalgorithmus fiir Max-W-L-UCC
und einen 3-Approximationsalgorithmus fiir Max-W-L-DCC entwickelt. Die Laufzeit ist
in beiden Fillen O(n?), wobei n die Anzahl der Knoten ist. Das besondere an diesen Al-
gorithmen ist, dass sie jeweils fiir alle moglichen Mengen L funktionieren, obwohl es
iiberabzéhlbar viele davon gibt.

Um dies zu ermoglichen, habe ich zum einen gezeigt, dass es zum Finden approximativer
Losungen geniigt, L'-Zykleniiberdeckungen zu berechnen, wobei L' eine (geeignet gewihl-
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te) endliche Teilmenge von L ist. Zum anderen habe ich bewiesen, dass jede Zykleniiber-
deckung, und damit auch jede L-Zykleniiberdeckung, in knotendisjunkte Pfade (im Fall
ungerichteter Graphen) bzw. Kanten (im Fall gerichteter Graphen) zerlegt werden kann,
ohne dass man zu viel Gewicht der Zykleniiberdeckung verliert. Die Approximations-
algorithmen lassen sich damit wie folgt kurz zusammenfassen:

1. Berechne eine Zykleniiberdeckung ¢ maximalen Gewichts.
2. Zerlege C in knotendisjunkte Pfade/Kanten P.

3. Fiige P zu einer L'-Zykleniiberdeckung C zusammen und gib C aus.

SchlieBlich habe ich bewiesen, dass Max-{3}-UCC (jeder Zyklus muss also mindestens
die Lédnge 4 haben) in polynomieller Zeit geldst werden kann.

2.2 Harteresultate

Ich habe gezeigt, dass Max-L-UCC APX-schwer ist fiir alle L mit L ¢ {3,4}. Dariiber
hinaus ist Max-W-L-UCC bereits APX-schwer fiir alle Mengen L mit L € {3}. Dies gilt
bereits dann, wenn nur 0, 1 und 2 als Kantengewichte zugelassen sind.

Fiir gerichtete Graphen konnte ich die Komplexitit vollstindig kldren und folgende Di-
chotomie zeigen: Fiir L = {2} und L = & sind L-DCC, Max-L-DCC und Max-W-L-DCC
in polynomieller Zeit 16sbar, wihrend in allen anderen Fillen L-DCC NP-schwer ist und
Max-L-DCC und Max-W-L-DCC APX-schwer sind.

Als Nebenprodukt habe ich bewiesen, dass Min-Vertex-Cover(r) APX-vollstindig ist fiir
alle r > 3. Min-Vertex-Cover(r) ist das Problem, minimale Knoteniiberdeckungen in Gra-
phen zu berechnen, in denen aus jedem Knoten r Kanten herausfiihren. Eine Knoteniiber-
deckung eines Graphen ist eine Teilmenge der Knoten, so dass jede Kante mindestens
einen Endpunkt in dieser Teilmenge hat.

Auf die Beweisidee zu den Hérteresultaten wird im néchsten Abschnitt ndher eingegangen.

2.3 Clamps und Reduktionen

Wie zeigt man die APX-Hirte von iiberabzéhlbar vielen Problemen? Natiirlich kann nicht
fiir jedes L einzeln eine Reduktion angegeben werden. In der Dissertation habe ich stattdes-
sen das technische Konzept der Rahmenreduktion von Min-Vertex-Cover(r) entwickelt.

Um aus der Rahmenreduktion eine ,richtige” Reduktion zu bekommen, miissen bestimm-
te Subgraphen, die abhingig von L sind, konstruiert werden. Diese Subgraphen werden
dann in die vorgegebene Rahmenkonstruktion eingesetzt. Im Folgenden wird exempla-
risch erlautert, welche Eigenschaften die Subgraphen erfiillen miissen, um eine Reduktion
auf Max-L-UCC zu erhalten.

Bei diesen Subgraphen handelt es sich um sogenannte Clamps: Ein Graph G mit zwei
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m — 3 vertices

Abbildung 2: Ein L-Clamp fiir endliche Mengen L mit max (L) = m.

ausgezeichneten Knoten u, v heiflt L-Clamp, falls er folgende Eigenschaften erfiillt:

e G_, und G_, besitzen eine L-Zykleniiberdeckung. (G_, entsteht aus G durch Lo-
schen des Knotens v sowie aller zu v inzidenten Kanten.)

e G,G_,_, sowie GX fiir alle k € N besitzen keine L-Zykleniiberdeckung. (G* entsteht
aus G, indem u und v durch einen Pfad der Lidnge k verbunden werden.)

Abbildung 2 zeigt ein Beispiel eines L-Clamps. L-Clamps sorgen dafiir, dass L-Zyklen-
tiberdeckungen nicht beliebig verlaufen diirfen: Alle Zyklen verlaufen entweder vollstin-
dig innerhalb oder vollstindig aulerhalb des L-Clamps. Die einzige Ausnahme sind die
beiden Knoten u« und v: Genau einer der beiden Knoten liegt auf einem Zyklus auB3erhalb
des Clamps. Dies entspricht einem exklusiven Oder von u# und v und ist die wesentliche
Eigenschaft der Clamps, die in der Reduktion benétigt wird.

Die L-Clamps miissen nun auf vollstindige Graphen mit Kantengewichten 0 und 1 iiber-
tragen werden. Dies geschieht wie folgt: Ist zwischen zwei Knoten eine Kante vorhanden,
so weisen wir dieser Gewicht 1 zu. Ist keine Kante vorhanden, dann wird eine Kante mit
Gewicht O eingefiigt.

Was verbleibt, ist die Existenz von L-Clamps nachzuweisen. Hell et al. [2] zeigten, dass
es L-Clamps genau dann gibt, wenn L Z {3,4} ist. Zusammen mit der Rahmenreduktion
ergibt sich damit die APX-Hirte von Max-L-UCC in den genannten Fillen. Die Nichtexis-
tenz von L-Clamps fiir L = {4} und L = {3,4} kann als Hinweis darauf gewertet werden,
dass Max-L-UCC in diesen beiden Fillen in polynomieller Zeit 16sbar ist.

Ich habe den Begriff L-Clamps auch auf gerichtete Graphen iibertragen und konnte zeigen,
dass gerichtete L-Clamps fiir alle L aufler L = & existieren. Fiir den Beweis der APX-
Hirte von Max-L-DCC und der NP-Hirte von L-DCC wird zusitzlich ein ¢ € L mit ¢ >
3 benotigt. Daraus folgt die APX-Hérte von Max-L-DCC fiir alle L aufler L = {2} und
L = 2. Da Max-{2}-DCC und Max-2-DCC in polynomieller Zeit 1sbar sind, ist die
Komplexitit gerichteter Zykleniiberdeckungen vollstindig geklart.

2.4 Offene Probleme

Tabelle 1 gibt einen Uberblick iiber die Komplexitit, eingeschriinkte Zykleniiberdeckun-
gen zu berechnen. Es bleibt lediglich die Komplexitidt von drei Optimierungsproblemen
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y [ L-UCC | Max-L-UCC [ Max-W-L-UCC |
L=0 inP in PO in PO
L={3} inP in PO*
L={4} APX-vollstindig*
L={3,4} APX-vollstindig*
sonst NP-schwer | APX-schwer* | APX-schwer*

(a) Ungerichtete Zykleniiberdeckungen.
y [ L-DCC Max-L-DCC | Max-W-L-DCC
L={2},L=2 | inP in PO in PO
sonst NP-schwer* | APX-schwer* | APX-schwer*

(b) Gerichtete Zykleniiberdeckungen.

Tabelle 1: Die Komplexitit von Zykleniiberdeckungen. Ergebnisse der Dissertation sind mit ,x*
markiert. Die Klasse PO ist die ,,Optimierungsversion™ der Klasse P.

ungeldst: Max-{4}-UCC und Max-{3,4}-UCC fiir den Fall, dass nur Gewichte 0 und 1
zugelassen sind, und Max—W—@-UCC im Fall beliebiger Kantengewichte. Des Weiteren
ist auch die Komplexitit der beiden Entscheidungsprobleme {4}-UCC und {3,4}-UCC
offen. Eine einfache Losung der offenen Probleme halte ich fiir unwahrscheinlich. Es wird
vermutet, dass zumindest Max-{4}-UCC und Max-{3,4}-UCC, und damit auch {4}-UCC
und {3,4}-UCC, in polynomieller Zeit 15sbar sind. Die Komplexitit dieser fiinf Probleme
ist allerdings seit iiber 20 Jahren offen.

3 Smoothed Analysis

Im ersten Teil der Arbeit wurde die Worst-Case-Komplexitit der Berechnung von Zy-
kleniiberdeckungen untersucht. Worst-Case-Komplexitit bedeutet, dass die Komplexitit
eines Problems anhand seiner schwierigsten Instanzen gemessen wird. Die Worst-Case-
Komplexitit hat zwei wesentliche Vorteile: Sie ist oft recht einfach zu bestimmen, und
falls sie niedrig ist, dann ist das untersuchte Problem einfach oder der untersuchte Algo-
rithmus arbeitet gut, unabhidngig davon, welche Instanzen nun tatsichlich auftreten.

Ein Nachteil der Worst-Case-Komplexitit ist, dass sie oft zu pessimistisch ist: Worst-Case-
Instanzen sind oft speziell konstruiert, so dass der untersuchte Algorithmus sie moglichst
schlecht losen kann, sie treten aber in der Anwendung gar nicht auf.

Ein weniger pessimistisches MaB ist die Average-Case-Komplexitiit, bei der die Instanzen
zufillig gewihlt werden und die erwartete Komplexitit gemessen wird. Tatsichlich arbei-
ten viele Algorithmen wesentlich besser auf zufilligen Instanzen. Die Ergebnisse sind aber
oft wenig aussagekriftig: Zufillige Instanzen, die die Average-Case-Analyse dominieren,
weisen oftmals nicht die Besonderheiten typischer Instanzen auf.

Aber wie fasst man nun mathematisch das Konzept einer ,typischen” Instanz? Um die-
ses Problem zu l6sen und damit auch die Relevanz ,pathologischer* Instanzen, wie sie
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beim Untersuchen der Worst-Case-Komplexitit auftreten, zu untersuchen, fiihrten Spiel-
man und Teng die sogenannte Smoothed Analysis ein [6] (Spielman [5] gibt einen Uber-
blick). Smoothed Analysis interpoliert zwischen Average- und Worst-Case-Komplexitét:
Es wird die Komplexitit von (Worst-Case-)Instanzen gemessen, die leichten, zufilligen
Storungen unterworfen werden.

Bei kontinuierlichen Problemen erscheinen gauBverteilte Stérungen natiirlich. Bei diskre-
ten Problem ist allerdings oft nicht einmal klar, wie ,,Ndhe zu definieren ist. Daher miissen
Storungsmodelle fiir diskrete Probleme besonders sorgfiltig gewéhlt werden.

Die Stirke der Storung bei der Smoothed Analysis wird durch einen Parameter p bestimmt.
Ist p =0, so wird iiberhaupt nicht gestort; die Smoothed-Komplexitit wird zur Worst-
Case-Komplexitit. Ist p sehr groB, so verdringt die Stérung die urspriingliche Instanz,
und die Smoothed-Komplexitit wird zur Average-Case-Komplexitit.

4 Binare Suchbiaume

Binire Suchbiume sind eine der wichtigsten Datenstrukturen und ein Baustein fiir viele
andere Datenstrukturen. Das Hauptmerkmal fiir die ,,Qualitit* eines bindren Suchbaums
ist die Hohe, d. h. die Linge des ldngsten Pfades von der Wurzel zu einem Blatt. Ein
Bindrbaum wird als effizient bezeichnet, falls seine Hohe logarithmisch oder hochstens
polylogarithmisch in der Anzahl der Elemente ist. Ist die Hohe linear, dann ist der Baum
ineffizient: Der Vorteil von Binidrbdumen gegeniiber einfachen Listen geht verloren.

Leider ist im Worst-Case die Hohe gleich der Anzahl der Elemente. Andererseits ist der
Erwartungswert der Hohe eines zufillig generierten Bindarbaums logarithmisch in der An-
zahl seiner Elemente. Diese Liicke zwischen Worst- und Average-Case-Hohe zu schliefen,
war das Ziel des zweiten Teils meiner Dissertation.

Aus einer Sequenz 6 = (01, . .., ;) von Zahlen erhélt man einen bindren Suchbaum T (o),
indem die Elemente iterativ in einen Baum eingefiigt werden:

e Die Wurzel von T (o) ist das erste Element 6, von ©.

e Seien oy die Einschrinkung von o auf Elemente kleiner als o7 und og die Ein-
schriankung von ¢ auf Elemente groBer als o1. Dann ist T (o) der linke und T (og)
der rechte Teilbaum der Wurzel.

Die Hohe height(c) des von o erzeugten Binédrbaums T (o) ist die Anzahl der Knoten auf
dem ldngsten Pfad von der Wurzel zu einem Blatt.

Im Worst-Case, z.B. fir 0 = (1,2,...,n), ist die Hohe eines bindren Suchbaums n. Die
Average-Case-Hohe unter der uniformen Verteilung ist eines der am besten untersuch-
ten Probleme der Average-Case-Analyse. An dieser Stelle sei dazu nur erwihnt, dass die
Average-Case-Hohe o lnn+ B Inlnn+ O(1) ist, wobei & ~ 4.311 eine Losung der Glei-

chung aIn(2e/a) = 1 und B = W ~ 1.953 ist [4].

Um untere Schranken fiir die Hohe von binéren Suchbdaumen zu zeigen, habe ich die An-
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(4)
(2] ©!
@ ® (7)
ONONONORONORONO, ® ®

(a) Oben: 0 = (1,2,3,5,7,4,6,8). Die grauen Elemente sind (b) Der resultierende Baum T (o)
markiert. Unten: Das Resultat 6’ = (4,2,3,5,7,8,6,1). der Hohe 4.

ONONORORORORORO

Abbildung 3: Eine partielle Permutation.

zahl der Left-To-Right-Maxima einer Sequenz untersucht. Die Anzahl ltrm (o) der Left-
To-Right-Maxima einer Sequenz ¢ ist die Anzahl der neuen Maxima, die man sieht, wenn
man die Sequenz von links nach rechts durchlduft. Es gilt ltrm(o) < height(o), da die
Anzahl der Left-To-Right-Maxima gleich der Linge des rechtesten Pfades in T (o) ist.

Der Worst-Case ist auch hier die sortierte Sequenz: Itrm(1,2,...,n) = n. Unter der unifor-
men Verteilung erwarten wir 7, 1/i ~ Inn Left-To-Right-Maxima. Banderier et al. [1]
untersuchten die Anzahl der Left-To-Right-Maxima unter p-partiellen Permutationen (sie-
he Abschnitt 5.1). Sie bewiesen eine obere Schranke von O(+/(n/p)logn) fir 0 < p < 1
und eine untere Schranke von Q(/n/p) fiir 0 < p <1/2.

5 Smoothed Analysis von bindren Suchbiumen

Ich habe das Verhalten von Bindrbaumen zwischen Worst- und Average-Case untersucht:
(Worst-Case-)Sequenzen werden leichten Stérungen unterworfen, und es wird die Hohe
des Bindrbaums gemessen, der durch die gestorte Sequenz erzeugt wird.

5.1 Storungsmodelle

Bevor die eigentliche Smoothed Analysis durchgefiihrt werden kann, miissen zunichst ge-
eignete Storungsmodelle entworfen werden. Zwei Storungsmodelle erscheinen natiirlich:
Entweder werden die Positionen einiger Elemente verdndert oder die Elemente selbst.

Banderier et al. [1] haben partielle Permutationen (partial permutations) als Stérungs-
modell eingefiihrt. Partielle Permutationen verdndern die Position einiger Elemente: Jedes
Element wird unabhéngig von den anderen mit Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] markiert.
AnschlieBend werden alle markierten Elemente zufillig permutiert. Abbildung 3 zeigt ein
Beispiel einer partiellen Permutation.

In der Dissertation wurden zwei weitere Storungsmodelle eingefiihrt: Partielles Ersetzen
(partial alterations) und partielles Loschen (partial deletions). Wieder wird jedes Element
mit Wahrscheinlichkeit p markiert. Beim partiellen Ersetzen wird anschlieSend jedes mar-
kierte Element durch ein Zufallselement ersetzt; sie implementieren also der zweite der
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genannten Moglichkeiten, da hier einige Element veridndert werden.

Beim partiellen Loschen werden alle markierten Elemente geloscht. Der Hauptgrund fiir
die Untersuchung von partiellem Loschen ist, dass sich dieses Storungsmodell einfach
untersuchen lédsst und dass sich die Stabilitdtsergebnisse fiir partielles Loschen auf die
anderen beiden Modelle iibertragen lassen.

5.2 Obere und untere Schranken

Ich habe asymptotisch scharfe Schranken fiir die Baumhohe und die Anzahl der Left-To-
Right-Maxima unter allen drei Stérungsmodellen gezeigt.

Fiir jedes p € (0,1) und alle Sequenzen ¢ der Linge n ist die erwartete Hohe, wenn auf
o eine p-partielle Permutation angewendet wird, hochstens 6,7 - (1 — p) - \/n/p. Eine pas-
sende untere Schranke erhilt man durch Analyse der sortierten Sequenz: Die erwartete
Baumhohe, wenn eine p-partielle Permutation auf die sortierte Sequenz anwendet wird,
ist mindestens 0,8 - (1 — p) - v/n/p. Die untere Schranke ist also asymptotisch gleich der
oberen und unterscheidet sich von dieser nur um einen kleinen konstanten Faktor.

AuBerdem konnte ich zeigen, dass die Baumhohe nach einer p-partiellen Permutation mit
hoher Wahrscheinlichkeit hochstens 3,7 (1 — p) - v/ (n/p) -logn ist.

Fiir die Anzahl der Left-To-Right-Maxima konnte ich eine obere Schranke von 3,6- (1 —
p) - v/n/p und eine unter Schranke von 0,4 - (1 — p)-+/n/p zeigen. Dies verbessert die
Ergebnisse von Banderier et al. [1] in drei Aspekten: Die Schranken sind asymptotisch
gleich, die Konstante vor der unteren Schranke ist erheblich grofler und die Schranken
gelten fiir alle p € (0,1).

Alle diese Ergebnisse gelten ebenso fiir p-partielles Ersetzen.

Die Ergebnisse zeigen, dass Worst-Case-Instanzen ,,zerbrechlich” sind, wenn man sie
stort: Von linearer Worst-Case-Hohe gelangen wir durch leichte Stérungen der Sequen-
zen zu einer erwarteten Hohe von hochstens O(+/n).

5.3 (In-)Stabilitat

Bei der Smoothed Analysis wird analysiert, wie ,,zerbrechlich® Worst-Case-Instanzen sind.
Ich habe auch eine duale Eigenschaft untersucht: Wie viel schlechter wird die Komplexitit
von guten Instanz unter Storungen? Anders gefragt: Wie stabil sind Best-Case-Instanzen?

Es zeigt sich, dass es in allen drei Stérungsmodellen instabile Best-Case-Instanzen gibt:
Es gibt Sequenzen, die Bdume logarithmischer Hohe erzeugen, aber leichtes Storen der
Sequenzen liefert Baume polynomieller Hohe, d.h. Bdume der Hohe Q(n‘s) Natiirlich
kann im Fall von partiellen Permutationen und partiellem Ersetzen 0 nicht grofer als 1/2
sein, da dies der oberen Schranke widersprechen wiirde. Es kann aber fiir grof3e p beliebig
nahe bei 1/2 liegen.
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6 Ausblick

Bislang wurde Smoothed Analysis fast ausschlieflich zur Untersuchung einzelner Algo-
rithmen oder Probleme verwendet. Um allgemeinere Untersuchungen und Klassifikatio-
nen zu ermoglichen, benodtigt man jedoch eine ,,Smoothed-Komplexititstheorie”. Eine be-
sondere Herausforderung scheint dabei die Definition geeigneter Reduktionen zu sein, da
diese die Eigenschaften des zugrundeliegenden Stérungsmodells beriicksichtigen miissen.
Bis zu einer allgemeinen Theorie der Smoothed-Komplexitit, die auch Konzepte wie Ap-
proximierbarkeit beriicksichtigt, ist es daher vermutlich noch ein weiter Weg.
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