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Abstract: Ein beriihmter Satz von Courcelle besagt, dass jedes MSO-definierbare Pro-
blem auf Graphen beschrinkter Baumweite in Linearzeit gelost werden kann. Obwohl
dies erklért, warum sich viele Graphprobleme auf solchen Graphen effizient 16sen
lassen, scheitern in der praktischen Umsetzung von Courcelles Satz die herkomm-
lichen Verfahren am bendtigten Speicherbedarf, der sehr schnell die Grenzen dessen
iibersteigt, was wir in der Praxis handhaben konnen. In dieser Arbeit stellen wir einen
neuen Ansatz vor, der auf modelltheoretischen Spielen basiert. Mit Hilfe dynamischer
Programmierung auf der Baumzerlegung wird in Linearzeit ein Spiel aufgebaut, in
welchem sich schnell testen ldsst, ob die Formel auf dem Eingabegraphen erfiillt ist.
Eine Reihe von Experimenten legt nahe, dass unser Ansatz fiir manche Problemstel-
lungen als Alternative zur ganzzahligen linearen Optimierung in Betracht kommt.

1 Einfiihrung

Im Jahr 1990 hat Courcelle bewiesen [Cou90], dass jedes Graphproblem, das sich in Mo-
nadischer Priadikatenlogik zweiter Stufe (MSO) ausdriicken lédsst, auf Graphen mit be-
schriankter Baumweite in Linearzeit 16sbar ist. Dieses Ergebnis wurde wenig spiter auf vie-
le weitere MSO-definierbare Probleme erweitert, darunter eine gro3e Klasse von Aufzihl-
ungs- und Optimierungsproblemen [ALS91, CM93]. Beispiele sind etwa die klassischen
Probleme VERTEX COVER, INDEPENDENT SET, DOMINATING SET oder 3-COLORABI-
LITY.

Die Baumweite [Hal76, RS86] eines Graphens ist eine ganzzahlige Zahl, die im Wesentli-
chen beschreibt, wie dhnlich ein Graph einem Baum ist: Biume und Wilder haben Baum-
weite eins, Gitter der Grofle n x n haben Baumweite n; ein vollstindiger Graph mit n Kno-
ten hat Baumweite n — 1. Ein Graph mit Baumweite & ldsst sich rekursiv in kleinere Gra-
phen zerlegen, die ebenfalls nur Baumweite k& haben. Eine solche Baumzerlegung kann
algorithmisch berechnet werden. Probleme lassen sich hiufig effizient 16sen, wenn wir die
in der Baumzerlegung beschriebene Struktur ausnutzen und dynamische Programmierung
verwenden. Viele Instanzen aus der tiglichen Praxis haben eine kleine Baumweite. Bei-
spielsweise ist die Baumweite der Kontrollflussgraphen von C-Programmen ohne goto
hochstens sechs [Tho98]; fiir Java [GMTO02] und Ada [BBS04] gibt es dhnliche Schran-
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ken. Auch Schienen- oder andere Verkehrsnetze haben in der Regel eine kleine Baumwei-
te. Viele weitere Beispiele finden sich in [Bod93, Bod98, BK0S8b], auf die wir auch fiir die
formalen Definitionen verweisen.

Den Satz von Courcelle nennen wir auch ein Meta-Theorem, weil er nicht nur einige ver-
einzelte Probleme, sondern direkt eine ganze Klasse von Problemen betrifft. Es gilt jedoch
gemeinhin als bekannt, dass der Satz von Courcelle nicht unmittelbar zu einem effizienten
Algorithmus fiihrt, der in der Praxis auch tatsédchlich nutzbar ist. Beispielsweise schreibt
Niedermeier [Nie06] in seinem bekannten Werk iiber parametrisierte Algorithmen:

It must be emphasized, however, that the now described methodology is of pu-
rely theoretical interest because the associated running times suffer from huge
constant factors and combinatorial explosions with respect to the parameter
treewidth. [...] After establishing fixed-parameter tractability in this way, as
a second step one should then head for a concrete, problem-specific algorithm
with improved efficiency [Nie06, p. 169f].

Ahnliche Aussagen von weiteren Autoren findet man mitunter in [GPW 10b, Gro99]. Dies
hat unter anderem die folgenden zwei Griinde: Erstens wird im Standardbeweis von Cour-
celles Satz ein endlicher Baumautomat konstruiert, der die Baumzerlegung genau dann ak-
zeptiert, wenn die Formel auf dem Eingabegraph erfiillt ist. Zwar ist die Konstruktion eines
endlichen Baumautomaten aus einer MSO-Formel in der Theorie sehr gut verstanden — in
der Praxis jedoch bleibt dies eine herausfordernde Aufgabe wegen des Problems der ,,Zu-
standsexplosion‘, siehe z.B. [KMSO01, Mar06]. Zweitens gibt es unter der Voraussetzung
P # NP riesige untere Schranken [FG04] fiir die Konstanten in der Laufzeitabschétzung,
so dass bessere Laufzeiten im Allgemeinen auch iiberhaupt nicht méglich sind. Damit ist
die Automatenmethode — zumindest im Hinblick auf die Laufzeitanalyse — beweisbar die
effizienteste Moglichkeit.

2 Stand der Forschung

In der Praxis konzentriert man sich daher hauptsichlich darauf, der Platzproblematik bei-
zukommen. Dementsprechend betreffen viele der “implementation secrets” [KMSO01] der
bekannten MONA-Software [KMO1] den Speicherbedarf, etwa die Darstellung der Au-
tomaten durch BDDs oder die Einfiihrung sogenannter guides. Mochte man jedoch die
Baumautomaten nach dem Satz von Courcelle konstruieren, scheitert dies selbst bei vie-
len Trivialproblemen an dem dafiir benotigten Platzbedarf — und zwar unabhingig davon,
ob man die Algorithmen selbst implementiert oder bestehende Software wie MONA oder
Autowrite [Dur02, Dur05] dafiir verwendet, vgl. [Kep05, Sog08, GPW10b, GPW10a,
Mar06, CD12, CE12].

Als Abhilfe schlagen Courcelle und Durand [CD10a, CD10b, CD11, CD12] vor, die pro-
blematische Potenzmengenkonstruktion zu vermeiden, indem nicht-deterministische an-
stelle deterministischer Baumautomaten verwendet werden und indem Quantorenwechsel
in der Formel verboten werden (existentielles Fragment von MSO). Dem damit verbunde-
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nen Verlust an Ausdrucksstirke der Logik soll teilweise entgegengewirkt werden, indem
fiir hdufig verwendete Konstrukte (etwa fiir Zusammenhang oder fiir Mengen und Par-
tionen) vordefinierte Pridikate zur Verfligung stehen. Desweiteren ist die von ihnen ver-
wendete Software Aut owrite in der Lage, die Transitionen des Automaten wihrend der
Simulation “on-the-fly” zu berechnen, so dass keine vollstindige Reprisentation des Au-
tomaten im Speicher vorgehalten werden muss. Stattdessen werden sie nur implizit durch
eine kleine Anzahl ,,Meta-Regeln™ dargestellt und die jeweils moglichen Transitionen in
jedem Schritt daraus abgeleitet. Durch eine syntaktische Erweiterung kann Autowrite
auch Entscheidungsprobleme 16sen, bei denen eine Zahl Teil der Eingabe ist. Leider ist bis-
her keine Implementierung fiir Baumzerlegungen verfiigbar (verwendet wurde stattdessen
das Mal} der Cliquenweite), durchgefiihrte Experimente [CD10b, CD10a, CD12, CE12]
deuten jedoch darauf hin, dass ihre Vorgehensweise durchaus Potential hat, wenn man
nicht auf die volle Ausdrucksstirke von MSO angewiesen ist.

Einen vollig anderen Weg schlagen Gottlob, Pichler und Wei [GPW10b, GPW10a, Pic11]
vor, deren urspriingliche Motivation in der Antwortmengenprogrammierung (Answer Set
Programming) liegt: Anstatt einen Baumautomaten zu konstruieren, beschreiben sie eine
Ubersetzung der MSO-Formel in ein Datalog Programm, in dem nur monadische Pridikate
verwendet werden (Monadic Datalog). Ahnlich wie die ganzzahlige Optimierung ist Da-
talog schon seit Jahren Gegenstand intensiver Forschung, so dass bereits eine Reihe hoch-
optimierter, nachweisbar praxistauglicher Software zur Verfiigung steht, deren Stirke man
so nutzen kann. Experimente, die in verschiedenen Arbeiten zu verschiedenen Problem-
stellungen durchgefiihrt wurden [GPW10b, GPW10a, JPW09, JPRWO08], zeigen, dass der
Umweg iiber Datalog in der Tat praktikabel sein kann. Leider steht bisher noch keine
Implementierung einer automatischen Ubersetzung der MSO-Formeln in ein Datalog-
Programm zur Verfiigung, und so wurden die Datalog-Programme fiir obige Experimente
von den Autoren von Hand geschrieben. Daher bleibt auch offen, ob die nach [GPW10b]
automatisch generierten Programme dhnlich effizient 16sbar sind.

3 Ein spieltheoretischer Ansatz

In dieser Arbeit schlagen wir einen neuen Ansatz vor, der auf einem modelltheoreti-
schen Spiel basiert, das unter dem Namen Model-Checking-Spiel bekannt ist, vgl. [Hin73,
Gra07, Grall]. Das hier vorgestellte Verfahren funktioniert fiir MSO auf beliebigen Struk-
turen, wobei nicht nur Entscheidungsprobleme gelost werden konnen, sondern wie in
[CMO3] auch eine grole Anzahl Optimierungs- und Aufzihlungsprobleme.

Das Model-Checking-Spiel 4 = ¥4 (¢, G) wird jeweils fiir eine MSO-Formel ¢ und einen
Graphen G = (V, E) gespielt. Es gibt zwei Spieler, den Verifizierer und den Falsifizie-
rer. Der Verifizierer mochte nachweisen, dass die Formel auf dem Graphen erfiillt ist, der
Falsifizierer mochte das Gegenteil beweisen. Das Spielbrett ist ein gerichteter, azyklischer
Graph, dessen Positionen (¢, ) jeweils aus einer MSO-Formel ¢ und einer Variablenbe-
legung « bestehen. Von jeder Position (¢, «) gibt es eine Menge von Kanten zu Nachfol-
gepositionen (¢', o’), jeweils mit einer Unterformel 1)’ von ¢ samt passender Variablen-
belegung . Ist beispielsweise ¢ = VX1, dann gibt es fiir jedes U C V eine Kante
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von (¢, o) nach (¢, a[X/U]), wobei «[X /U] bedeutet, dass in o nun die Variable X der
Formel mit dem Wert U belegt wurde. Ist beispielsweise aber ) = 1)1 V 12, dann gibt es
von (1), ) zwei ausgehende Kanten zu (11, &) und (2, ). Von Positionen mit atoma-
ren Formeln gibt es keine ausgehenden Kanten. Das Spiel beginnt in (i, ), wobei € die
leere Variablenbelegung ist. In jeder Position darf genau einer der beiden Spieler ziehen
und eine Nachfolgeposition anhand einer ausgehenden Kante auswihlen — bei universellen
Formeln (A, V) der Falsifizierer, bei existentiellen Formeln (V, 3) der Verifizierer. Da der
Spielgraph azyklisch und gerichtet ist, endet das Spiel nach einer endlichen Anzahl von
Schritten in einer Position (¢, ), wobei 1 eine atomare Formel ist. Wenn nun die Formel
mit der Variablenbelegung « auf G erfiillt ist (kurz G |= 9[a]), gewinnt der Verifizierer,
ansonsten der Falsifizierer. Nun kann man durch Induktion iiber den Formelaufbau zei-
gen, dass ¢ auf G genau dann erfiillt ist, wenn der Verifizierer eine Gewinnstrategie fiir
das Spiel 4 (¢, G) hat. Fiir weiterfiihrende Informationen verweisen wir auf die Literatur,
z.B. [Grd07, Gral 1].

Ist das Spiel ¢ gegeben, kann man effizient testen, welcher der beiden Spieler eine Ge-
winnstrategie hat, vgl. [Grd07, Gril1]. Jedoch ist die Darstellung von ¢ bis zu exponenti-
ell groBer als die Darstellung von ¢ und G. Es ist fiir uns daher nicht sinnvoll, 4 = (G, ¢)
zu konstruieren. Zu jedem Model-Checking-Spiel ¢ gibt es allerdings ein dquivalentes
Spiel 4’ konstanter GroBe. Hier seien & und &’ dquivalent, wenn gilt, dass der Verifizie-
rer genau dann eine Gewinnstrategie fiir ¢’ hat, wenn er eine fiir & hat. Wenn G |= @[]
gilt, ist ein dquivalentes Spiel zu ¢ (i, G) beispielsweise das Spiel, welches nur die Posi-
tion (true, €) enthilt.

Unser Ziel ist es nun, dieses Spiel ¢’ zu konstruieren. Ignorieren wir fiir einen Augenblick
einmal die Laufzeit und Platzbedarf, kann man dazu prinzipiell wie folgt vorgehen: Wir
verwenden dynamische Programmierung auf der Baumzerlegung, die ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit eine gewisse Form hat, die wir ,,nett“ nennen. Zu jedem Knoten ¢ der
Baumzerlegung sei V; die Menge der Knoten in GG, die unterhalb von ¢ in der Baumzerle-
gung vorkommen. Dann sei G; = G[V;] der entsprechende induzierte Untergraph von G,
der die gleiche Baumweite wie G hat. Die dynamische Programmierung beginnt in den
Blittern ¢ der Baumzerlegung, auf denen die G[V;] nur konstante GroBe haben — damit ist
es moglich, das Spiel 4, = ¥ (¢, G;) in konstanter Zeit zu konstruieren. Fiir innere Knoten
der Baumzerlegung wird das Spiel 4, = ¥ (¢, G¢) nun aus den bereits konstruierten Spie-
len der Kindsknoten von t konstruiert. Ist beispielsweise ¢ ein Knoten der Baumzerlegung,
in welchem die Untergraphen G; und G, verschmolzen werden, geht man grob gesagt so
vor, dass fiir jede Position in ¢; zwei bestimmte Positionen aus ¢; und ¥, auch geeignet
miteinander verschmolzen werden. In der Wurzel ¢ der Baumzerlegung gilt G = G; und
somit ¢ = %,. Nun testen wir, welcher der beiden Spieler eine Gewinnstrategie hat und
erzeugen das gesuchte Spiel ¢’ mit nur einer einzigen Position — entweder (¢rue, €) oder
(false,€).

Wenn G ein Graph mit beschrinkter Baumweite ist, soll dieses Verfahren aber in Li-
nearzeit moglich und zudem auch noch praxistauglich sein. Dazu fiihren wir zwei Ver-
besserungen im Verfahren ein, die in [KLR11] bzw. [LRS11] erstmalig vorgestellt wur-
den. Die erste Verbesserung besteht im Zusammenfassen von dquivalenten Positionen im
Spiel. Die genaue Definition ist sehr technisch, deshalb mochten wir es bei einem ein-
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fachen Beispiel zur Veranschaulichung belassen: Wenn u,v,w € V drei Knoten mit
{u,v} € F und {u,w} € E sind, dann kann die Formel adj(x,y) diese Knotenpaare
nicht voneinander unterscheiden. Auch im Spiel sind aus Sicht der Spieler die Positio-
nen (adj(z,y), e[x/u,y/v]) und (adj(z,y), e[x/u, y/w]) dquivalent, da in beiden Fillen
der Verifizierer gewinnen wird. Diese Positionen kdnnen also zu einer gemeinsamen Po-
sition zusammengefasst werden, ohne den Ausgang des Spiels zu beeinflussen. Fassen
wir sukzessive alle dquivalenten Positionen zusammen, erhalten wir irgendwann ein zu ¢
dquivalentes Spiel Z reduzierter GroBe. In einem gewissen Sinne verhilt sich das Spiel Z
damit zu ¢ so wie der Bisimulationsquotient eines Transitionssystems zum urspriinglichen
Transitionssystem (siehe z.B. [BK08a]). Wir konnen nun zeigen, dass die GroBe von #
ausschlieBlich von ¢ und der Baumweite abhingt — sind Baumweite und Formel Kon-
stanten, hat & also konstante GroBe. Bereits allein durch diese erste Verbesserung des
Verfahrens ist es moglich, einen spieltheoretischen Beweis fiir den Satz von Courcelle
zu fithren [LRS11]. Dieses Verfahren ist allerdings noch nicht praktisch anwendbar: Die
GroBe von Z entspricht den bekannten unteren Schranken fiir Courcelles Theorem [FG04]
und ist ein exponentieller ,,Turm*, dessen Hohe von der Formel abhiingt.

Die zweite Verbesserung besteht darin, Positionen aus dem Spiel zu entfernen, wenn klar
ist, dass diese sowieso niemals besucht werden oder durch eine dquivalente Position er-
setzt werden konnen. Ist beispielsweise die Formel JvVu1), und hat der Falsifizierer eine
Gewinnstrategie, sobald im Spiel die Position p’ = (Vui), ) erreicht wird, dann wird der
optimal spielende Verifizierer ausgehend von der Position p = (FvVut), o) niemals auf
p’ ziehen, es sei denn, er verliert bei allen Nachfolgepositionen von p. In beiden Fillen
konnen wir nun Positionen aus dem Spiel entfernen: Entweder 16schen wir p’ ersatz-
los, oder wir ersetzen p durch die dquivalente Position (false, o’); nicht mehr erreichbare
Nachfolgepositionen werden anschlieend ebenfalls entfernt.

Im Verlauf der dynamischen Programmierung ist es jedoch mit dem einfachen Model-
Checking-Spiel von oben nicht moglich, zu entscheiden, welche Positionen entfernt wer-
den konnen, da die Spiele (p, G) und (p, G[U]) fiir einen Teilgraphen G[U] von G nicht
notwendigerweise dquivalent sind — man betrachte etwa die Formel 3z(z = ) und U = ().
Daher fiihren wir eine Erweiterung des klassischen Model-Checking-Spiels ein, in wel-
chem es moglich ist, in der Variablenbelegung o Platzhalter zu lassen, die in der dynami-
schen Programmierung erst spiter belegt werden sollen. In diesem Spiel & = & (¢, G¢)
gibt es nun auch die zusitzliche Moglichkeit, dass das Spiel unentschieden endet, nimlich
genau dann, wenn in einer Position (¢, &) die Formel eine Variable verwendet wird, die
in a nicht belegt ist.

Wir kénnen nun zeigen, dass gilt: Wenn fiir einen Knoten ¢ der Baumzerlegung einer
der beiden Spieler eine Gewinnstrategie fiir &; hat, dann hat er auch eine Gewinnstra-
tegie fiir 4. Wir nennen dies daher auch ,.frilhe Determinierung”. Da diese Eigenschaft
beweisbar auch fiir jede Position des Spiels &; gilt, sind wir bereits im Knoten ¢ der Baum-
zerlegung in der Lage, Positionen (¢, «) von &; zu entfernen bzw. durch (false, ) oder
(true, ) zu ersetzen und so die GroBe des Spiels &; erheblich zu verkleinern. In der
Wurzel der Baumzerlegung schlieBlich entfernen wir alle Positionen mit Platzhaltern in
der Variablenbelegung. Dadurch werden alle verbleibenden Positionen in &; determiniert,
so dass wir schlieBlich das gesuchte Spiel ¢’ mit der einzigen Position (true,e) bzw.
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Abbildung 1: Laufzeiten (in Sekunden) unserer MSO-Software fiir Gitter variabler Breite bei fester
Anzahl Knoten sowie variabler Anzahl Knoten bei fester Breite.

@' = (false, ) erhalten. In diesem konnen wir den Gewinner des Spiels schnell bestim-
men und die Losung ausgeben.

Wenn wir diese beiden Techniken miteinander kombinieren, wird in jedem Knoten ¢ der
Baumzerlegung ein Spiel &/ betrachtet, welches nur konstante GroBe hat. Die gesamte
Laufzeit des Verfahrens ist daher linear in der Groe der Baumzerlegung und auch des Ein-
gabegraphens. Im Allgemeinen sind die Konstanten in der Laufzeitabschitzung wegen der
bekannten unteren Schranken wieder riesig — fiir konkrete Probleme kénnen wir jedoch be-
weisen, dass die Laufzeit unseres allgemeinen Verfahrens der Laufzeit spezieller Algorith-
men fiir Graphen mit Baumweite w erstaunlich nahe kommt: Fiir MINIMUM VERTEX CO-
VER ist diese beispielsweise O (2% poly(w)n) gegeniiber den O(2%n) des speziellen Al-
gorithmus [AP89]. Fiir 3-COLORABILITY ist sie O (3" poly(w)n) gegeniiber den O(3*n)
aus [AP89]. Beides ist unter einer bestimmten komplexititstheoretischen Annahme so-
gar bis auf den kleinen polynomiellen Faktor poly(w) optimal [LMS11]. Fiir MINIMUM
DOMINATING SET hat unser Algorithmus eine Laufzeit von O(5* poly(w)n). Dies ist
nicht optimal, allerdings nutzen sowohl der O (3" poly(w)n)-Algorithmus aus [VRBR09]
als auch der O(4*'n)-Algorithmus aus [AN02] eine spezielle Monotonie-Eigenschaft von
Dominierungsproblemen aus, die fiir MSO-definierbare Probleme in der Regel nicht gilt.

4 Experimente

Das hier vorgestellte Verfahren wurde von uns in C++ implementiert und unter dem Na-
men Sequoia als Open-Source-Software verdffentlicht!. Um seine Praxistauglichkeit zu
ermitteln, haben wir sie in einer Reihe von Experimenten mit IBM ILOG CPLEX [CPL]
verglichen, einer bekannten kommerziellen Software fiir die ganzzahlige und lineare Pro-
grammierung. Verwendet wurde CPLEX Academic Research Edition 12.4.0.0. Eine kleine
Auswahl der Ergebnisse zeigen die Abbildungen 1 und 2 sowie Tabelle 1.

Werfiigbar auf https: //github.com/sequoia-mso
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Abbildung 2: Laufzeiten (in Sekunden) von CPLEX fiir MINIMUM DOMINATING SET, alle Instan-
zen gegeniiber den dichter besetzten Teilgraphen (Kantenwahrscheinlichkeit p > 0.9) von Gittern
mit ungefidhr 1000 Knoten bei variabler Breite. Bei der Mehrheit der diinnbesetzten Gittern war be-
reits die LP-Relaxation optimal oder nahezu optimal. Das Problem wird deutlich schwerer auf dicht-
besetzten Instanzen: Obwohl CPLEX sogar beim Erreichen von potentiell nicht-optimalen Losungen
bei einem verbleibenden integrality gap von 5% stoppen durfte, bendtigt CPLEX deutlich mehr Zeit
auf diesen Instanzen als unsere MSO-Software.

Sequoia CPLEX
Graph Grofie  Bw. Zeit Losung Zeit Losung  gap
Hannover, klein 673 8 3" 319 Time-Out 327 41%
Hannover, grof§ 956 9 9" 376 Time-Out 385 42%
Berlin 2599 11 197”7 1259 Time-Out 1342 35%

Tabelle 1: Laufzeiten fiir das MINIMUM CONNECTED DOMINATING SET-Problem auf drei Gra-
phen, die aus echten Schienennetzen erzeugt wurden. Grdfse: Anzahl der Knoten; Bw.: Baumweite
der Instanz; Losung: beste gefundene Losung innerhalb der angegebenen Zeit; gap: das verbleibende
integrality gap von CPLEX; das Time-Out ist nach 43 200 Sekunden (12 Stunden).

5 Fazit

In dieser Arbeit haben wir einen neuartigen Beweis fiir den Satz von Courcelle beschrie-
ben, der zu einem allgemeinen und praxistauglichen Verfahren fiir Graphprobleme auf
Instanzen kleiner Baumweite fiihrt. Uberraschenderweise kann die von uns entwickelte
Software sogar mit bestehenden kommerziellen Losungen mithalten, wenn es Optimie-
rungsprobleme auf Graphen mit kleiner Baumweite zu 16sen gilt. Der immense Fortschritt
in anderen Bereichen wie das Losen von Entscheidungsproblemen Boolscher Formeln
oder der Logikprogrammierung stimmt uns zuversichtlich, dass durch weitere Forschung
und neue Ideen die Geschwindigkeit von MSO-Model-Checking-Software noch deutlich
weiter gesteigert werden kann.
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