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Einleitung

Mitunter sucht man Polynome f, deren besondere Stel-
len ganzzahlig sind, d.h. bei denen f, f' und f” jeweils
ganzzahlige Nullstellen haben. Solche Polynome sol-
len hier ,,ganzheitlich genannt werden. Fiir den Grad
2 ist deren Auffinden vollig problemlos, Grad 3 lésst
sich mit CAS-Hilfe schnell kldren, und bei Grad 4 ver-
sagt ein (naiv aufgesetztes) CAS. Der Einsatz eines CAS
verfiihrt dazu, relativ theoriearm mit Hilfe von ,,brute
force and ignorance™ die Maschine einfach rechnen zu
lassen. Allerdings konnen die dadurch erzielten Resul-
tate durchaus nachtriiglich zu Uberlegungen fiihren, ob
der grofie Rechneraufwand tatsdchlich notwendig gewe-
sen wire. Dies wird anhand von Grad 3 erléutert.
Insofern will dieser Artikel einen Beitrag leisten zur
Diskussion, ob im Schulunterricht der Einsatz von CAS
mathematische Uberlegungen sogar verhindern kann.
Andererseits ldsst sich dieser Artikel natiirlich auch auf-
fassen als Hilfe fiir Lehrende, die ganzheitliche Po-
lynome suchen. Selbstverstindlich kann man den In-
halt dieses Beitrages auch mit Lernenden, die das frei
erhiltliche CAS ,,Maxima‘“ lernen wollen, erarbeiten.

Kubische Polynome

Da die Nullstellen der gesuchten kubischen Polynome
ganzzahlig sein sollen, bietet es sich an, diese in fakto-
risierter Form anzusetzen. Man erleichtert dem Rechner
die spétere Sucharbeit, wenn O eine der Nullstellen ist,
denn wenn man Polynome entlang der Argumentachse
ganzzahlig verschiebt, dndert sich nichts an deren Ganz-
heitlichkeit. Sind « und v die beiden anderen Nullstel-
len, setzt man

fe)=x-(z—u)-(z—0)

an. Ein anderer hochster Koeffizient als 1 wiirde an der
Ganzheitlichkeit nichts dndern. Da zusammenfallende
Nullstellen das Problem stark vereinfachen wiirden, soll

O<u<vw

vorausgesetzt werden. Nun kann man von einem CAS
iberpriifen lassen, fiir welche Wahlen von « und v die
Ableitungen f’ und f” ganzzahlige Nullstellen haben.
Das mag bei kubischen Polynomen f noch gut leist-
bar sein; bei Polynomen vom Grad 4 hat man es dann
mit kubischen Gleichungen zu tun, und das sieht nach
Programmieraufwand aus. Aber warum Gleichungen
losen? Stattdessen kann man das CAS auch alle Werte
zwischen 0 und v iiberpriifen lassen, ob sie Nullstellen
der beiden Ableitungen von f sind (Abb. 1).

n:50$
for u:1 thru n do
for v:u+l thru n do

block

(£ (x) :=x*(x—u) * (x-Vv),

define (fl1(x), diff(f(x), x)),
define (f2(x), diff(fl(x), x)),

ESt:makelist (),
WSt :makelist (),
for x:1 thru n do

if f1(x)=0 then ESt:endcons (x,
if length (ESt)=2

then for x:ESt[1l] thru ESt[2] do

if f2(x)=0 then WSt:endcons (x,

if length (ESt) xlength (WSt)=2

ESt),

Wst),

then print(u, v, ESt, WSt));

924 [ 4, 18 1 [ 11 ]

1524 [ 6, 20 ] [ 13 1
18 48 [ 8, 36 ] [ 22 1]
21 45 [ 9, 351 [ 22 ]
24 45 [ 10, 36 1 [ 23 ]
30 48 [ 12, 40 1 [ 26 ]

Abbildung 1

Die vorletzte Eingabezeile verwendet die Einsicht,
dass die Wendestelle zwischen den beiden Extremstel-
len liegen muss. Man braucht hier nicht von Extrem-
und Wendestellen-Kandidaten reden, da jede kubische
Funktion eine Wende- und hochstens zwei Extremstel-
len hat; hat man diese Stellen gefunden, sind die hinrei-
chenden Kriterien automatisch erfiillt. Betrachtet man
die Ergebnisse, fillt eine Symmetrie auf: Ist

(0, u,v)
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ein geeignetes Tripel, so offenbar auch

(0,v — u,v),

und die Begriindung ist einfach: Die Wendestelle ist
durch
U+ v

3

Ty =
gegeben. Wegen
(u+v)+(v—utv)=3-v

ist u+wv genau dann durch 3 teilbar, wenn auch v —u+v
es ist. Die Extremstellen sind durch

u-v u? —u - v+ v?
Te = Ty £ :C%U—T:xw:t 3
gegeben. Wegen
(w—u)?—w—u) v+vP=0>—u-v+0?

wird die Ganzheitlichkeit durch die Ersetzung von
(0, u,v) durch (0,v — u, v) keineswegs beeintrichtigt.

Nun kann man sich weiter liberlegen, ob der Auf-
wand von Abb. 1 notwendig war. Die Wendestelle x,,
ist ganzzahlig, wenn v = 3 - a und v = 3 - b oder wenn
=3 -a+ 1lundv = 3-b+ 2 (oder umgekehrt) ist. Im
zweiten Fall ist aber

9-a-b+6-a+3-b+2
N 3

u-v
3

nicht ganzzahlig.
Somit sollte v = 3 - a und v = 3 - b sein. Dann gilt

Ty = a—+b,
Te=a+bxt a2 —a-b+b%

es muss also
2_a-b+1?

ein Quadrat sein. Hier hilft wieder ein systematisches
Durchsuchen (Abb. 2).

n:15$

L:makelist ();

for a:1 thru n do

for b:a+l thru n do

block
(u:a”“2-a*b+b" 2,

if (floor(sgrt(u)+0.5)) "2=u
then L:append(L,makelist ([a,b])))$
L;
[]
(3, 81, [5, 81, [7, 15], [8,15] |
Abbildung 2

Das erste Ergebnis in Abb. 2 (¢ = 3 und b = 8)
entspricht dem ersten Ergebnis von Abb. 1 (v = 9 und
v = 24). Natiirlich kann man in Abb. 2 eine deutlich
hohere Grenze als n = 15 wihlen.

Quartische Polynome

Man konnte eine zu Abb. 1 analoge Suchstruktur auf-
stellen (Abb. 3).
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n:5008

for u:1 thru n do
for v:u+l thru n do
for w:v+1l thru n do

block

(f(x) :=x* (x-u) x (x-V) * (x-w),
define (fl(x), diff(f(x), x)),
define (f2(x), diff (fl(x), x)),

ESt :makelist (),
WSt :makelist (),
for x:u+l thru n do

if f1(x)=0 then ESt:endcons(x,
if length (ESt)=3 then

for x:ESt[1] thru ESt[3] do

if f2(x)=0 then WSt:endcons (x
if length(ESt) «length (WSt)=6

then print(u, v, w, ESt,

ESt),

Wst),

4

WSt));

Abbildung 3

Leider stellt man fest, dass das CAS keine Losungen
findet. Es scheint auch so zu sein, dass bisher niemand
weil}, ob es ganzheitliche quartische Polynome mit un-
terschiedlichen Nullstellen iiberhaupt gibt, vgl. etwa [1],
die dort angegebene Literatur.

Da bleibt nur, mehrfache Nullstellen zuzulassen; aus
Griinden der Einfachheit sei 0 die mehrfache Nullstelle.
Es sind mehrere Fille zu unterscheiden:

1. Eine doppelte und zwei einfache Nullstellen
Hier muss man lange suchen; der CAS-Code in Abb. 4
diirfte selbsterkldrend sein.

n:5008
for u:l1 thru n do
for v:u+l thru n do

block
(£ (x) :=x*xX* (x—-u) * (Xx—V),
define (fl(x), diff(f ( ), X)),
define (f2(x), diff(fl(x), x)),

ESt :makelist (),
WSt :makelist (),
for x:0 thru n do

if fl1(x)=0 then ESt:endcons (x
if length (ESt)=3 then

for x:ESt[1] thru ESt[3] do

if f2(x)=0 then WSt:endcons (x

if length (ESt) xlength (WSt)=6

then print (u, v, ESt, WSt));

ESt),

’

Wst),

4

Abbildung 4

Das kleinste Ergebnis ist u = 308, v = 360 mit Ex-
tremstellen bei 0, 165 und 336 sowie Wendestellen bei
70 und 264. Das Suchverfahren lédsst sich beschleuni-
gen: Ist

fl@)=2(z—u) (z—v),

so hat f"" die Losung




und f” die Losungen

Ty = Th E :):%L _wv
6
sowie [’ die nichttrivialen Losungen
3 3 2w
xe:2-xh:|:\/<2-xh) -

Man bekommt Beispiele zur Ganzheitlichkeit, wenn
xp, durch 2 teilbar ist (aber, wie das Beispiel © =
308 und v 360 zeigt, muss das nicht sein!) und
u - v durch 6; ferner miissen die Radikanden Quadrate
sein (Abb. 5).

teilt (a,b) :=if floor(b/a+0.5)=b/a
then true else false$

istQua(a):=if (floor(sqgrt(a)+0.5)) "2=a
then true else false$

n:1000$
L:makelist ();
for u:500 thru n do
for v:u+l thru n do
block
(h: (u+v) /4,
d:3xh/2,
bl:teilt (2, h),
b2:teilt (6, uxv),
if (bl and b2) then
block
(rl:h"2-uxv/6,
b3:istQua(rl),
r2:d"2-u*v/2,
b4:istQua(r2),
bb: (b3 and bi4),
if bb then
L:append (L, makelist ([u, v]))))$
L;
[ [61l6,

72071 1]

Abbildung 5

Wenn man einschrinkende Bedingungen macht,

(u:8*a, v:24xb, xh: (u+v)/4, d:3xxh/2,

rl:xh"2-u*v/6,

r2:d"2-ux*v/2,

bl: (floor (sgrt(rl)+0.5)) " 2=rl,

b2: (floor (sgrt (r2)+0.5)) "2=r2,

bb:bl and b2,

if bb then

L:append (L, makelist([a, b])))$
L;
[ [77, 301, [154, 60] ]
Abbildung 6

2. Zwei doppelte Nullstellen

Man sieht an Abb. 7, dass es hier keine ganzheitlichen
Beispiele geben kann, denn f” hat in keinem Fall ganz-
zahlige Nullstellen.

f:x"2x (x—6%u) "2$
fl:diff(f,x)$
f2:diff (f1,x)$

solve (f2, x);
[x=(3—v3)u, x=(/3+3)u ]

solve (fl,x);

[x=3u, x=6u, x=0

]

Abbildung 7

3. Eine dreifache Nullstelle
Dies ist ganz einfach: Abb. 8 zeigt, dass die einfache
Nullstelle durch 4 teilbar sein muss.

f:x"3%x (x-4%*u)$
fl:diff(f,x)$
f2:diff (f1,x)$

solve (f2, x);
[ x=2u, x=0 ]
solve (fl, x);
[ x=3u, x=0

]

wird das Suchverfahren noch schneller: Es seiu =8 - a Abbildung 8
und v = 24 - b; die Radikanden sind
22— % —4. ((a +3-0)2-8-a- b) Schlussbemerkung

und

(3m) -

Abb. 6 zeigt zwei Ergebnisse unter n = 100; das erste
entspricht der dem Ergebnis von Abb. 5.

3
—_— . :,U
5 Th

u-v

5 =9-(a+3-0)>—96-a-b.

n:200$
L:makelist ();

for a:1 thru n do
for b:1 thru n do
block
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Schon die Suche nach ganzheitlichen Polynomen vom
Grad 4 erwies sich als unerwartet schwierig, so dass man
sich nicht trauen wird, ganzheitliche Polynome vom
Grad 5 ohne jeglichen Theorieaufwand zu suchen.
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