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Maěhemaěical ĎěćĦcěĦćeĎ foć modeling ĎemaněicĎ,
Ħncećěainěĳ, and cogniěiİe pćoceĎĎeĎ

GÈĦněheć WićĎching1

AbĎěćacě: ThiĎ ěalk inİeĎěigaěeĎ maěhemaěical ĎěćĦcěĦćeĎ ıhich aće ĦĎefĦl foć deĎigning cogniěiİe
machineĎ ıiěh Ďpecial emphaĎiĎ on ěheić maěhemaěical pćopećěieĎ.

SemaněicĎ. Sěaćěing poině iĎ modeling ĎemaněicĎ bĳ oćdeć-deěećminiĎěic pomĎeěĎ aĎ de®ned in
[Re9Ė]. Iě iĎ cleać ěhaě anĳ ĎĳněaĲ ěćee and anĳ feaěĦće ĎěćĦcěĦće can be ćepćeĎeněed bĳ a pomĎeě,
hence ěhiĎ model iĎ appćopćiaěe foć ăliěećal ĎemaněicĎĄ aĎ conĎidećed in [CEEJKL1ğ, Kapiěel ğ]. On
ěhe oěheć hand, in [WHKLR1Ĥ] iě iĎ ĎĦggeĎěed ěhaě moće baĎic ăpćagmaěic ĎemaněicĎĄ aĎ conĎidećed
in [Sk5ĕ, p. 14] and [WL1ğ] aće deĎcćibable bĳ feaěĦće-İalĦe-ćelaěionĎ, and hence alĎo bĳ pomĎeěĎ.

The pće®Ĳ ćelaěion iĎ a paćěial oćdeć on ěhe claĎĎ of pomĎeěĎ, oć on anĳ Ďeě of pomĎeěĎ oİeć a ®Ĳed
common alphabeě. When ıe ćeĎěćicě aěěeněion ěo oćdeć-deěećminiĎěic pomĎeěĎ, ěhen, aĎ iĎ Ďhoın in
[Re9Ė], ěhe pće®Ĳ ćelaěion haĎ in®ma and ®niěe ĎĦpćema. If ıe haİe ěıo feaěĦće ĎěćĦcěĦćeĎ ıhich
admiě Ħni®caěion [CEEJKL1ğ, AbĎchniěě Ĥ.ğ.ğ], ıe oběain ěhiĎ Ħni®caěion bĳ ćegaćding ěhe feaěĦće
ĎěćĦcěĦćeĎ aĎ oćdeć-deěećminiĎěic pomĎeěĎ and ěaking ěheić ĎĦpćemĦm.

Uncećěainěĳ. Foć modeling Ħncećěainěĳ, conĎideć İalĦaěion mapĎ  : U ! X de®ned on a giİen
(®niěe) Ďeě U of Ďemaněic ĦniěĎ, and aĎĎociaěing a İalĦaěion (Ħ) 2 X de each Ďemaněic Ħniě Ħ 2 U
(cf. [WL14]). The İalĦaěion (Ħ) ćepćeĎeněĎ Ħncećěainěĳ: ıhen X = [Ļ,1], an elemeně Ĳ 2 X coĦld
be iněećpćeěed aĎ a pćobabiliěĳ, oć aĎ a fĦķķĳ İalĦe. In ěhe pćeĎeně abĎěćacě Ďeěěing, ěhe Ďeě X iĎ noě
®Ĳed, and oěheć iněećpćeěaěionĎ aće alĎo conceiİable.

DeciĎion. Noı conĎideć alĎo paćěial İalĦaěion mapĎ  :V!X, ıheće V⊆U iĎ ĎĦbĎeě. Denoěe ěhe
domain of de®niěion of a (paćěial) İalĦaěion map bĳ D(). Then deciĎion iĎ an opećaěion ćeĎěćicěing
a giİen (paćěial) İalĦaěion map  ěo Ďome ĎĦbĎeě

D()⊆ D()⊆ U,

leading ěo a paćěial İalĦaěion  := |D() ıhich onlĳ İalĦaěeĎ ěhe Ďemaněic ĦniěĎ coććeĎponding
ěo ěhe deciĎion. The elemeněĎ of D() aće called ıinnećĎ of ěhe deciĎion. A deciĎion opećaěion iĎ
called conĎiĎěeně ıiěh İalĦaěion [WL14], if ěheće iĎ a binaćĳ ćelaěion on X ĎĦch ěhaě

Ħ 2 D() , Ħ 2 D() ^ ∀İ 2 D() : (Ħ) (İ). (1)

Iě iĎ pćoİed in [WL14] ěhaě, in ěhiĎ ĎiěĦaěion, pćopećěieĎ of coććeĎpond ěo pćopećěieĎ of aĎ folloıĎ:

DeciĎion  Binaćĳ ćelaěion
± non-İaniĎhing ± ®niěe ĎĦbĎeě-ěopped
± effecěiİe ± aněiĎĳmmeěćic
± ĎĦbĎeě-Ďěable ± ěćanĎiěiİe
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ThiĎ implieĎ ěhaě a deciĎion opećaěion  ıhich iĎ conĎiĎěeně ıiěh İalĦaěion iĎ non-İaniĎhing, effec-
ěiİe, and ĎĦbĎeě-Ďěable, if and onlĳ if iě iĎ baĎed on a ěoěal oćdeć on X İia (1). On ěhe oěheć hand,
ěheće iĎ no appaćeně connecěion beěıeen and ěhe pće®Ĳ ćelaěion on U.

Join. The Ďecond cogniěiİe opećaěion conĎidećed heće iĎ ăjoinĄ of Ďemaněic ĦniěĎ, and ıhaě ěhiĎ
meanĎ foć İalĦaěion. To ®Ĳ noěaěion, leě 1 :U1 !X and Ĥ :UĤ !X be ěıo giİen İalĦaěion mapĎ.
Foć Ďemaněic ĦniěĎ Ħ1 2U1 and ĦĤ 2UĤ, giİen aĎ oćdeć-deěećminiĎěic pomĎeěĎ, denoěe bĳ Ħ1�ĦĤ ěheić
join [Re9Ė], oć, eqĦiİalenělĳ, ěheić ĎĦpćemĦm ı.ć.ě. pće®Ĳ ćelaěion. Iě maĳ happen ěhaě Ďome of ěhe
joinĎ Ħ1�ĦĤ, ıhen Ħ1 ćĦnĎ oİeć U1 and ĦĤ ćĦnĎ oİeć UĤ, do noě ćefeć ěo ćeal ĎiěĦaěionĎ and ěhećefoć
can be diĎcaćded. The ćemaining ămeaningfĦlĄ joinĎ aće collecěed in a ĎĦbĎeěV⊆U1�UĤ. Moćeoİeć,
aĎ � iĎ idempoěeně, iě maĳ happen ěhaě∅ 6=U1∩UĤ ⊆V. Noı a İalĦaěion map  :V[U1[UĤ !X
ıhich eĲěendĎ boěh 1 and Ĥ iĎ called conĎiĎěeně ıiěh join, if ěheće iĎ a binaćĳ opećaěion _ on X
ĎĦch ěhaě

∀Ħ1 2 U1 and ĦĤ 2 UĤ : Ħ1�ĦĤ 2 V ) (Ħ1�ĦĤ) = (Ħ1)_(ĦĤ).

If ıe aĎĎĦme ěhaě (Ħ1 � ĦĤ) = (Ħ1)_(ĦĤ) iĎ İalid foć aćbiěćaćĳ oćdeć-deěećminĎiěic pomĎeěĎ
Ħ1,ĦĤ, ěhiĎ ıoĦld implĳ ěhaě _ iĎ ěaking ěhe ĎĦpćemĦm ı.ć.ě. Ďome paćěial oćdeć on X, and ěhaě 
ćeĎpecěĎ ěhe pće®Ĳ ćelaěion in ěhe ĎenĎe ěhaě (İ) (Ħ) ıheneİeć İ iĎ a pće®Ĳ of Ħ. Noěe ěhaě aě
ěhiĎ Ďěage, ěheće iĎ no appaćeně connecěion ěo ěhe ěoěal oćdeć conĎidećed in (1).

ConclĦĎion. SĦppoĎe ěhaě ıe aće ěo deĎign a cogniěiİe ĎĳĎěem, and ıe decided ěo ĦĎe foć modeling
Ďemaněic ĦniěĎ elemeněĎ fćom ěhe ĎeěDPOM(E) of oćdeć-deěećminiĎěic pomĎeěĎ oİeć a giİen alphabeě
E. If ıe ıiĎh ěo model Ħncećěainěĳ bĳ a İalĦaěion map  :DPOM(E)!Xıhich behaİeĎ ıell ı.ć.ě.
ćaěional cogniěiİe opećaěionĎ, ěhen iě ĎĦf®ceĎ ěo enĎĦće ěhaě  mapĎ ěhe pće®Ĳ ćelaěion ěo a ěoěal oćdeć
on X, and ěhe join � ěo ěaking ěhe maĲimĦm ı.ć.ě. ěhaě ěoěal oćdeć.
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ěĦće ĎěćĦcěĦće, Ħncećěainěĳ, Ďemaněic Ħniě, İalĦaěion map, deciĎion opećaěion, binaćĳ ćelaěion, join
opećaěion, binaćĳ opećaěion.
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