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1 Einleitung

Fragen des optimalen Informationsstandes sind bei Entscheidungsproblemen unter Un-
sicherheit ein wichtiges Thema. Dies gilt sowohl f¨ur Probleme derÖkonomie (Arbeit-
splatzsuche, Produktsuche, Investitionsm¨oglichkeitssuche u.a.m.) als auch der Informatik
(Information Retrieval, Algorithmenwahl u.a.m.). Durch das zunehmende Information-
sangebot auf fast allen Gebieten, kommt der wirtschaftlichen Informationsbeschaffung
immer höhere Bedeutung zu. Numerisch rechenbare Modelle sind nur in einfachen F¨allen
vorhanden. Vorliegender Beitrag beschreibt ein Modell zur optimalen Suche und Evalu-
ation bei bekannter Verteilung des Such- und Evaluationsertrages und bekannten Kosten
anhand von Fallbeispielen.

2 Das Grundmodell der Entscheidungstheorie

In der Beschreibung der Entscheidungssituation gehen wir vom ”State Preference Model”
aus, welches heute in der ¨okonomischen Literatur verbreitet ist (vgl. z.B. [Fe75]).

3 Ein sequentielles Modell zur Suche und Prüfung von Handlungsalter-
nativen

3.1 Einführung

ln der Folge soll auf Modelle eingegangen werden, die mehr als eine Komponente in der
Entscheidungsfindung ber¨ucksichtigen und so die Realit¨at in verbesserter Weise wider-
spiegeln. So ist beispielsweise f¨ur den Kauf eines Produktes im allgemeinen nicht allein
der Preis ausschlaggebend, sondern es spielen andere Faktoren eine Rolle, wie die Qualit¨at
des Produktes oder der Kundendienst des Herstellers. Besonders soll hier auf ein Modell
eingegangen werden, das erstmals von MacQueen [M64] vorgestellt wurde, und f¨ur das
analytische und numerische Ergebnisse bei der Verwendung einer Multinormalverteilung

670



sowie der rechnerisch einfacher zu handhabenden diskreten Multinominalverteilung vor-
liegen. In diesem Modell kann unter zus¨atzlichen Kosten eine Verbesserung des Ken-
ntnisstandes ¨uber den Wert einer Alternative durch Einholen von Zusatzinformation er-
reicht werden. Es besitzen der zuerst beobachtete Wert (Suchvariable), der nach einem
Test beobachtete Wert (Testvariable) und der wahre Wert der Alternative eine gemein-
same Verteilung. MacQueen l¨ost dieses Modell bei mehreren Annahmen, auf die in den
folgenden Abschnitten noch n¨aher eingegangen wird. (Ein Ansatz zu einem verwandten
Problem stammt von Marschak und Yahav [MY66] und Stewart [St81]. Beide Modelle
können numerische Probleme nicht exakt l¨osen).

3.2 Problemstellung

In einem sequentiellen Entscheidungsproblemmit einer unbeschr¨ankten Anzahl von Alter-
nativen soll der Auswahlprozeß dann gestoppt werden, wenn die vorliegende Alternative
einen möglichst hohen Wert erwarten l¨aßt. Der Entscheider beobachtet zu jeder Alterna-
tive den Wertx (also die Realisation) einer ZufallsvariablenX , von der er auf den Wert
u der ZufallsvariablenU , d.i. der ”wahre” Wert dieser Alternative, schließen kann. Diese
Beobachtung verursache Beobachtungskosten (d.s. Suchkosten) vonc s.

Daraufhin kann er entweder:

1. diese Alternative akzeptieren und keine weiteren Werte mehr beobachten. Sein er-
warteter Ertrag ist dannE(U/X = x). Er kann aber auch

2. die vorliegende Alternative verwerfen und eine neue Alternative (wieder mit Suchkosten
cs) suchen undX beobachten. Zudem hat er noch die M¨oglichkeit,

3. mehr Information ¨uber den Wert der Alternative durch Testen derselben einzuholen,
indem er eine zweite ZufallsvariableY beobachtet, die ihm eine verbesserte In-
formationüber den wahren Wert (d.i. die ZufallsvariableU ) zu den Testkostenc t

liefert. Die zweite Beobachtung - ein Test der Alternative - liefert erwarteten Ertrag
vonE(U/X, Y ).

Ein Rückgriff auf bereits verworfene Alternativen ist m¨oglich, kommt jedoch nicht vor.
Gesucht ist eine optimale station¨are Politik für diesen Entscheidungsprozeß, die nur von
den beobachteten Werten der ZufallsvariablenX und Y abhängt. Das heißt, f¨ur jeden
dieser Werte soll die Aktion (Entscheidung) angegeben werden, f¨ur dieE(U/X, Y ) max-
imiert wird. Abbildung 1 veranschaulicht den Entscheidungsprozeß. Die gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsvariablenX, Y und U soll bekannt sein. Mit
Z = E(U/X = x, Y ) bezeichnen wir die Zufallsvariable, die in Abh¨angigkeit vonY
den bedingten Erwartungswert vonU darstellt, nachdem der Wertx beobachtet wurde.
Die Verteilung vonZ entspricht der vonY . Es kann gezeigt werden, daß auf einige Be-
dingungen, die von MacQueen angegeben wurden, verzichtet werden kann, und daß im
wesentlichen folgende Bedingungen als Voraussetzung gen¨ugen:

1. Die ZufallsvariablenX, Y undU besitzen eine gemeinsame Wahrscheinlichkeits-
dichteh(x, y, u).
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2. Der ErwartungswertE(U) existiert und ist endlich.

3. dF (z/x)/dx < O, d.h., die VerteilungF (z/x) ist stochastisch geordnet aufX .
Dann gilt nämlich für x1 < x2, daßF (z/x1) > F (z/x2) wahr ist.

Sei v der erwartete Erfolg, falls verworfen wird und dann nach der optimalen Strategie
vorgegangen wird. Nachdem derx-Wert einer Alternative ermittelt wurde, sind die er-
warteten Ertr¨age

v für Verwerfen
E(U |X = x) =

∫ +∞
−∞ zf(z|x)dz =: R(x) für Annehmen und Stoppen ohne Testen

vF (v|x) +
∫ +∞

v zf(z|x)dz − ct =: T (v, x) für Testen und optimales Fortfahren

Das Maximum dieser drei erwarteten Ertr¨age legt bei bekanntemv die optimale weitere
Vorgehensweise fest.

U

Akzeptieren

c tc s

X Beobachten    Y Testen

Verwerfen

Verwerfen

Abbildung 1: Der Such- und Testprozeß

Unter Voraussetzung 3) istR(x) monoton wachsend in(−∞, +∞). Für das weitere
Vorgehen erweist es sich als zweckm¨aßig, die zuX äquivalente ZufallsvariableR einzuführen,
die jeder Alternative den Wertr = R(x) zuordnet.x(r) ergibt sich dann aus der Beziehung
r = R(x(r)), weiterhin seienF (r) := F (X(R)) = P (R ≤ r), F (z|r) := F (z|x(R)) =
P (Z ≤ z|R = r) und f(r) und f(z|r) seien die zugeh¨origen Dichtefunktionen. Der
erwartete Ertrag f¨ur Testen und optimales Fortfahren ergibt sich dann zu

T (v, r) = vF (v|r) +
∫ +∞

v

zf(z|f)dz − ct (1)

MacQueen zeigt, daßT (v, r) monoton wächst mit0 < δT (v, r)/δr < 1, sodaß bei festem
v0 die Gleichungen

T (v, r) = v (2)

T (v, r) = r (3)

jeweils höchstens eine L¨osung(rV , rA) besitzen (siehe Abbildung 2).

Zur Lösung des Modells betrachtet man zun¨achst den erwarteten Ertrag einer Suchpolitik
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Abbildung 2: Die möglichen Verläufe vonT (v, r)

ohne zu testen. Dieser ergibt sich als L¨osung von

v = vF (v) +
∫ +∞

v

rf(r)dr − cs (4)

Da die Gleichung unter den ¨ublichen Voraussetzungen [De70] genau eine L¨osungv 0 be-
sitzt, und da in einer optimalen Politik nur dann getestet wird, wennT (v 0, v0) < v0

ist, sind nur zwei m¨ogliche Verläufe vonT (v0, r) zu unterscheiden (vgl. Abbildung
2): T (v0, v0) > v0 undT (v0, v0) ≤ v0. Nehmen wir an, daß in einer optimalen Poli-
tik getestet werde. Dann kann man wie in Abbildung 2 graphisch die Ermittlung der
optimalen Politik anschaulich darstellen. MacQueen zeigt unter der Annahme, daß die
Mittelwerte der Randverteilungen der Variablen der gemeinsamen Verteilung folgen, die
Richtigkeit des folgenden Satzes:

Unter der Voraussetzung, daß die Gleichungen (2) und (3) eine L¨osung besitzen, gibt es
höchstens ein Tripel(rV , v∗, rA), das gleichzeitig die Gleichungen

v = vF (rV ) +
∫ rA

rV

T (v, r)f(r)dr +
∫ +∞

rA

rf(r)dr − cs (5)

T (v, rV ) = v (6)

T (v, rA) = rA (7)

erfüllt.

Gleichung 5 stellt den erwarteten Ertrag der Politik dar, wenn f¨ur alle Werte vonr kleiner
gleichrV verworfen wird, innerhalb der Grenzen des Intervalls(rV , rA) getestet wird und
für aller größer oder gleichrA bei Suchkostencs akzeptiert wird.
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3.3 Beispiel

Eine optimale Politik kann somit folgendermaßen bestimmt werden:

1. Bestimmev0 als Lösung von Gleichung (4).

2. T (v0, v0) < v0 : (nie testen)
v∗ = v0, Verwerfe fallsx < x∗, x∗ = R−1(v0)

3. T (v0, v0) ≥ v0 :
Bestimme(rV , v∗, rA) als Lösung des Gleichungssystems (5), (6), und (7). Verw-
erfe fallsx < x∗, x∗ = R−1(rV ), akzeptiere fallsx < y∗, y∗ = R−1(rA) Anderen-
falls teste, bestimmeE(U |X = x, Y =<) und akzeptiere fallsE(U |X = x, Y =
y) > v∗

Um diese Berechungsschritte numerisch zu illustrieren, wollen wir ein Beispiel bei Ver-
wendung diskret verteilter Zufallsvariablen aus [JH85] vorstellen1. Die Tabellen 1 bis 6
zeigen die wesentlichen Berechnungsschritte zur Bestimmung der optimalen Politik, Ab-
bildung 5 veranschaulicht den Verlauf vonT (v, r) für diskrete Werte vonr. Der durch Ver-
gleich vonv0 mit T (v0, r) undr resultierende Wert der Politikv (1) stellt in diesem Beispiel
bereits den erwarteten Wert der optimalen Politikv∗(= v(1)) dar, da sich Akzeptanz-, Test-
und Ablehnungsbereich f¨ur v (1) nicht ändern.

x, y, u f(x, y, u) x, y f(u/x, y)
1,1,1 0.1 1,1 2/3 u=1
1,1,2 0.05 1/3 u=2
1,2,2 0.04 1,2 4/5 u=2
1,2,3 0.01 1/5 u=3
2,2,1 0.05 2,2 1/4 u=1
2,2,2 0.15 3/4 u=2
2,3,2 0.05 2,3 1/2 u=2
2,3,3 0.05 1/2 u=3
3,2,2 0.05 3,2 1/2 u=2
3,2,3 0.05 1/2 u=3
3,3,3 0.15 3,3 1/4 u=2
4,2,3 0.06 3/4 u=3
4,2,4 0.02 4,2 3/4 u=3
4,4,3 0.02 1/4 u=4
4,4,4 0.1 4,4 1/6 u=3

5/6 u=4

Tabelle 1:Gemeinsame Tabelle 2:Die bedingte
Wahrscheinlichkeits- Wahrscheinlichkeits-
funktion der funktionf(u|x, y)
ZufallsvariablenX, Y, U

1Allerdings kann bei diskreten Verteilungen eine mehrfache Politikverbesserung erforderlich sein, bis
schließlich das Tripel(rV , v∗, rA) endgültig feststeht.
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x E(U |X = x, y) R(x)
1 4/3 y=1 31/20

11/5 y=2
2 7/4 y=2 2

5/2 y=3
3 5/2 y=2 8/3

11/4 y=3
4 13/4 y=2 36/10

23/6 y=4

Tabelle 3:Der bedingte
ErwartungswertE(U |X, Y )
und der erwartete Ertrag
R(x) bei Akzeptieren

x r f(r) f(z/r) F (z/r)
1 31/20 2/10 3/4 z= 4/3 0 z<4/3

1/4 z=11/5 3/4 4/3≤z<11/5
1 z≥11/5

2 2 3/10 2/3 z= 7/4 0 z<7/4
1/3 z= 5/2 2/3 7/4≤z<5/2

1 z≥5/2
3 8/3 3/10 1/3 z= 5/2 0 z<5/2

2/3 z=11/4 1/3 5/2≤z<11/4
1 z≥11/4

4 36/10 2/10 4/10 z=13/4 0 z<13/4
6/10 z=23/6 4/10 13/4≤z<23/6

1 z≥23/6

Tabelle 4:Die bedingte Verteilung von
Z und die Randverteilung vonR

r T (v, r)
31/20 29/20 v<4/3

3/4 v + 9/20 4/3≤v<11/5
v-1/10 v≥11/5

2 19/10 v<7/4
2/3 v + 11/15 7/4≤v<5/2
v-1/10 v≤5/2

8/3 77/30 v<5/2
1/3v + 26/15 5/2≤v<11/4
v-1/10 v≥11/4

36/10 7/2 v<13/4
4/10 v + 22/10 13/4≤v<23/6
v-1/10 v≥23/6

Tabelle 5:Erwarteter Ertrag beim Testen
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x0 r v0 T (v0, r) Anfangspolitik v(1) T (v(1), r) optimale Politik
1 1.55 2.04 1.98 VERWERFEN 2.067 2 VERWERFEN
2 2 2.04 2.09 TESTEN 2.067 2.111 TESTEN
3 2.67 2.04 2.567 AKZEPTIEREN 2.067 2.567 AKZEPTIEREN
4 3.6 2.04 3.5 AKZEPTIEREN 2.067 3.5 AKZEPTIEREN

Tabelle 6:Bestimmung der Anfangspolitik und der optimalen Politik

4 Bisherige Arbeiten und Zusammenfassung

Vorgestelltes Modell ist erweiterbar auf einen + 1 dimensionale Verteilung mit(n − 1)
Testmöglichkeiten und Suche (s. Anhang).Über die Diskretisierung kann auch f¨ur stetige
Verteilung relativ effizient eine optimale Politik ermittelt werden, indem die Verteilung
diskret approximiert wird und aus der resultierenden Multinominalverteilung eine opti-
male Politik ermittelt wird [Ti85]. In der Informatik wurde obiger Ansatz in der Ermit-
tlung optimaler Startpunkte in hierarchischen Hypermediasystemen basierend auf einem
Ansatz von [FC89] erfolgreich angewandt. Die Erweiterung des Ansatzes von [KL79]
und [KW81] erscheint mit diesem Modell ebenso leicht m¨oglich. Bei mehr als einem
Test ist es bisher nicht gelungen, Kriterien f¨ur eine optimale Testreihenfolge anzugeben,
ohne die Werte f¨ur alle Tests permutiert zu ermitteln. Ist bei einer diskreten Verteilung
W (X1, X2, ..., Xk) die Anzahl der Wertauspr¨agungen vom Umfangn, so ist die Rechenkom-
plexität zur Ermittlung des optimalen Wertes einer Politik bei vorgegebener Testreihen-
folge von der Gr¨oßeO(nk). Die Zeitkomplexität der Ermittlung der optimalen Politik ist
dann ca.O(kknk). Eine Erweiterung des Verfahrens um einen lernenden Ansatz, der bei
wiederholter Verwendung derselben Verteilung diese erlernt und ihrenÄnderungen in der
Zeit eventuell folgt, wurde erst in der Informatik an einer Suchfragestellung - ohne Testen
- erfolgreich von [Ga84] unter Verwendung eines minimalen randomisierten Suchalgorith-
mus von [Ja76] versucht.

Insgesamt erscheint vorliegende Erweiterung des entscheidungstheoretischen Ansatzes in
vielen Fällen in derÖkonomie und in der Informatik einsetzbar. Als gr¨oßte Schwierigkeit
erweist sich die Angabe geeigneter WahrscheinlichkeitsverteilungenW (X 1, X2, ..., Xn)
wenn ein derartiger stochastischer Zusammenhang vorliegt.
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5 Anhang: Politik mit 3-fachem Testen

KOSTENSTRUKTUR
BEOBACHTUNG KOSTETC0 = 0.04

1. TEST KOSTETC1 = 0.01
2. TEST KOSTETC2 = 0.01

3. TEST KOSTETC3 = 0.01
x1 AKTION RW (AKTION)
x0 -1 VERWERFEN 0.40
x0 -2 1. TEST 0.60
x1 -1 2. TEST 0.26
x2 -1 VERWERFEN 0.11
x2 -2 3. TEST 0.15
x3 -1 VERWERFEN 0.06
x3 -2 AKZEPTIEREN 0.09
x1 -2 2. TEST 0.34
x2 -1 3. TEST 0.15
x3 -1 VERWERFEN 0.07
x3 -2 AKZEPTIEREN 0.08
x2 -2 AKZEPTIEREN 0.19

x1 RW (AKTION) EE (AKTION)
x0 0.400 1.819
x0 0.600 1.845
x1 0.433 1.799
x2 0.423 1.819
x2 0.577 1.831
x3 0.400 1.819
x3 0.600 1.859
x1 0.567 1.900
x2 0.441 1.886
x3 0.467 1.819
x3 0.553 1.970
x2 0.559 1.980

Tabelle 7:Optimale Politik

RW: R Wahrscheinlichkeit
BW: Bedingte Wahrscheinlichkeit

EE: Erwarteter Ertrag
v0 = 1,6667 (Politik ohne Test)

v3 = 1,8194 (Politik mit 3 Testm¨oglichkeiten)
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x0 x1 x2 x3 x4 W (x0, x1, x2, x3, x4)
1 1 1 1 1 0.06
1 1 1 1 1 0.01
1 1 1 2 1 0.04
1 1 1 2 2 0.01
1 1 2 1 1 0.04
1 1 2 1 2 0.02
1 1 2 2 1 0.03
1 1 2 2 2 0.04
1 2 1 1 1 0.01
1 2 1 1 2 0.01
1 2 1 2 1 0.02
1 2 1 2 2 0.03
1 2 2 1 1 0.01
1 2 2 1 2 0.01
1 2 2 2 1 0.02
1 2 2 2 2 0.03
1 2 2 2 3 0.01
2 1 1 1 1 0.04
2 1 1 1 2 0.01
2 1 1 2 1 0.04
2 1 1 2 2 0.02
2 1 2 1 1 0.03
2 1 2 1 2 0.03
2 1 2 2 1 0.02
2 1 2 2 2 0.06
2 1 2 2 3 0.01
2 2 1 1 1 0.04
2 2 1 1 2 0.03
2 2 1 2 1 0.01
2 2 1 2 2 0.06
2 2 1 2 3 0.01
2 2 2 1 1 0.02
2 2 2 1 2 0.05
2 2 2 1 3 0.01
2 2 2 2 1 0.01
2 2 2 2 2 0.09
2 2 2 2 3 0.02

Tabelle 8:Verteilung
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