CAS-unterstiitztes Assessment von Mathematik

M. Kallweit
(Ruhr-Universitit Bochum)

michael.kallweit@rub.de

Digitales Assessment

Die steigende Verbreitung von eLearning-Angeboten ist
nicht nur den neuen Lehr- und Lernmdoglichkeiten ge-
schuldet. Oftmals sind es knappe Ressourcen und der
Wunsch die herkdmmliche Lehre zu entlasten, die den
Einsatz digitaler Tools vorantreiben. Neben didaktisch
und medial aufbereiteten Materialien (welche ohne neu-
en Aufwand immer wieder verwendet werden konnen)
sind es Routine-Ubungsaufgaben, die man in elektroni-
sche Systeme auslagern mochte.

Mathematikfertigkeiten, die klassischerweise iiber
Papieraufgaben abgefragt und von einer Lehrperson
korrigiert werden, digital zu {iberpriifen, stellt hohe An-
forderungen an das zugrundeliegende technische Sys-
tem.

Wirft man einen Blick in die digitale Landschaft
vorhandener Lernmaterialien und Aufgaben, so werden
am hiufigsten geschlossene Antwortformate verwendet.
Bei diesen werden dem Nutzer Antwortmoglichkeiten
préasentiert und es muss die richtige auswihlt werden.
Neben Multiple-Choice zidhlen auch Zuordnungs- und
Sortieraufgaben zu diesem Typus. Gefordert wird hier-
bei vom Nutzer eine (alleinige) Identifikations- und Se-
lektionsleistung.

Andere wichtige Fahigkeiten, wie das Konstruie-
ren von mathematischen Objekten (z.B. ein gesuch-
ter algebraischer Term), verlangen nach weitergehen-
den Formaten, den offenen Aufgaben. Die Antwort
muss dabei selbst erdacht und in ein System einge-
geben werden. Nahezu alle eLearning-Plattformen bie-
ten die Moglichkeit eine freie Eingabe mittels String-
vergleich oder mit reguléren Ausdriicken auszuwerten.
Fiir die Eingabe von Zahlen lassen sich numerische To-
leranzbedingungen einstellen. Eine Behelfsmoglichkeit
fiir die Abfrage von Termen ldsst sich z.B. im System
MUMIE [4] finden. Dort wird die Ubereinstimmung ei-
nes eingegebenen Funktionsterms mit der Musterldsung
durch eine numerische Auswertung der Terme an vielen
zufilligen Stellen getroffen.

Einen Uberblick iiber vorhandene computerun-
terstiitzte Assessmentsysteme findet man in [2].

Unterstiitzung durch CAS
Flexibilitdt bei der Behandlung symbolischer Aus-

driicke gewinnt man durch den Einsatz von Com-
puteralgebrasystemen. Die verbreitetsten Learning-
Management-Systeme (LMS) sind Client-Server-
Anwendungen, wobei als Client zumeist der Internet-
browser fungiert. Ein CAS kann hier auf der Seite des
Clients (z.B. auf Javascript-Basis) oder serverseitig ein-
gebracht werden. Robuster und aus priifungstechnischer
Sicht sicherer ist der Einsatz eines CAS im Backend,
weshalb die meisten Systeme diesen Weg wihlen.

STACK

Die Software STACK ist ein quelloffenes Assessment-
system fiir mathematische Fragestellungen, welches im
Hintergrund das CAS Maxima [6] verwendet. STACK
lasst sich in verschiedene Lernplattformen einbinden;
zur Zeit stehen Plugins fiir Moodle [7] und Ilias [3] zur
Verfiigung. Die Moglichkeiten von STACK werden in
[1] beschrieben und im Nachfolgenden genauer vorge-
stellt.

Maoglichkeiten zur Antwortauswertung

Die einfachste Art der Auswertung ist der Vergleich mit
einer hinterlegten Musterlosung. Da sich jedoch ma-
thematische Objekte mit unendlich vielen verschiede-
nen Textausdriicken beschreiben lassen, ist hierbei der
Riickgriff auf die Methoden des CAS zur Vereinfachung
und Normalisierung von Ausdriicken unabdingbar. Ab-
bildung 1 beschreibt einen einfachen Algorithmus.

IF simplify (input - solution) = 0
THEN mark := 1
ELSE mark := 0

Abbildung 1: Auswertung durch Vergleich mit Losung

Je nach didaktischem Konzept der Aufgabe sind
weitere Verfahren zur Eingabeiiberpriifung nutzbar.
STACK kennt verschiedene Tests auf Gleichheit, wie
z.B. algebraische Aquivalenz von Termen, Aquivalenz
von Gleichungen (auch falls verschiedene Variablen ver-
wendet wurden) und Gleichheit des Ableitungsbaums
des CAS-Parsers. Hinzukommen Tests, die vielféltige
formale Aspekte liberpriifen konnen (u.a. ob ein Bruch
vollstindig gekiirzt ist, oder die Eingabe komplett aus-
multipliziert ist), verschiedene numerische Tests, Me-
thoden fiir Zeichenketten (wie reguldre Ausdriicke) und
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fiir einige spezielle Situationen (wie Differentiation und
Integration):

Gleichheit: CasEqual, EqualComAss, AlgEquiv,
SubstEquiv, SameType, SysEquiv

Form: LowestTerms, Expanded, FacForm, SingleFrac,
PartFrac, CompletedSquare

Numerik: NumRelative, NumAbsolute, NumSigFigs,
GT, GTE

Zeichenketten: String, StringSloppy, RegExp
Weitere: Factorisation of polynomials, Diff, Int

Damit wird ein breites Spektrum an tiefergehenden
Aufgaben moglich. Die Beispielaufgabe in Abbildung
2 zeigt eine offene Modellierungsfrage, in der zu ei-
nem genannten Problem eine Gleichung aufgestellt und
gelost werden muss.

Eine Seite eines Rechtecks ist 5cm langer als die an-
dere. Der Flicheninhalt ist 24cm?. Gesucht sind die
Seitenldngen.

1. Geben Sie eine Gleichung ein, die die Sei-
tenldngen mit dem Fldcheninhalt in Beziehung
bringt.

2. Geben Sie die Losungen ihrer Gleichung aus 1
ein.

3. Geben Sie die Seitenldngen des Rechtecks ein.

Abbildung 2: Eine Modellierungsaufgabe

Auch Realisierungsaufgaben, in denen der Nutzer
gefordert ist, ein Beispiel fiir einen mathematischen
Sachverhalt einzugeben, lassen sich umsetzen, siehe
Abbildung 3.

Geben Sie ein Beispiel fiir eine Funktion f : R — R
an, die an der Stelle x = 0 stetig, aber nicht differen-
zierbar ist.

Abbildung 3: Eine Realisierungsaufgabe

Riickmeldebiume und individuelles Feedback

Doch mit dem Riickgriff auf das CAS lisst sich noch
weit mehr bewerkstelligen. So ist es in dem STACK-
Aufgabentyp moglich, zunichst mathematische Ei-
genschaften der Nutzereingabe als Zwischenergebnis-
se zu berechnen und von diesen die weitere Aus-
wertung abhidngig zu machen. STACK verwaltet die
Struktur dieser Verzweigungen in einem sogenannten
Riickmeldebaum, ein Beispiel ist in Abbildung 4 gege-
ben.

Eingabe A ist
falsch

Eigenschaft B
ist erfillt

FEigenschaft Bs
ist erfiillt

Falsche Antwort

Abbildung 4: Riickmeldebaum

An jedem Knoten des Baums kann man wihlen,
welcher der oben genannten Tests mit der Eingabe oder
den berechneten Zwischenergebnissen ausgefiihrt wird.
Dabei ldsst sich zusitzlich fiir jede der beiden Verzwei-
gungen eines Knotens (und damit insbesondere bei den
Blittern) eine (Teil-)Bepunktung festlegen. Beim for-
mativen Assessment als Lernszenario kann dieses durch
entsprechendes textliches Feedback erginzt werden.

In der Beispielaufgabe 3 kdnnte man zur Bewertung
der Nutzereingabe zunichst die beiden Eigenschaften
stetig bei 0 und differenzierbar bei 0 mittels CAS be-
stimmen und dann entsprechende Bepunktungen aus-
geben. Dabei kann die textliche Riickmeldung an den
Nutzer, wenn gewiinscht, diese Auswertungen aufgrei-
fen und beispielsweise riickmelden, dass die eingegebe-
ne Funktion zwar stetig an der Stelle O, aber auch diffe-
renzierbar ist (was sie laut Aufgabenstellung nicht sein
sollte).

Die bei einer Auswertung durchlaufenen Knoten er-
geben die Gesamtpunkte und das Gesamtfeedback.

Randomisierte Aufgaben
Neben den Vorteilen zur Auswertung und der Generie-
rung eines individuellen Feedbacks, 1dsst das CAS sich
auch direkt bei der Erzeugung der Aufgabe nutzen. In
STACK konnen sogenannte Aufgabenvariablen definiert
werden um Vorberechnungen vorzunehmen. Noch vor
der Anzeige des Aufgabentextes werden diese Variablen
durch die konkreten vom CAS berechneten Ergebnisse
ersetzt. So lassen sich zur Laufzeit konstruierte mathe-
matische Objekte fiir eine Aufgabe jedes mal neu erzeu-
gen. Bereitgestellte Zufallsfunktionen ermdglichen ei-
ne automatische Variation, was gezielt fiir didaktische
Zwecke genutzt werden kann. Jeder Lernende bekommt
seine eigene Aufgabenvariante. Kooperation mit ande-
ren ist nur noch iiber die zugrundeliegenden Konzep-
te moglich. Ein naives Abschreiben funktioniert nicht
mehr.

Mochte der Lehrende Musterlosungen bereitstellen,
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konnen diese direkt mit dem Gesamtfeedback ausgege-
ben werden. Auch hier kann das CAS genutzt werden,
um diese aus der (randomisierten) individuellen Aufga-
benstellung zu generieren.

Anforderungen an das CAS

Um die zuvor beschriebenen Funktionalitiiten zu errei-
chen, muss das verwendete CAS einige Voraussetzun-
gen erfiillen. Maxima hat sich hier als vielfach verwen-
dete Losung herauskristallisiert. Als weitere Beispiele
neben STACK sind hier das System LON-CAPA [5] und
das hochschuliibergreifende Studienorientierungsportal
Studifinder [8] zu nennen.

Im Praxiseinsatz sind die technischen Anforderun-
gen von entscheidender Bedeutung. Ein schneller Start
des CAS und ziigige Verarbeitung der Anfragen des
LMS miissen gewdhrleistet sein. Als Lisp-Programm
kann Maxima zur Laufzeit mit vollstindig geladenem
STACK-Code als Snapshot gespeichert werden, was
einen schnellen Wiederaufruf zur Folge hat. Soll das
System zeitgleich viele parallele Nutzeranfragen ver-
arbeiten, lidsst es sich als Cluster mit mehreren In-
stanzen betreiben. Da sich Anfragen ans CAS mit der
Zeit durchaus wiederholen konnen (insbesondere bei
mehrfacher Verwendung der gleichen Aufgaben), kann
ein ausgekliigeltes Cachingverfahren fiir weiteren Ge-
schwindigkeitszuwachs sorgen.

Auf mathematisch funktioneller Seite bedingen die
bereitgestellten Funktionen des CAS die Moglichkeiten
zur Aufgabengestaltung.

Selbst bei dem einfachen Auswertungsalgorithmus
in Abbildung 1 sind hohe Anspriiche an das CAS ge-
stellt. Die Eingabe des Nutzers kann beliebig kompli-
ziert und komplex sein. Terme mit geschachtelten Wur-
zeln und trigonometrische Funktionen zeigen oftmals
die Grenzen der Vereinfachungsfunktionen'® auf.

Tests, die die Form einer Eingabe bemessen, sind
darauf angewiesen bestimmte automatische Berechnun-
gen (wie Zusammenfassung gleicher Variablenpoten-
zen) lokal abzuschalten. Grundlegende Regeln wie die
Kommutativitit der Addition und Multiplikation, be-
hindern die Uberpriifung eines bestimmten geforderten
Formates (z.B. eine Normalform fiir Funktionsklassen).
Manchmal kann gerade die Anwendung einer elemen-
taren Handlung wie Ausmultiplizieren das eigentliche
Testziel sein.

Die Verzweigungen im Riickmeldebaum basieren
vielfach auf mathematischen Eigenschaften der Ein-

gabe. Hierfiir sind Pradikatsfunktionen ungemein hilf-
reich. Methoden um z.B. die Stetigkeit oder Differen-
zierbarkeit einer Funktion oder die Diagonalisierbarkeit
einer Matrix boolesch zu entscheiden werden benotigt.

Im Idealfall sind zwei zufillig generierte Aufgaben-
ausprigungen didaktisch dquivalent, d.h. werden von
Personen vergleichbarer Fahigkeit auch gleich gut be-
arbeitet. Dies stellt eine besondere Herausforderung
fiir die Aufgabenkonstruktion dar. Zum Teil wird wei-
tergehende Mathematik bendtigt, um die gewiinschten
mathematischen Objekte mittels CAS zu erstellen
(man denke hier an schone Vektoren fiir das Gram-
Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren). Funktio-
nen, um solche zufilligen Objekte direkt zu erzeugen
(bestenfalls mit Bedingungen), entlasten den Aufgaben-
ersteller.

Ausblick

STACK findet zunehmend Verwendung in Schulen
und Hochschulen. Ubergreifende Nutzernetzwerke bau-
en gemeinsame Aufgabendatenbanken auf. Viele inter-
essante Weiterentwicklungen, wie mehrsprachige Auf-
gaben oder Eingaben iiber dynamische Geometriesoft-
ware, werden durch internationale Institutionen einge-
bracht. Es ist davon auszugehen, dass STACK oder
dhnliche CAS-basierende Systeme in Zukunft noch wei-
tere Verbreitung erfahren werden und den Bereich digi-
talen Testens weiter bereichern werden.
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Ganz zu Schweigen vom Fehlen einer klaren Definition von einfach.
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