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Abstract: Das Paper analysiert die Laufzeit der Algorithmen von Kruskal, Prim und Bortvka fiir
das Erzeugen minimaler Spannbdume auf ungerichteten, kantengewichteten Graphen und vergleicht
die Ergebnisse mit der theoretischen Laufzeit. Dazu werden die Algorithmen kurz vorgestellt und
deren Implementierung erlidutert. Die Algorithmen sind in der Programmiersprache C umgesetzt
und teilweise mit dem MPI-Standard parallelisiert. Darauf folgt eine Beschreibung der fiir die Tests
verwendeten Daten. Fiir Tests mit Graphen verschiedener Dichte werden generische Graphen fester
GroBle verwendet. Um Aussagen iiber Graphen verschiedener Grofie zu treffen, kommen die Gra-
phen des neunten DIMACS Implementierungswettbewerbs zum Einsatz. Anhand dieser Graphen
wird gezeigt, dass der Algorithmus von Bortivka in der sequentiellen Variante sowohl fiir verschie-
dene Dichten als auch unterschiedliche Groen die schnellste Laufzeit und den geringsten Speicher-
verbrauch erzielt. Mit der gewéhlten Parallelisierungsstrategie erreicht der Algorithmus von Kruskal
fiir diinne Graphen die beste Laufzeit.

Keywords: minimaler Spannbaum, Laufzeitanalyse, Algorithmus von Kruskal, Algorithmus von
Prim, Algortihmus von Borivka

1 Einleitung

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Algorithmen von Kruskal, Prim und Borivka fiir
die Berechnung von minimalen Spannbidumen verglichen. Ein Spannbaum ist ein Baum
aus Kanten eines Graphen, der alle Knoten enthilt und kreisfrei ist. Minimal wird ein
Spannbaum genannt, wenn die Summe aller Kantengewichte die kleinstmogliche unter
allen Spannbdumen des Graphen darstellt.

Minimale Spannbdume werden unter anderem fiir Ndherungslosungen des Rundreisepro-
blems oder fiir die Erstellung kostengiinstiger Versorgungsnetzwerke eingesetzt. Sie sind
auch zur Generierung von Labyrinthen verwendbar.

Es existieren bereits Verdffentlichungen, die die Algorithmen vergleichen. Jedoch sind
diese relativ alt und stellen den Quellcode nicht zur Verfiigung [MS91][DG98][BHO1]
oder benutzen einfache Implementierungen der Algorithmen [PoOS8]. Weiterhin fehlt bei
diesen ein Bezug zu realen Daten, da mit zufillig generierten Graphen gearbeitet wird.
Diese Liicke soll geschlossen werden. Zusétzlich wird mit den verwendeten Graphen ein
groBerer Problembereich abgedeckt.
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2 Algorithmen

Alle verwendeten Verfahren gehoren zur Klasse der Greedy-Algorithmen. Diese konstru-
ieren die optimale Gesamtlosung aus Einzelentscheidungen, die zum jeweiligen Zeitpunkt
den grofiten Gewinn versprechen. Bei der Angabe der asymptotischen Laufzeit steht E fiir
die Menge der Kanten und V fiir die Knotenmenge des Graphen.

Der Algorithmus von Kruskal [Kr56] sucht auf dem gesamten Graphen nach der aktuell
besten Losung. Es handelt sich somit um ein globales Verfahren, das wie folgt ablauft.
Zu Beginn erfolgt eine Sortierung der Kanten des Graphen nach ihrem Gewicht. Danach
durchlduft der Algorithmus die sortierte Kantenliste. Dabei wird zu jeder Kante gepriift,
ob ein Hinzufiigen zum aktuellen Spannbaum einen Kreis entstehen lassen und somit die
Spannbaumeigenschaft verletzen wiirde. Ist das nicht der Fall, wird die Kante zum Spann-
baum hinzugefiigt. Dies wird wiederholt bis alle Kanten abgearbeitet wurden. Um die
Kreisfreiheit effizient zu priifen, konnen die einzelnen Komponenten des Spannbaums in
einer Union-Find-Struktur verwaltet werden. Unter Verwendung dieser wird die Laufzeit
des Algorithmus durch das Sortieren der Kanten dominiert. Es ergibt sich somit fiir ein
optimales vergleichsbasiertes Sortierverfahren die Zeitkomplexitit O(|E|log |E|). Dies ist
asymptotisch dquivalent zu O(|E|log|V]).

Im Gegensatz zum Algorithmus von Kruskal sucht der Algorithmus von Prim [Pr57] nur
von den bisher gewihlten Knoten aus eine neue Kante und arbeitet somit lokal. Am Anfang
wird ein beliebiger Knoten gewihlt. Danach wird die folgenden Schritte abgearbeitet. Von
den verbundenen Knoten werden alle Kanten betrachtet, die zu einem bisher unerreichten
Knoten fiihren. Von jenen wird die Kante mit dem geringsten Gewicht zum Spannbaum
hinzugefiigt. Dies wird fortgesetzt bis alle Knoten im Spannbaum enthalten sind. Fiir eine
effiziente Implementierung wird eine Prioritdatswarteschlange bendtigt. Diese enthélt zu
jedem bisher unerreichten Knoten die Kante mit dem geringsten Gewicht, die zu einem
erreichten Knoten fiihrt. Weiterhin wird eine Adjazenzliste genutzt, in der die Nachbarn
zu jedem Knoten enthalten sind. Fiir die Umsetzung der Warteschlange werden Heaps
verwendet. Unter Nutzung eines bindren Heap ergibt sich eine asymptotische Laufzeit von
O(|E|1log|V|) und mit einem Fibonacci-Heap O(|E| + |V |log|V]).

Der Algorithmus von Bortivka [Bo26] bearbeitet den Graphen folgendermalen in einer
Mischung aus lokalen und globalen Schritten. Beginne mit jedem Knoten als eine eigene
Komponente. Finde von jeder Komponente die Kante mit dem geringsten Gewicht, die zu
einer anderen Komponente fiihrt. Fiige diese Kanten hinzu und vereinige alle so verbunde-
nen Komponenten. Wiederhole dies bis nur noch eine Komponente iibrig ist. Somit wird
auf dem gesamten Graphen fiir jede Komponente lokal nach dem aktuell besten Schritt ge-
sucht. Fiir die Verwaltung der Komponenten kann eine Union-Find-Datenstruktur genutzt
werden. Mit dieser ergibt sich eine theoretische Laufzeit von O(|E|log|V|).

3 Implementierung

Fiir die Implementierung der vorgestellten Algorithmen wird die Programmiersprache C
verwendet. Weiterhin erfolgt eine teilweise Parallelisierung unter Verwendung des Messa-
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ge Passing Interface (MPI)-Standard. Dabei handelt es sich um ein nachrichtengekoppel-
tes Programmiermodell. Dies bedeutet, dass jeder Prozess seinen eigenen Speicherbereich
besitzt und zwischen diesen Informationen iiber Nachrichten ausgetauscht werden. Der
Quellcode des Programms ist auf GitHub unter der LGPL in Version 3 verfiigbar.

Der Graph ist als C-struct mit einem Array fiir die Kantenliste und Werten fiir die Anzahl
der Kanten und Knoten reprisentiert. Das Einlesen eines Graphen erfolgt iiber eine Datei
in der zuerst die Anzahl der Knoten und Kanten steht. Danach folgen alle Kanten, die
als drei Zahlen représentiert werden. Diese stehen fiir die verbundenen Knoten und das
Kantengewicht. Die Knoten sind von Null beginnend durchnummeriert.

Die Implementierung des Algorithmus von Kruskal verwendet als Sortierverfahren Mer-
gesort. Das Verfahren besitzt eine Zeitkomplexitit von O(nlogn) und ist ein stabiles Sor-
tierverfahren. Weiterhin kann dieser Teil parallel ausgefiihrt werden, sodass jeder Prozess
einen Teil der Kanten empfangt und sortiert. AnschlieBend werden die sortierten Teile
wieder versendet und schrittweise vereinigt. Der Merge-Algorithmus ist leicht abgewan-
delt, indem die zweite Hilfte fiir das Merge in umgekehrter Reihenfolge kopiert wird.
Das folgende Abarbeiten der Kantenliste erfolgt sequentiell unter Verwendung einer ar-
raybasierten Union-Find-Struktur. Diese ist mit Pfadverkiirzung und Union-by-Rank um-
gesetzt. Mit dieser wird gepriift, ob die Knoten der Kanten zu verschiedenen Komponenten
gehoren und somit ein kreisfreies Einfiigen moglich ist.

Der Algorithmus von Prim wird mit Heaps umgesetzt. Es steht eine Variante mit einem
bindren Heap und eine mit einem Fibonacci-Heap zur Verfiigung. Der binidre Heap ist als
Array umgesetzt und der Fibonacci-Heap mit doppelt verketteten Listen. Aulerdem wird
eine Adjazenzliste bendtigt, um auf die benachbarten Knoten zu jeder Kante zuzugreifen.
Beide Varianten laufen gleichermallen ab. Zuerst wird der Heap mit allen Knoten initia-
lisiert. Begonnen wird beim ersten Knoten. Dieser wird entfernt und der Heap mit den
Kanten aus der Adjazenzliste zu dem Knoten aktualisiert. Danach wird in jedem Schritt
das Minimum entfernt und der Heap mit den neuen Kanten aktualisiert. Eine Parallelisie-
rung erfolgt nicht, da die Heapstrukturen nicht dafiir geeignet sind.

Der Algorithmus von Bortivka besteht aus zwei Teilen, die wiederholt nacheinander aus-
gefiihrt werden bis nur noch eine Komponente iibrig ist.Der erste Teil ist die Suche aller
Kanten mit dem geringstem Gewicht zwischen den Komponenten. Dazu wird die Union-
Find-Struktur und ein Array von der Grofle der Knotenanzahl genutzt. In dieses wird die
Kante mit dem geringsten Kantengewicht eingetragen, die zu dem jeweiligen Knoten fiihrt,
sofern beide Knoten in verschiedenen Komponenten enthalten sind. Fiir die Ausfiihrung
mit mehreren Prozessoren wird die Suche parallelisiert. Dafiir erhilt jeder Prozess einen
Teil der Kanten und sucht in diesem. Die Ergebnisse werden in einer Sammeloperation bei
einem Prozess zusammengefiihrt. Dieser verteilt danach das Ergebnis wieder. Im zweiten
Teil werden die neu verbundenen Komponenten vereinigt. Dazu durchlduft jeder Prozess
das Array mit den kiirzesten Knoten und vereinigt die verbundenen Komponenten. An-
schliefend aktualisiert jeder Prozess seine Komponentenliste.

2 https://github.com/SethosII/minimum-spanning-tree
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4 Daten

Um verschiedene Eigenschaften der Algorithmen zu untersuchen, werden zwei verschie-
dene Datenquellen verwendet. Mit den realen Daten werden die Eigenschaften fiir Gra-
phen verschiedener Grofle untersucht. Die generischen Daten dienen zur Untersuchung
des Verhaltens auf Graphen unterschiedlicher Dichte.

Als Quelle fiir reale Daten werden die Graphen des 9. Implementierungswettbewerbs des
Center for Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science (DIMACS) verwen-
det.? Die Graphen beschreiben das StraBennetz der USA bzw. Teile davon. Eine Auflistung
der einzelnen Graphen findet sich in Tabelle 1.

Name Beschreibung Knoten Kanten Dichte
USA  USA komplett 23.947.347 58.333.344  2,03E-7
CTR Zentral-USA 14.081.816  34.292.496  3,45E-7
w West-USA 6.262.104  15.248.146  7,77E-7
E Ost-USA 3.598.623 8.778.114  1,35E-6
LKS Grof3e Seen 2.758.119 6.885.658 1,81E-6
CAL Kalifornien und Nevada 1.890.815 4.657.742  2,60E-6
NE Nordost-USA 1.524.453 3.897.636  3,35E-6
NW Nordwest-USA 1.207.945 2.840.208  3,89E-6
FLA Florida 1.070.376 2.712.798  4,73E-6
COL  Colorado 435.666 1.057.066  1,11E-5
BAY Bucht von San Francisco 321.270 800.172  1,55E-5
NY New York City 264.346 733.846  2,10E-5

Tab. 1: Auflistung der realen Graphen

Die Graphen besitzen sehr unterschiedliche Groflen und decken einen Bereich von 70.000
bis 60.000.000 Kanten ab. Alle Graphen sind diinn, da ihre Dichte zwischen 10~ und
1078 liegt. Die Dichte errechnet sich mit Formel 1.

06| 2]
Dichte(G) = —————— =~ ——
iehte(G) = orvi—n) ~ VR

ey
Fiir Tests wihrend der Entwicklung und zum Vergleich der Algorithmen auf verschieden
dichten Graphen werden generischen Graphen verwendet. Diese besitzen ein zufilliges
Kantengewicht von 0 bis 99 und sind in Tabelle 2 aufgelistet. Alle haben 10.000 Knoten
und unterscheiden sich in der Anzahl der Kanten. Der Gittergraph hat eine zweidimen-
sionale, rasterartige Struktur. AuBler am Rand hat jeder Knoten vier Nachbarn. Bei dem
Pfadgraph handelt es sich um eine Kette von Knoten, die bis auf den Start- und Endknoten
jeweils nur zwei Nachbarn haben. Somit hat dieser die kleinstmogliche Dichte fiir einen
zusammenhingenden Graph.

Der Spannbaum des Gittergraphen kann als Labyrinth interpretiert werden. Das Programm
verfiigt liber die Moglichkeit beliebige rechteckige Labyrinthe zu erzeugen.

3 http://www.dis.uniromal .it/challenge9/download.shtml
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Name  Beschreibung Knoten Kanten Dichte
FULL  Graph mit Dichte 1 10.000  49.995.000  1,00E0
HALF  Graph mit Dichte 0,5 10.000  24.997.500  5,00E-1
QUAR  Graph mit Dichte 0,25  10.000 12.498.750  2,50E-1
GRID  Gittergraph 10.000 19.800  3,96E-4
PATH  Pfadgraph 10.000 9.999  2,00E-4

Tab. 2: Auflistung der generischen Graphen

S Laufzeitmessung

Die Laufzeitmessungen erfolgen auf einem Dell R720 Server mit zwei Intel Xeon E5-2680
v2 Prozessoren und 512 GB Arbeitsspeicher. Als Betriebssystem kommt das Community
Enterprise Operating System (CentOS) in der Version 6.6 zum Einsatz. Dieses verwendet
den Linux-Kernel der Version 2.6.32. Als Compiler dient der GNU C Compiler 4.8.1 und
die MPI-Implementierung OpenMPI 1.8.2 fiir die Parallelisierung.

Es werden fiir jeden Algorithmus auf allen vorgestellten Daten jeweils 30 Messungen
durchgefiihrt und iiber diese gemittelt. Fiir die parallelisierten Varianten werden die glei-
chen Messungen zusitzlich auf zwei, vier und acht Prozessorkernen ausgefiihrt. Die Zeit-
messung erfolgt iiber die MPI-Funktion MPI_Wtime.

Abbildung 1 zeigt die sequentielle Laufzeit der Algorithmen auf Graphen unterschiedli-
cher GroBe. Die beste Laufzeit fiir alle GroBen liefert der Algorithmus von Borivka. Die
bendtigte Zeit liegt in etwa bei der Hélfte im Vergleich zum Algorithmus von Kruskal. Die
Algorithmen von Kruskal und Prim mit bindrem Heap sind fiir kleinere Graphen gleich
auf. Mit steigender GroBe erreicht der Algorithmus von Kruskal bessere Laufzeiten. Der
Algorithmus von Prim unter Verwendung eines Fibonacci-Heaps ist der langsamste. Es
wird nur fiir grofBere Graphen eine bessere Laufzeit als mit einem bindren Heap erzielt.

100
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%]
£ 1 == Kruskal
-E —o— Prim (Fib.)
=== Prim (Bin.)
0.1 == BoOruvka
0,01
600000 6000000 60000000

Kanten

Abb. 1: Laufzeit fiir reale Daten (sequentiell)
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Fiir den Vergleich der Algorithmen auf unterschiedlich dichten Graphen werden generi-
sche Graphen mit der gleichen Knotenanzahl verwendet. Die Ergebnisse sind in Abbil-
dung 2 dargestellt. Bei diesen schneidet der Algorithmus von Kruskal mit zunehmender
Dichte schlechter ab. Somit ist dieser Algorithmus fiir dichte Graphen wenig geeignet.
Die Zunahme der Laufzeit fiir die Algorithmen von Kruskal und Prim ist nahezu line-
ar. Jedoch ist der Anstieg des Algorithmus von Prim geringer. Die Variante mit einem
Fibonacci-Heap erreicht keine bessere Laufzeit als die mit einem bindren Heap. Der Al-
gorithmus von Bortivka ist deutlich der schnellste. Dieser hat zusitzlich ab einer mittleren
Dichte nur eine geringe Zunahme der Laufzeit je dichter der Graph wird. Damit ist der
Algorithmus von Borivka fiir dichte Graphen am besten geeignet.

10
9
8
7
” 6
s 5 == Kruskal
E 4 == Prim (Fib.)
3 === Prim (Bin.)
2 ey == BOruvka
1 ‘_*——
0 —tr L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Dichte

Abb. 2: Laufzeit in Abhédngigkeit der Dichte (sequentiell)

Die Ergebnisse stehen im Gegensatz zu den Beobachtungen der eingangs angefiihrten
Veroffentlichungen. So ergab die Verdffentlichung von Bazlamagci und Hindi [BHO1],
dass der Algorithmus von Prim sowohl fiir dichte als auch diinne Graphen am besten ge-
eignet ist und der Algorithmus von Boriivka mehr Zeit benétigt als der Algorithmus von
Kruskal.

Im weiteren erfolgt eine Analyse der parallelen Varianten des Algorithmus von Kruskal
und Borivka fiir die realen und generischen Daten. Dazu wird der Speedup betrachtet.
Dieser ergibt sich aus dem Verhiltnis der Laufzeiten des sequentiellen und parallelen Al-
gorithmus, wie in Formel 2 beschrieben, wobei P fiir die Anzahl der Prozessoren steht.

Speedup(P) = ——= (2)

Die Abbildung 3 zeigt den erzielten Speedup auf Graphen verschiedener Groflen unter
Verwendung des parallelisierten Algorithmus von Kruskal. Dieser erreicht fiir alle ver-
wendeten Grofen der realen Daten einen akzeptablen Speedup, der unter Verwendung von
mehr Prozessoren gesteigert werden kann. Fiir acht Prozessoren liegt dieser bei ungefihr
2,5. Mit vier und acht Prozessoren liegt die Laufzeit unter der sequentiellen Umsetzung
des Algorithmus von Bortvka.
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Abb. 3: Relativer Speedup fiir reale Daten (Kruskal)

Abbildung 4 zeigt den Speedup fiir den Algorithmus von Kruskal auf verschieden dich-
ten Graphen. Fiir sehr dichte Graphen wird ein hoherer Speedup erreicht als bei diinnen
Graphen. Dies liegt daran, dass mit hoherer Kantenanzahl der Sortieraufwand schneller
steigt als der Kommunikationsaufwand. Unter Verwendung von acht Prozessoren kann ein
Speedup nahe 4 erreicht werden. Damit liegt die Laufzeit fiir sehr dichte Graphen unter
Verwendung von acht Prozessoren in etwa auf der Hohe des sequentiellen Algorithmus
von Prim fiir diese Daten.
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Abb. 4: Speedup in Abhéngigkeit der Dichte (Kruskal)

In Abbildung 5 ist der Speedup fiir Graphen unterschiedlicher Gréen unter Verwendung
des Algorithmus von Borivka dargestellt. Fiir reale Daten erreicht die verwendete Par-
allelisierung des Algorithmus von Borivka keinen brauchbaren Speedup. Fiir zwei Pro-
zessoren ist ein minimaler Zeitgewinn zu verzeichnen. Durch die Hinzunahme weiterer
Prozessoren verlangsamt sich die Ausfiihrung jedoch. Damit ist die gewihlte Parallelisie-
rungsstrategie fiir diese Daten nicht sinnvoll.
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Abb. 5: Speedup fiir reale Daten (Bortivka)

Abbildung 6 zeigt den Speedup fiir den Algorithmus von BorlGvka auf verschieden dich-
ten Graphen. Fiir sehr diinne Graphen bestitigt sich das Bild aus den realen Daten, dass
die Parallelisierung die Laufzeit verschlechtert. Fiir hohere Dichten ergibt sich jedoch ein
akzeptabler Speedup, der mit steigender Dichte wieder sinkt. Somit kann die verwendete
Parallelisierung fiir Graphen mittlerer Dichte als sinnvoll bezeichnet werden.
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ADbb. 6: Speedup in Abhingigkeit der Dichte (Bortivka)

6 Vergleich mit asymptotischer Laufzeit

Um zu iiberpriifen wie die reale Laufzeit zur asymptotischen in Beziehung steht, wird
die Laufzeit der Algorithmen mit der jeweiligen asymptotischen Laufzeit aus Abschnitt 2
skaliert. Das Ergebnis ist in Abbildung 7 zu sehen.
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Fiir alle Algorithmen ergibt sich eine waagerechte Linie. Dies bedeutet, dass die reale
Laufzeit in dem MalBle wichst, wie durch die asymptotische vorhergesagt. Die Implemen-
tierungen des Algorithmus von Prim enthalten Spriinge. Das zeigt an, dass eine leichte
Abweichung von der asymptotischen Laufzeit vorliegt.

3,50E-08

3,00E-08 V‘\o—‘*—s\/\

2,50E-08
2,00E-08

== Kruskal
1,50E-08 —o— Prim (Fib.)
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== Boruvka

Skalierte Laufzeit

1,00E-08
5,00E-09 ‘h-.———h—ri—t-ﬁ-—ﬂ——"*\

0,00E+00
600000 6000000 60000000
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Abb. 7: Vergleich mit asymptotischer Laufzeit

7 Statistische Analyse

Um statistisch belegbare Aussagen fiir den Vergleich der Algorithmen treffen zu konnen,
wird der gepaarte, zweiseitige t-Test verwendet. Die Resultate mit diesem Test stehen
jeweils in Klammern hinter den Aussagen. Irrtumswahrscheinlichkeiten von unter einem
Prozent (10~2) sind als hochst signifikant anzusehen.

Anhand des USA-Graphen lassen sich folgende Aussagen treffen. Fiir die sequentiellen
Varianten auf den realen Daten ist der Algorithmus von Borivka schneller als der Algo-
rithmus von Kruskal (10732). Dieser wiederum ist schneller als der Algorithmus von Prim
in beiden Varianten (Prim Fib.: 10726, Prim Bin.: 10‘23). Der Algorithmus von Kruskal
auf realen Daten ist in der parallelen Variante ab mehr als vier Prozessoren schneller als der
Algorithmus von Boriivka (1072%). Die Umsetzung des Algorithmus von Prim mit einem
Fibonacci-Heap ist fiir groBe Graphen schneller als die mit einem binzren Heap (10~17).
Die parallele Umsetzung des Algorithmus von Kruskal mit vier Prozessoren ist schneller
als der sequentielle Algorithmus (10723).

Am Beispiel des FLA-Graphen kann gezeigt werden, dass die Laufzeiten der Algorithmen
von Kruskal und Prim mit bindrem Heap fiir kleine Graphen nicht verschieden sind (0,87).
Auflerdem kann gezeigt werden, dass der Algorithmus von Prim mit dem Fibonacci-Heap
fiir kleine Graphen langsamer ist als der mit einem biniren Heap (10~°). Aus dem FULL-
Graphen kann geschlossen werden, dass der Algorithmus von Borivka fiir dichte Graphen
schneller ist als der Algorithmus von Prim in beiden Varianten (Prim Fib.: 10733, Prim
Bin.: 107°%). Diese sind fiir dichte Graphen wiederum schneller als der Algorithmus von
Kruskal (10743).
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8 Speicherverbrauch

Fiir die Messung des Speicherverbrauchs wird der USA-Graph verwendet. Dies ist der
grofite verfiigbare reale Graph. Die Messung erfolgt mit einem periodischen Aufruf des
Kommandozeilentool ps aller zehn Millisekunden. Die Messwerte beschreiben den ma-
ximalen Speicherverbrauch iiber die gesamte Laufzeit der sequentiellen Varianten. Die
Ergebnisse sind in Abbildung 8 zu sehen.

Die Reprisentation des Graphen benétigt im Arbeitsspeicher rund 0,7 GB, was als Refe-
renzwert fiir die relative Angabe verwendet wird. Es ist zu erkennen, dass der Algorith-
mus von Boriivka den geringsten Speicherverbrauch hat (1,4 GB). Den meisten Speicher
benotigt der Algorithmus von Prim unter Verwendung eines Fibonacci-Heaps (4,6 GB).

Kruskal Prim (Fib.) Prim (Bin.) Boruvka

relativer Speicherverbrauch
S B N W b~ OO O N

Algorithmus

Abb. 8: Vergleich des relativen Speicherverbrauchs mit dem USA-Graphen

9 Zusammenfassung

Das Paper beschreibt und vergleicht die klassischen Algorithmen zur Berechnung eines
minimalen Spannbaums. Es wird gezeigt, dass in der sequentiellen Variante der Algorith-
mus von Boriivka die beste Wahl ist. Dieser hat den geringsten Speicherverbrauch und die
geringste Laufzeit fiir Graphen beliebiger Dichte und Grofe. Zusitzlich ist er vergleichs-
weise einfach zu implementieren.

Die genutzte Parallelisierung des Algorithmus von Bortivka ist nicht geeignet fiir die Ver-
wendung auf realen Daten und erreichte nur auf Graphen mit mittlerer Dichte einen ak-
zeptablen Speedup. Mit einem speichergekoppelten Programmiermodell konnte die Par-
allelisierung sinnvoller umgesetzt werden, da der Austausch des Arrays nicht notig wire
und stattdessen mit atomaren Operationen gearbeitet werden konnte.

Der Algorithmus von Kruskal ist fiir die realen Daten die zweitbeste Wahl. Durch die
eingesetzte Parallelisierung kann mit geniigend Prozessoren die Laufzeit des sequentiellen
Algorithmus von Bortivka unterboten werden. Jedoch ist der Algorithmus von Kruskal fiir
dichte Graphen ungeeignet.
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Der Algorithmus von Prim wurde mit zwei verschiedenen Heaps untersucht. Dabei zeigt
sich, dass der vergleichsweise einfache bindre Heap einem Fibonacci-Heap tiberlegen ist.
Die einzige Ausnahme sind extrem grofSe Graphen, bei denen der Fibonacci-Heap schnel-
ler ist. Zudem bendtigt der Fibonacci-Heap den meisten Speicher und ist schwierig zu
implementieren. Fiir kleine Graphen ist die Umsetzung mit dem biniren Heap &hnlich
schnell wie der Algorithmus von Kruskal. Bei sehr dichten Graphen stellt der Algorith-
mus von Prim die zweitbeste Wahl dar.

Insgesamt empfiehlt es sich daher fiir eine allgemeine Implementierung den Algorithmus
von Borilvka zu verwenden.
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