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AbĎěćacě: DaĎ Papeć analĳĎiećě die LaĦfķeiě deć Algoćiěhmen İon KćĦĎkal, Pćim Ħnd BoćčĦİka fÈĦć
daĎ EćķeĦgen minimaleć SpannbÈaĦme aĦf Ħngećichěeěen, kaněengeıichěeěen Gćaphen Ħnd İećgleichě
die EćgebniĎĎe miě deć ěheoćeěiĎchen LaĦfķeiě. DaķĦ ıećden die Algoćiěhmen kĦćķ İoćgeĎěellě Ħnd
dećen ImplemeněiećĦng ećlÈaĦěećě. Die Algoćiěhmen Ďind in deć PćogćammiećĎpćache C ĦmgeĎeěķě
Ħnd ěeilıeiĎe miě dem MPI-Sěandaćd paćalleliĎiećě. DaćaĦf folgě eine BeĎchćeibĦng deć fÈĦć die TeĎěĎ
İećıendeěen Daěen. FÈĦć TeĎěĎ miě Gćaphen İećĎchiedeneć Dichěe ıećden genećiĎche Gćaphen feĎěeć
GćÈoûe İećıendeě. Um AĦĎĎagen ÈĦbeć Gćaphen İećĎchiedeneć GćÈoûe ķĦ ěćeffen, kommen die Gća-
phen deĎ neĦněen DIMACS ImplemeněiećĦngĎıeěěbeıećbĎ ķĦm EinĎaěķ. Anhand dieĎeć Gćaphen
ıićd geķeigě, daĎĎ deć AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka in deć ĎeqĦeněiellen Vaćianěe Ďoıohl fÈĦć İećĎchie-
dene Dichěen alĎ aĦch ĦněećĎchiedliche GćÈoûen die ĎchnellĎěe LaĦfķeiě Ħnd den gećingĎěen Speicheć-
İećbćaĦch ećķielě. Miě deć geıÈahlěen PaćalleliĎiećĦngĎĎěćaěegie eććeichě deć AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal
fÈĦć dÈĦnne Gćaphen die beĎěe LaĦfķeiě.

KeĳıoćdĎ: minimaleć SpannbaĦm, LaĦfķeiěanalĳĎe, AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal, AlgoćiěhmĦĎ İon
Pćim, AlgoćěihmĦĎ İon BoćčĦİka

1 EinleiěĦng

Im Rahmen dieĎeć Aćbeiě ıećden die Algoćiěhmen İon KćĦĎkal, Pćim Ħnd BoćčĦİka fÈĦć
die BećechnĦng İon minimalen SpannbÈaĦmen İećglichen. Ein SpannbaĦm iĎě ein BaĦm
aĦĎ Kaněen eineĎ Gćaphen, deć alle Knoěen eněhÈalě Ħnd kćeiĎfćei iĎě. Minimal ıićd ein
SpannbaĦm genanně, ıenn die SĦmme alleć Kaněengeıichěe die kleinĎěmÈogliche Ħněeć
allen SpannbÈaĦmen deĎ Gćaphen daćĎěellě.

Minimale SpannbÈaĦme ıećden Ħněeć andećem fÈĦć NÈahećĦngĎlÈoĎĦngen deĎ RĦndćeiĎepćo-
blemĎ odeć fÈĦć die EćĎěellĦng koĎěengÈĦnĎěigeć VećĎoćgĦngĎneěķıećke eingeĎeěķě. Sie Ďind
aĦch ķĦć GenećiećĦng İon Labĳćiněhen İećıendbać.

EĎ eĲiĎěiećen bećeiěĎ VećÈoffenělichĦngen, die die Algoćiěhmen İećgleichen. Jedoch Ďind
dieĎe ćelaěiİ alě Ħnd Ďěellen den QĦellcode nichě ķĦć VećfÈĦgĦng [MS91][DG98][BHĻ1]
odeć benĦěķen einfache ImplemeněiećĦngen deć Algoćiěhmen [PoĻ8]. Weiěećhin fehlě bei
dieĎen ein BeķĦg ķĦ ćealen Daěen, da miě ķĦfÈallig genećiećěen Gćaphen geaćbeiěeě ıićd.
DieĎe LÈĦcke Ďoll geĎchloĎĎen ıećden. ZĦĎÈaěķlich ıićd miě den İećıendeěen Gćaphen ein
gćÈoûećeć Pćoblembećeich abgedeckě.

1 HochĎchĦle fÈĦć Technik, WićěĎchafě Ħnd KĦlěĦć, FakĦlěÈaě Infoćmaěik, Maěhemaěik Ħnd NaěĦćıiĎĎenĎchafěěen,
SchĦlĎěćaûe 1Ĥ, Ļ4Ė8ĕ TćebĎen, paĦl.jaehne@gmĲ.de
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Ĥ Algoćiěhmen

Alle İećıendeěen Većfahćen gehÈoćen ķĦć KlaĎĎe deć Gćeedĳ-Algoćiěhmen. DieĎe konĎěćĦ-
iećen die opěimale GeĎamělÈoĎĦng aĦĎ EinķeleněĎcheidĦngen, die ķĦm jeıeiligen ZeiěpĦnkě
den gćÈoûěen Geıinn İećĎpćechen. Bei deć Angabe deć aĎĳmpěoěiĎchen LaĦfķeiě Ďěehě E fÈĦć
die Menge deć Kaněen Ħnd V fÈĦć die Knoěenmenge deĎ Gćaphen.

Deć AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal [Kć5Ė] ĎĦchě aĦf dem geĎaměen Gćaphen nach deć akěĦell
beĎěen LÈoĎĦng. EĎ handelě Ďich Ďomiě Ħm ein globaleĎ Većfahćen, daĎ ıie folgě ablÈaĦfě.
ZĦ Beginn ećfolgě eine SoćěiećĦng deć Kaněen deĎ Gćaphen nach ihćem Geıichě. Danach
dĦćchlÈaĦfě deć AlgoćiěhmĦĎ die Ďoćěiećěe KaněenliĎěe. Dabei ıićd ķĦ jedeć Kaněe gepćÈĦfě,
ob ein HinķĦfÈĦgen ķĦm akěĦellen SpannbaĦm einen KćeiĎ eněĎěehen laĎĎen Ħnd Ďomiě die
SpannbaĦmeigenĎchafě İećleěķen ıÈĦćde. IĎě daĎ nichě deć Fall, ıićd die Kaněe ķĦm Spann-
baĦm hinķĦgefÈĦgě. DieĎ ıićd ıiedećholě biĎ alle Kaněen abgeaćbeiěeě ıĦćden. Um die
KćeiĎfćeiheiě ef®ķieně ķĦ pćÈĦfen, kÈonnen die einķelnen Komponeněen deĎ SpannbaĦmĎ in
eineć Union-Find-SěćĦkěĦć İećıalěeě ıećden. Uněeć VećıendĦng dieĎeć ıićd die LaĦfķeiě
deĎ AlgoćiěhmĦĎ dĦćch daĎ Soćěiećen deć Kaněen dominiećě. EĎ ećgibě Ďich Ďomiě fÈĦć ein
opěimaleĎ İećgleichĎbaĎiećěeĎ Soćěiećİećfahćen die ZeiěkompleĲiěÈaě O(|E| log |E|). DieĎ iĎě
aĎĳmpěoěiĎch ÈaqĦiİaleně ķĦ O(|E| log |V |).

Im GegenĎaěķ ķĦm AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal ĎĦchě deć AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim [Pć5ĕ] nĦć
İon den biĎheć geıÈahlěen Knoěen aĦĎ eine neĦe Kaněe Ħnd aćbeiěeě Ďomiě lokal. AmAnfang
ıićd ein beliebigeć Knoěen geıÈahlě. Danach ıićd die folgenden Schćiěěe abgeaćbeiěeě. Von
den İećbĦndenen Knoěen ıećden alle Kaněen beěćachěeě, die ķĦ einem biĎheć Ħneććeichěen
Knoěen fÈĦhćen. Von jenen ıićd die Kaněe miě dem gećingĎěen Geıichě ķĦm SpannbaĦm
hinķĦgefÈĦgě. DieĎ ıićd foćěgeĎeěķě biĎ alle Knoěen im SpannbaĦm eněhalěen Ďind. FÈĦć eine
ef®ķieněe ImplemeněiećĦng ıićd eine PćioćiěÈaěĎıaćěeĎchlange benÈoěigě. DieĎe eněhÈalě ķĦ
jedem biĎheć Ħneććeichěen Knoěen die Kaněe miě dem gećingĎěen Geıichě, die ķĦ einem
eććeichěen Knoěen fÈĦhćě. Weiěećhin ıićd eine AdjaķenķliĎěe genĦěķě, in deć die Nachbaćn
ķĦ jedem Knoěen eněhalěen Ďind. FÈĦć die UmĎeěķĦng deć WaćěeĎchlange ıećden HeapĎ
İećıendeě. Uněeć NĦěķĦng eineĎ binÈaćen Heap ećgibě Ďich eine aĎĳmpěoěiĎche LaĦfķeiě İon
O(|E| log |V |) Ħnd miě einem Fibonacci-Heap O(|E|+ |V | log |V |).

Deć AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka [BoĤĖ] beaćbeiěeě den Gćaphen folgendećmaûen in eineć
MiĎchĦng aĦĎ lokalen Ħnd globalen Schćiěěen. Beginne miě jedem Knoěen alĎ eine eigene
Komponeněe. Finde İon jedeć Komponeněe die Kaněe miě dem gećingĎěen Geıichě, die ķĦ
eineć andećen Komponeněe fÈĦhćě. FÈĦge dieĎe Kaněen hinķĦ Ħnd İećeinige alle Ďo İećbĦnde-
nen Komponeněen. Wiedećhole dieĎ biĎ nĦć noch eine Komponeněe ÈĦbćig iĎě. Somiě ıićd
aĦf dem geĎaměen Gćaphen fÈĦć jede Komponeněe lokal nach dem akěĦell beĎěen Schćiěě ge-
ĎĦchě. FÈĦć die VećıalěĦng deć Komponeněen kann eine Union-Find-DaěenĎěćĦkěĦć genĦěķě
ıećden. Miě dieĎeć ećgibě Ďich eine ěheoćeěiĎche LaĦfķeiě İon O(|E| log |V |).

ğ ImplemeněiećĦng

FÈĦć die ImplemeněiećĦng deć İoćgeĎěellěen Algoćiěhmen ıićd die PćogćammiećĎpćache C
İećıendeě. Weiěećhin ećfolgě eine ěeilıeiĎe PaćalleliĎiećĦng Ħněeć VećıendĦng deĎ MeĎĎa-
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ge PaĎĎing Iněećface (MPI)-Sěandaćd. Dabei handelě eĎ Ďich Ħm ein nachćichěengekoppel-
ěeĎ Pćogćammiećmodell. DieĎ bedeĦěeě, daĎĎ jedeć PćoķeĎĎ Ďeinen eigenen Speichećbećeich
beĎiěķě Ħnd ķıiĎchen dieĎen Infoćmaěionen ÈĦbeć Nachćichěen aĦĎgeěaĦĎchě ıećden. Deć
QĦellcode deĎ PćogćammĎ iĎě aĦf GiěHĦb Ħněeć deć LGPL in VećĎion ğ İećfÈĦgbać.Ĥ

Deć Gćaph iĎě alĎ C-ĎěćĦcě miě einem Aććaĳ fÈĦć die KaněenliĎěe Ħnd Wećěen fÈĦć die Anķahl
deć Kaněen Ħnd Knoěen ćepćÈaĎeněiećě. DaĎ EinleĎen eineĎ Gćaphen ećfolgě ÈĦbeć eine Daěei
in deć ķĦećĎě die Anķahl deć Knoěen Ħnd Kaněen Ďěehě. Danach folgen alle Kaněen, die
alĎ dćei Zahlen ćepćÈaĎeněiećě ıećden. DieĎe Ďěehen fÈĦć die İećbĦndenen Knoěen Ħnd daĎ
Kaněengeıichě. Die Knoěen Ďind İon NĦll beginnend dĦćchnĦmmećiećě.

Die ImplemeněiećĦng deĎ AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal İećıendeě alĎ Soćěiećİećfahćen Meć-
geĎoćě. DaĎ Većfahćen beĎiěķě eine ZeiěkompleĲiěÈaě İon O(n logn) Ħnd iĎě ein ĎěabileĎ Soć-
ěiećİećfahćen. Weiěećhin kann dieĎeć Teil paćallel aĦĎgefÈĦhćě ıećden, ĎodaĎĎ jedeć PćoķeĎĎ
einen Teil deć Kaněen empfÈangě Ħnd Ďoćěiećě. AnĎchlieûend ıećden die Ďoćěiećěen Teile
ıiedeć İećĎendeě Ħnd ĎchćiěěıeiĎe İećeinigě. Deć Mećge-AlgoćiěhmĦĎ iĎě leichě abgeıan-
delě, indem die ķıeiěe HÈalfěe fÈĦć daĎ Mećge in Ħmgekehćěeć Reihenfolge kopiećě ıićd.
DaĎ folgende Abaćbeiěen deć KaněenliĎěe ećfolgě ĎeqĦeněiell Ħněeć VećıendĦng eineć ać-
ćaĳbaĎiećěen Union-Find-SěćĦkěĦć. DieĎe iĎě miě PfadİećkÈĦćķĦng Ħnd Union-bĳ-Rank Ħm-
geĎeěķě. Miě dieĎeć ıićd gepćÈĦfě, ob die Knoěen deć Kaněen ķĦ İećĎchiedenen Komponeněen
gehÈoćen Ħnd Ďomiě ein kćeiĎfćeieĎ EinfÈĦgen mÈoglich iĎě.

Deć AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim ıićd miě HeapĎ ĦmgeĎeěķě. EĎ Ďěehě eine Vaćianěe miě einem
binÈaćen Heap Ħnd eine miě einem Fibonacci-Heap ķĦć VećfÈĦgĦng. Deć binÈaće Heap iĎě alĎ
Aććaĳ ĦmgeĎeěķě Ħnd deć Fibonacci-Heap miě doppelě İećkeěěeěen LiĎěen. AĦûećdem ıićd
eine AdjaķenķliĎěe benÈoěigě, Ħm aĦf die benachbaćěen Knoěen ķĦ jedeć Kaněe ķĦķĦgćeifen.
Beide Vaćianěen laĦfen gleichećmaûen ab. ZĦećĎě ıićd deć Heap miě allen Knoěen iniěia-
liĎiećě. Begonnen ıićd beim ećĎěen Knoěen. DieĎeć ıićd eněfećně Ħnd deć Heap miě den
Kaněen aĦĎ deć AdjaķenķliĎěe ķĦ dem Knoěen akěĦaliĎiećě. Danach ıićd in jedem Schćiěě
daĎ MinimĦm eněfećně Ħnd deć Heap miě den neĦen Kaněen akěĦaliĎiećě. Eine PaćalleliĎie-
ćĦng ećfolgě nichě, da die HeapĎěćĦkěĦćen nichě dafÈĦć geeigneě Ďind.

Deć AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka beĎěehě aĦĎ ķıei Teilen, die ıiedećholě nacheinandeć aĦĎ-
gefÈĦhćě ıećden biĎ nĦć noch eine Komponeněe ÈĦbćig iĎě.Deć ećĎěe Teil iĎě die SĦche alleć
Kaněen miě dem gećingĎěem Geıichě ķıiĎchen den Komponeněen. DaķĦ ıićd die Union-
Find-SěćĦkěĦć Ħnd ein Aććaĳ İon deć GćÈoûe deć Knoěenanķahl genĦěķě. In dieĎeĎ ıićd die
Kaněe miě dem gećingĎěen Kaněengeıichě eingeěćagen, die ķĦ dem jeıeiligen Knoěen fÈĦhćě,
Ďofećn beide Knoěen in İećĎchiedenen Komponeněen eněhalěen Ďind. FÈĦć die AĦĎfÈĦhćĦng
miě mehćećen PćoķeĎĎoćen ıićd die SĦche paćalleliĎiećě. DafÈĦć ećhÈalě jedeć PćoķeĎĎ einen
Teil deć Kaněen Ħnd ĎĦchě in dieĎem. Die EćgebniĎĎe ıećden in eineć Sammelopećaěion bei
einem PćoķeĎĎ ķĦĎammengefÈĦhćě. DieĎeć İećěeilě danach daĎ EćgebniĎ ıiedeć. Im ķıeiěen
Teil ıećden die neĦ İećbĦndenen Komponeněen İećeinigě. DaķĦ dĦćchlÈaĦfě jedeć PćoķeĎĎ
daĎ Aććaĳ miě den kÈĦćķeĎěen Knoěen Ħnd İećeinigě die İećbĦndenen Komponeněen. An-
Ďchlieûend akěĦaliĎiećě jedeć PćoķeĎĎ Ďeine KomponeněenliĎěe.

Ĥ hěěpĎ:ėėgiěhĦb.comėSeěhoĎIIėminimĦm-Ďpanning-ěćee
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4 Daěen

Um İećĎchiedene EigenĎchafěen deć Algoćiěhmen ķĦ ĦněećĎĦchen, ıećden ķıei İećĎchie-
dene DaěenqĦellen İećıendeě. Miě den ćealen Daěen ıećden die EigenĎchafěen fÈĦć Gća-
phen İećĎchiedeneć GćÈoûe ĦněećĎĦchě. Die genećiĎchen Daěen dienen ķĦć UněećĎĦchĦng
deĎ VećhalěenĎ aĦf Gćaphen ĦněećĎchiedlicheć Dichěe.

AlĎ QĦelle fÈĦć ćeale Daěen ıećden die Gćaphen deĎ 9. ImplemeněiećĦngĎıeěěbeıećbĎ deĎ
Ceněeć foć DiĎcćeěe MaěhemaěicĎ and Theoćeěical CompĦěeć Science (DIMACS) İećıen-
deě.ğ Die Gćaphen beĎchćeiben daĎ Sěćaûenneěķ deć USA bķı. Teile daİon. Eine AĦ¯iĎěĦng
deć einķelnen Gćaphen ®ndeě Ďich in Tabelle 1.

Name BeĎchćeibĦng Knoěen Kaněen Dichěe
USA USA kompleěě Ĥğ.94ĕ.ğ4ĕ 58.ğğğ.ğ44 Ĥ,ĻğE-ĕ
CTR Zeněćal-USA 14.Ļ81.81Ė ğ4.Ĥ9Ĥ.49Ė ğ,45E-ĕ
W WeĎě-USA Ė.ĤĖĤ.1Ļ4 15.Ĥ48.14Ė ĕ,ĕĕE-ĕ
E OĎě-USA ğ.598.ĖĤğ 8.ĕĕ8.114 1,ğ5E-Ė
LKS Gćoûe Seen Ĥ.ĕ58.119 Ė.885.Ė58 1,81E-Ė
CAL Kalifoćnien Ħnd Neİada 1.89Ļ.815 4.Ė5ĕ.ĕ4Ĥ Ĥ,ĖĻE-Ė
NE NoćdoĎě-USA 1.5Ĥ4.45ğ ğ.89ĕ.ĖğĖ ğ,ğ5E-Ė
NW NoćdıeĎě-USA 1.ĤĻĕ.945 Ĥ.84Ļ.ĤĻ8 ğ,89E-Ė
FLA Floćida 1.ĻĕĻ.ğĕĖ Ĥ.ĕ1Ĥ.ĕ98 4,ĕğE-Ė
COL Coloćado 4ğ5.ĖĖĖ 1.Ļ5ĕ.ĻĖĖ 1,11E-5
BAY BĦchě İon San FćanciĎco ğĤ1.ĤĕĻ 8ĻĻ.1ĕĤ 1,55E-5
NY Neı Yoćk Ciěĳ ĤĖ4.ğ4Ė ĕğğ.84Ė Ĥ,1ĻE-5

Tab. 1: AĦ¯iĎěĦng deć ćealen Gćaphen

Die Gćaphen beĎiěķen Ďehć ĦněećĎchiedliche GćÈoûen Ħnd decken einen Bećeich İon ĕĻ.ĻĻĻ
biĎ ĖĻ.ĻĻĻ.ĻĻĻ Kaněen ab. Alle Gćaphen Ďind dÈĦnn, da ihće Dichěe ķıiĎchen 1Ļ−5 Ħnd
1Ļ−8 liegě. Die Dichěe eććechneě Ďich miě Foćmel 1.

Dichěe(G) =
Ĥ|E|

|V |(|V |−1)
⇡ Ĥ|E|
|V |Ĥ (1)

FÈĦć TeĎěĎ ıÈahćend deć EněıicklĦng Ħnd ķĦm Većgleich deć Algoćiěhmen aĦf İećĎchieden
dichěen Gćaphen ıećden genećiĎchen Gćaphen İećıendeě. DieĎe beĎiěķen ein ķĦfÈalligeĎ
Kaněengeıichě İon Ļ biĎ 99 Ħnd Ďind in Tabelle Ĥ aĦfgeliĎěeě. Alle haben 1Ļ.ĻĻĻ Knoěen
Ħnd ĦněećĎcheiden Ďich in deć Anķahl deć Kaněen. Deć Giěěećgćaph haě eine ķıeidimen-
Ďionale, ćaĎěećaćěige SěćĦkěĦć. AĦûeć am Rand haě jedeć Knoěen İieć Nachbaćn. Bei dem
Pfadgćaph handelě eĎ Ďich Ħm eine Keěěe İon Knoěen, die biĎ aĦf den Sěaćě- Ħnd Endknoěen
jeıeilĎ nĦć ķıei Nachbaćn haben. Somiě haě dieĎeć die kleinĎěmÈogliche Dichěe fÈĦć einen
ķĦĎammenhÈangenden Gćaph.

Deć SpannbaĦm deĎ Giěěećgćaphen kann alĎ Labĳćiněh iněećpćeěiećě ıećden. DaĎ Pćogćamm
İećfÈĦgě ÈĦbeć die MÈoglichkeiě beliebige ćechěeckige Labĳćiněhe ķĦ ećķeĦgen.
ğ hěěp:ėėııı.diĎ.Ħnićoma1.iěėchallenge9ėdoınload.Ďhěml
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Name BeĎchćeibĦng Knoěen Kaněen Dichěe
FULL Gćaph miě Dichěe 1 1Ļ.ĻĻĻ 49.995.ĻĻĻ 1,ĻĻEĻ
HALF Gćaph miě Dichěe Ļ,5 1Ļ.ĻĻĻ Ĥ4.99ĕ.5ĻĻ 5,ĻĻE-1
QUAR Gćaph miě Dichěe Ļ,Ĥ5 1Ļ.ĻĻĻ 1Ĥ.498.ĕ5Ļ Ĥ,5ĻE-1
GRID Giěěećgćaph 1Ļ.ĻĻĻ 19.8ĻĻ ğ,9ĖE-4
PATH Pfadgćaph 1Ļ.ĻĻĻ 9.999 Ĥ,ĻĻE-4

Tab. Ĥ: AĦ¯iĎěĦng deć genećiĎchen Gćaphen

5 LaĦfķeiěmeĎĎĦng

Die LaĦfķeiěmeĎĎĦngen ećfolgen aĦf einem Dell RĕĤĻ Sećİeć miě ķıei Iněel Xeon E5-ĤĖ8Ļ
İĤ PćoķeĎĎoćen Ħnd 51Ĥ GB AćbeiěĎĎpeicheć. AlĎ BeěćiebĎĎĳĎěem kommě daĎ CommĦniěĳ
EněećpćiĎe Opećaěing SĳĎěem (CeněOS) in deć VećĎion Ė.Ė ķĦm EinĎaěķ. DieĎeĎ İećıendeě
den LinĦĲ-Kećnel deć VećĎion Ĥ.Ė.ğĤ. AlĎ Compileć dieně deć GNU C Compileć 4.8.1 Ħnd
die MPI-ImplemeněiećĦng OpenMPI 1.8.Ĥ fÈĦć die PaćalleliĎiećĦng.

EĎ ıećden fÈĦć jeden AlgoćiěhmĦĎ aĦf allen İoćgeĎěellěen Daěen jeıeilĎ ğĻ MeĎĎĦngen
dĦćchgefÈĦhćě Ħnd ÈĦbeć dieĎe gemiěěelě. FÈĦć die paćalleliĎiećěen Vaćianěen ıećden die glei-
chen MeĎĎĦngen ķĦĎÈaěķlich aĦf ķıei, İieć Ħnd achě PćoķeĎĎoćkećnen aĦĎgefÈĦhćě. Die Zeiě-
meĎĎĦng ećfolgě ÈĦbeć die MPI-FĦnkěion MPI Wěime.

AbbildĦng 1 ķeigě die ĎeqĦeněielle LaĦfķeiě deć Algoćiěhmen aĦf Gćaphen ĦněećĎchiedli-
cheć GćÈoûe. Die beĎěe LaĦfķeiě fÈĦć alle GćÈoûen liefećě deć AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka. Die
benÈoěigěe Zeiě liegě in eěıa bei deć HÈalfěe im Većgleich ķĦm AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal. Die
Algoćiěhmen İon KćĦĎkal Ħnd Pćim miě binÈaćem Heap Ďind fÈĦć kleineće Gćaphen gleich
aĦf. Miě Ďěeigendeć GćÈoûe eććeichě deć AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal beĎĎeće LaĦfķeiěen. Deć
AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim Ħněeć VećıendĦng eineĎ Fibonacci-HeapĎ iĎě deć langĎamĎěe. EĎ
ıićd nĦć fÈĦć gćÈoûeće Gćaphen eine beĎĎeće LaĦfķeiě alĎ miě einem binÈaćen Heap ećķielě.

Abb. 1: LaĦfķeiě fÈĦć ćeale Daěen (ĎeqĦeněiell)
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FÈĦć den Većgleich deć Algoćiěhmen aĦf ĦněećĎchiedlich dichěen Gćaphen ıećden geneći-
Ďche Gćaphen miě deć gleichen Knoěenanķahl İećıendeě. Die EćgebniĎĎe Ďind in Abbil-
dĦng Ĥ daćgeĎěellě. Bei dieĎen Ďchneideě deć AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal miě ķĦnehmendeć
Dichěe Ďchlechěeć ab. Somiě iĎě dieĎeć AlgoćiěhmĦĎ fÈĦć dichěe Gćaphen ıenig geeigneě.
Die ZĦnahme deć LaĦfķeiě fÈĦć die Algoćiěhmen İon KćĦĎkal Ħnd Pćim iĎě naheķĦ line-
ać. Jedoch iĎě deć AnĎěieg deĎ AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim gećingeć. Die Vaćianěe miě einem
Fibonacci-Heap eććeichě keine beĎĎeće LaĦfķeiě alĎ die miě einem binÈaćen Heap. Deć Al-
goćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka iĎě deĦělich deć ĎchnellĎěe. DieĎeć haě ķĦĎÈaěķlich ab eineć miěělećen
Dichěe nĦć eine gećinge ZĦnahme deć LaĦfķeiě je dichěeć deć Gćaph ıićd. Damiě iĎě deć
AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka fÈĦć dichěe Gćaphen am beĎěen geeigneě.

Abb. Ĥ: LaĦfķeiě in AbhÈangigkeiě deć Dichěe (ĎeqĦeněiell)

Die EćgebniĎĎe Ďěehen im GegenĎaěķ ķĦ den BeobachěĦngen deć eingangĎ angefÈĦhćěen
VećÈoffenělichĦngen. So ećgab die VećÈoffenělichĦng İon BaķlamacËci Ħnd Hindi [BHĻ1],
daĎĎ deć AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim Ďoıohl fÈĦć dichěe alĎ aĦch dÈĦnne Gćaphen am beĎěen ge-
eigneě iĎě Ħnd deć AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka mehć Zeiě benÈoěigě alĎ deć AlgoćiěhmĦĎ İon
KćĦĎkal.

Im ıeiěećen ećfolgě eine AnalĳĎe deć paćallelen Vaćianěen deĎ AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal
Ħnd BoćčĦİka fÈĦć die ćealen Ħnd genećiĎchen Daěen. DaķĦ ıićd deć SpeedĦp beěćachěeě.
DieĎeć ećgibě Ďich aĦĎ dem VećhÈalěniĎ deć LaĦfķeiěen deĎ ĎeqĦeněiellen Ħnd paćallelen Al-
goćiěhmĦĎ, ıie in Foćmel Ĥ beĎchćieben, ıobei P fÈĦć die Anķahl deć PćoķeĎĎoćen Ďěehě.

SpeedĦp(P) =
T (1)
T (P)

(Ĥ)

Die AbbildĦng ğ ķeigě den ećķielěen SpeedĦp aĦf Gćaphen İećĎchiedeneć GćÈoûen Ħněeć
VećıendĦng deĎ paćalleliĎiećěen AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal. DieĎeć eććeichě fÈĦć alle İeć-
ıendeěen GćÈoûen deć ćealen Daěen einen akķepěablen SpeedĦp, deć Ħněeć VećıendĦng İon
mehć PćoķeĎĎoćen geĎěeigećě ıećden kann. FÈĦć achě PćoķeĎĎoćen liegě dieĎeć bei ĦngefÈahć
Ĥ,5. Miě İieć Ħnd achě PćoķeĎĎoćen liegě die LaĦfķeiě Ħněeć deć ĎeqĦeněiellen UmĎeěķĦng
deĎ AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka.
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Abb. ğ: Relaěiİeć SpeedĦp fÈĦć ćeale Daěen (KćĦĎkal)

AbbildĦng 4 ķeigě den SpeedĦp fÈĦć den AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal aĦf İećĎchieden dich-
ěen Gćaphen. FÈĦć Ďehć dichěe Gćaphen ıićd ein hÈohećeć SpeedĦp eććeichě alĎ bei dÈĦnnen
Gćaphen. DieĎ liegě daćan, daĎĎ miě hÈohećeć Kaněenanķahl deć SoćěiećaĦfıand Ďchnelleć
Ďěeigě alĎ deć KommĦnikaěionĎaĦfıand. Uněeć VećıendĦng İon achě PćoķeĎĎoćen kann ein
SpeedĦp nahe 4 eććeichě ıećden. Damiě liegě die LaĦfķeiě fÈĦć Ďehć dichěe Gćaphen Ħněeć
VećıendĦng İon achě PćoķeĎĎoćen in eěıa aĦf deć HÈohe deĎ ĎeqĦeněiellen AlgoćiěhmĦĎ
İon Pćim fÈĦć dieĎe Daěen.

Abb. 4: SpeedĦp in AbhÈangigkeiě deć Dichěe (KćĦĎkal)

In AbbildĦng 5 iĎě deć SpeedĦp fÈĦć Gćaphen ĦněećĎchiedlicheć GćÈoûen Ħněeć VećıendĦng
deĎ AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka daćgeĎěellě. FÈĦć ćeale Daěen eććeichě die İećıendeěe Pać-
alleliĎiećĦng deĎ AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka keinen bćaĦchbaćen SpeedĦp. FÈĦć ķıei Pćo-
ķeĎĎoćen iĎě ein minimaleć Zeiěgeıinn ķĦ İećķeichnen. DĦćch die HinķĦnahme ıeiěećeć
PćoķeĎĎoćen İećlangĎamě Ďich die AĦĎfÈĦhćĦng jedoch. Damiě iĎě die geıÈahlěe PaćalleliĎie-
ćĦngĎĎěćaěegie fÈĦć dieĎe Daěen nichě Ďinnİoll.
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Abb. 5: SpeedĦp fÈĦć ćeale Daěen (BoćčĦİka)

AbbildĦng Ė ķeigě den SpeedĦp fÈĦć den AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka aĦf İećĎchieden dich-
ěen Gćaphen. FÈĦć Ďehć dÈĦnne Gćaphen beĎěÈaěigě Ďich daĎ Bild aĦĎ den ćealen Daěen, daĎĎ
die PaćalleliĎiećĦng die LaĦfķeiě İećĎchlechěećě. FÈĦć hÈoheće Dichěen ećgibě Ďich jedoch ein
akķepěableć SpeedĦp, deć miě Ďěeigendeć Dichěe ıiedeć Ďinkě. Somiě kann die İećıendeěe
PaćalleliĎiećĦng fÈĦć Gćaphen miěělećeć Dichěe alĎ Ďinnİoll beķeichneě ıećden.

Abb. Ė: SpeedĦp in AbhÈangigkeiě deć Dichěe (BoćčĦİka)

Ė Većgleich miě aĎĳmpěoěiĎcheć LaĦfķeiě

Um ķĦ ÈĦbećpćÈĦfen ıie die ćeale LaĦfķeiě ķĦć aĎĳmpěoěiĎchen in BeķiehĦng Ďěehě, ıićd
die LaĦfķeiě deć Algoćiěhmen miě deć jeıeiligen aĎĳmpěoěiĎchen LaĦfķeiě aĦĎ AbĎchniěě Ĥ
Ďkaliećě. DaĎ EćgebniĎ iĎě in AbbildĦng ĕ ķĦ Ďehen.
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FÈĦć alle Algoćiěhmen ećgibě Ďich eine ıaagećechěe Linie. DieĎ bedeĦěeě, daĎĎ die ćeale
LaĦfķeiě in dem Maûe ıÈachĎě, ıie dĦćch die aĎĳmpěoěiĎche İoćhećgeĎagě. Die Implemen-
ěiećĦngen deĎ AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim eněhalěen SpćÈĦnge. DaĎ ķeigě an, daĎĎ eine leichěe
AbıeichĦng İon deć aĎĳmpěoěiĎchen LaĦfķeiě İoćliegě.

Abb. ĕ: Većgleich miě aĎĳmpěoěiĎcheć LaĦfķeiě

ĕ SěaěiĎěiĎche AnalĳĎe

Um ĎěaěiĎěiĎch belegbaće AĦĎĎagen fÈĦć den Većgleich deć Algoćiěhmen ěćeffen ķĦ kÈonnen,
ıićd deć gepaaćěe, ķıeiĎeiěige ě-TeĎě İećıendeě. Die ReĎĦlěaěe miě dieĎem TeĎě Ďěehen
jeıeilĎ in Klammećn hiněeć den AĦĎĎagen. IććěĦmĎıahćĎcheinlichkeiěen İon Ħněeć einem
Pćoķeně (1Ļ−Ĥ) Ďind alĎ hÈochĎě Ďigni®kaně anķĦĎehen.

Anhand deĎ USA-Gćaphen laĎĎen Ďich folgende AĦĎĎagen ěćeffen. FÈĦć die ĎeqĦeněiellen
Vaćianěen aĦf den ćealen Daěen iĎě deć AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka Ďchnelleć alĎ deć Algo-
ćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal (1Ļ−ğĤ). DieĎeć ıiedećĦm iĎě Ďchnelleć alĎ deć AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim
in beiden Vaćianěen (Pćim Fib.: 1Ļ−ĤĖ, Pćim Bin.: 1Ļ−Ĥğ). Deć AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal
aĦf ćealen Daěen iĎě in deć paćallelen Vaćianěe ab mehć alĎ İieć PćoķeĎĎoćen Ďchnelleć alĎ deć
AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka (1Ļ−Ĥğ). Die UmĎeěķĦng deĎ AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim miě einem
Fibonacci-Heap iĎě fÈĦć gćoûe Gćaphen Ďchnelleć alĎ die miě einem binÈaćen Heap (1Ļ−1ĕ).
Die paćallele UmĎeěķĦng deĎ AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal miě İieć PćoķeĎĎoćen iĎě Ďchnelleć
alĎ deć ĎeqĦeněielle AlgoćiěhmĦĎ (1Ļ−Ĥğ).

Am BeiĎpiel deĎ FLA-Gćaphen kann geķeigě ıećden, daĎĎ die LaĦfķeiěen deć Algoćiěhmen
İon KćĦĎkal Ħnd Pćim miě binÈaćem Heap fÈĦć kleine Gćaphen nichě İećĎchieden Ďind (Ļ,8ĕ).
AĦûećdem kann geķeigě ıećden, daĎĎ deć AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim miě dem Fibonacci-Heap
fÈĦć kleine Gćaphen langĎameć iĎě alĎ deć miě einem binÈaćen Heap (1Ļ−9). AĦĎ dem FULL-
Gćaphen kann geĎchloĎĎen ıećden, daĎĎ deć AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka fÈĦć dichěe Gćaphen
Ďchnelleć iĎě alĎ deć AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim in beiden Vaćianěen (Pćim Fib.: 1Ļ−5ğ, Pćim
Bin.: 1Ļ−54). DieĎe Ďind fÈĦć dichěe Gćaphen ıiedećĦm Ďchnelleć alĎ deć AlgoćiěhmĦĎ İon
KćĦĎkal (1Ļ−48).
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8 SpeichećİećbćaĦch

FÈĦć die MeĎĎĦng deĎ SpeichećİećbćaĦchĎ ıićd deć USA-Gćaph İećıendeě. DieĎ iĎě deć
gćÈoûěe İećfÈĦgbaće ćeale Gćaph. Die MeĎĎĦng ećfolgě miě einem pećiodiĎchen AĦfćĦf deĎ
Kommandoķeileněool pĎ alleć ķehn MilliĎekĦnden. Die MeĎĎıećěe beĎchćeiben den ma-
Ĳimalen SpeichećİećbćaĦch ÈĦbeć die geĎaměe LaĦfķeiě deć ĎeqĦeněiellen Vaćianěen. Die
EćgebniĎĎe Ďind in AbbildĦng 8 ķĦ Ďehen.

Die RepćÈaĎeněaěion deĎ Gćaphen benÈoěigě im AćbeiěĎĎpeicheć ćĦnd Ļ,ĕ GB, ıaĎ alĎ Refe-
ćenķıećě fÈĦć die ćelaěiİe Angabe İećıendeě ıićd. EĎ iĎě ķĦ ećkennen, daĎĎ deć Algoćiěh-
mĦĎ İon BoćčĦİka den gećingĎěen SpeichećİećbćaĦch haě (1,4 GB). Den meiĎěen Speicheć
benÈoěigě deć AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim Ħněeć VećıendĦng eineĎ Fibonacci-HeapĎ (4,Ė GB).

Abb. 8: Većgleich deĎ ćelaěiİen SpeichećİećbćaĦchĎ miě dem USA-Gćaphen

9 ZĦĎammenfaĎĎĦng

DaĎ Papeć beĎchćeibě Ħnd İećgleichě die klaĎĎiĎchen Algoćiěhmen ķĦć BećechnĦng eineĎ
minimalen SpannbaĦmĎ. EĎ ıićd geķeigě, daĎĎ in deć ĎeqĦeněiellen Vaćianěe deć Algoćiěh-
mĦĎ İon BoćčĦİka die beĎěe Wahl iĎě. DieĎeć haě den gećingĎěen SpeichećİećbćaĦch Ħnd die
gećingĎěe LaĦfķeiě fÈĦć Gćaphen beliebigeć Dichěe Ħnd GćÈoûe. ZĦĎÈaěķlich iĎě eć İećgleichĎ-
ıeiĎe einfach ķĦ implemeněiećen.

Die genĦěķěe PaćalleliĎiećĦng deĎ AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka iĎě nichě geeigneě fÈĦć die Već-
ıendĦng aĦf ćealen Daěen Ħnd eććeichěe nĦć aĦf Gćaphen miě miěělećeć Dichěe einen ak-
ķepěablen SpeedĦp. Miě einem Ďpeichećgekoppelěen Pćogćammiećmodell kÈonněe die Pać-
alleliĎiećĦng Ďinnİolleć ĦmgeĎeěķě ıećden, da deć AĦĎěaĦĎch deĎ AććaĳĎ nichě nÈoěig ıÈaće
Ħnd ĎěaěědeĎĎen miě aěomaćen Opećaěionen geaćbeiěeě ıećden kÈonněe.

Deć AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal iĎě fÈĦć die ćealen Daěen die ķıeiěbeĎěe Wahl. DĦćch die
eingeĎeěķěe PaćalleliĎiećĦng kann miě genÈĦgend PćoķeĎĎoćen die LaĦfķeiě deĎ ĎeqĦeněiellen
AlgoćiěhmĦĎ İon BoćčĦİka Ħněećboěen ıećden. Jedoch iĎě deć AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal fÈĦć
dichěe Gćaphen Ħngeeigneě.
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Deć AlgoćiěhmĦĎ İon Pćim ıĦćde miě ķıei İećĎchiedenen HeapĎ ĦněećĎĦchě. Dabei ķeigě
Ďich, daĎĎ deć İećgleichĎıeiĎe einfache binÈaće Heap einem Fibonacci-Heap ÈĦbećlegen iĎě.
Die einķige AĦĎnahme Ďind eĲěćem gćoûe Gćaphen, bei denen deć Fibonacci-Heap Ďchnel-
leć iĎě. ZĦdem benÈoěigě deć Fibonacci-Heap den meiĎěen Speicheć Ħnd iĎě Ďchıiećig ķĦ
implemeněiećen. FÈĦć kleine Gćaphen iĎě die UmĎeěķĦng miě dem binÈaćen Heap Èahnlich
Ďchnell ıie deć AlgoćiěhmĦĎ İon KćĦĎkal. Bei Ďehć dichěen Gćaphen Ďěellě deć Algoćiěh-
mĦĎ İon Pćim die ķıeiěbeĎěe Wahl dać.

InĎgeĎamě emp®ehlě eĎ Ďich daheć fÈĦć eine allgemeine ImplemeněiećĦng den AlgoćiěhmĦĎ
İon BoćčĦİka ķĦ İećıenden.
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