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E e g ng minimale SpannbÈa me a f nge ich e en,
kan enge ich e en G aphen mi den Algo i hmen on
K kal, P im nd Bo ka

Pa l JÈahne1

Ab ac : Da Pape anal ie die La f ei de Algo i hmen on K kal, P im nd Bo ka fÈ
da E e gen minimale SpannbÈa me a f nge ich e en, kan enge ich e en G aphen nd e gleich
die E gebni e mi de heo e i chen La f ei . Da e den die Algo i hmen k o ge ell nd
de en Implemen ie ng e lÈa e . Die Algo i hmen ind in de P og ammie p ache C mge e
nd eil ei e mi dem MPI-S anda d pa alleli ie . Da a f folg eine Be ch eib ng de fÈ die Te
e ende en Da en. FÈ Te mi G aphen e chiedene Dich e e den gene i che G aphen fe e
G Èoûe e ende . Um A agen Èbe G aphen e chiedene G Èoûe effen, kommen die G a-
phen de ne n en DIMACS Implemen ie ng e be e b m Ein a . Anhand die e G aphen
i d ge eig , da de Algo i hm on Bo ka in de eq en iellen Va ian e o ohl fÈ e chie-

dene Dich en al a ch n e chiedliche G Èoûen die chnell e La f ei nd den ge ing en Speiche -
e b a ch e iel . Mi de ge Èahl en Pa alleli ie ng a egie e eich de Algo i hm on K kal
fÈ dÈnne G aphen die be e La f ei .

Ke o d : minimale Spannba m, La f ei anal e, Algo i hm on K kal, Algo i hm on
P im, Algo ihm on Bo ka

1 Einlei ng

Im Rahmen die e A bei e den die Algo i hmen on K kal, P im nd Bo ka fÈ
die Be echn ng on minimalen SpannbÈa men e glichen. Ein Spannba m i ein Ba m
a Kan en eine G aphen, de alle Kno en en hÈal nd k ei f ei i . Minimal i d ein
Spannba m genann , enn die S mme alle Kan enge ich e die klein mÈogliche n e
allen SpannbÈa men de G aphen da ell .

Minimale SpannbÈa me e den n e ande em fÈ NÈahe ng lÈo ngen de R nd ei ep o-
blem ode fÈ die E ell ng ko engÈn ige Ve o g ng ne e ke einge e . Sie ind
a ch Gene ie ng on Lab in hen e endba .

E e i ie en be ei Ve Èoffen lich ngen, die die Algo i hmen e gleichen. Jedoch ind
die e ela i al nd ellen den Q ellcode nich Ve fÈg ng [MS91][DG98][BH 1]
ode ben en einfache Implemen ie ngen de Algo i hmen [Po 8]. Wei e hin fehl bei
die en ein Be g ealen Da en, da mi fÈallig gene ie en G aphen gea bei e i d.
Die e LÈcke oll ge chlo en e den. Z Èa lich i d mi den e ende en G aphen ein
g Èoûe e P oblembe eich abgedeck .

1 Hoch ch le fÈ Technik, Wi chaf nd K l , Fak l Èa Info ma ik, Ma hema ik nd Na i en chaf en,
Sch l aûe 1 , 4 8 T eb en, pa l.jaehne@gm .de
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Algo i hmen

Alle e ende en Ve fah en gehÈo en Kla e de G eed -Algo i hmen. Die e kon -
ie en die op imale Ge am lÈo ng a Ein elen cheid ngen, die m je eiligen Zei p nk
den g Èoû en Ge inn e p echen. Bei de Angabe de a mp o i chen La f ei eh E fÈ
die Menge de Kan en nd V fÈ die Kno enmenge de G aphen.

De Algo i hm on K kal [K 5 ] ch a f dem ge am en G aphen nach de ak ell
be en LÈo ng. E handel ich omi m ein globale Ve fah en, da ie folg ablÈa f .
Z Beginn e folg eine So ie ng de Kan en de G aphen nach ih em Ge ich . Danach
d chlÈa f de Algo i hm die o ie e Kan enli e. Dabei i d jede Kan e gep Èf ,
ob ein Hin fÈgen m ak ellen Spannba m einen K ei en ehen la en nd omi die
Spannba meigen chaf e le en È de. I da nich de Fall, i d die Kan e m Spann-
ba m hin gefÈg . Die i d iede hol bi alle Kan en abgea bei e den. Um die
K ei f eihei ef® ien p Èfen, kÈonnen die ein elnen Komponen en de Spannba m in
eine Union-Find-S k e al e e den. Un e Ve end ng die e i d die La f ei
de Algo i hm d ch da So ie en de Kan en dominie . E e gib ich omi fÈ ein
op imale e gleich ba ie e So ie e fah en die Zei komple i Èa O(|E| log |E|). Die i
a mp o i ch Èaq i alen O(|E| log |V |).

Im Gegen a m Algo i hm on K kal ch de Algo i hm on P im [P 5 ] n
on den bi he ge Èahl en Kno en a eine ne e Kan e nd a bei e omi lokal. AmAnfang
i d ein beliebige Kno en ge Èahl . Danach i d die folgenden Sch i e abgea bei e . Von

den e b ndenen Kno en e den alle Kan en be ach e , die einem bi he ne eich en
Kno en fÈh en. Von jenen i d die Kan e mi dem ge ing en Ge ich m Spannba m
hin gefÈg . Die i d fo ge e bi alle Kno en im Spannba m en hal en ind. FÈ eine
ef® ien e Implemen ie ng i d eine P io i Èa a e chlange benÈo ig . Die e en hÈal
jedem bi he ne eich en Kno en die Kan e mi dem ge ing en Ge ich , die einem
e eich en Kno en fÈh . Wei e hin i d eine Adja en li e gen , in de die Nachba n

jedem Kno en en hal en ind. FÈ die Um e ng de Wa e chlange e den Heap
e ende . Un e N ng eine binÈa en Heap e gib ich eine a mp o i che La f ei on

O(|E| log |V |) nd mi einem Fibonacci-Heap O(|E|+ |V | log |V |).

De Algo i hm on Bo ka [Bo ] bea bei e den G aphen folgende maûen in eine
Mi ch ng a lokalen nd globalen Sch i en. Beginne mi jedem Kno en al eine eigene
Komponen e. Finde on jede Komponen e die Kan e mi dem ge ing en Ge ich , die
eine ande en Komponen e fÈh . FÈge die e Kan en hin nd e einige alle o e b nde-
nen Komponen en. Wiede hole die bi n noch eine Komponen e Èb ig i . Somi i d
a f dem ge am en G aphen fÈ jede Komponen e lokal nach dem ak ell be en Sch i ge-
ch . FÈ die Ve al ng de Komponen en kann eine Union-Find-Da en k gen
e den. Mi die e e gib ich eine heo e i che La f ei on O(|E| log |V |).

Implemen ie ng

FÈ die Implemen ie ng de o ge ell en Algo i hmen i d die P og ammie p ache C
e ende . Wei e hin e folg eine eil ei e Pa alleli ie ng n e Ve end ng de Me a-
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ge Pa ing In e face (MPI)-S anda d. Dabei handel e ich m ein nach ich engekoppel-
e P og ammie modell. Die bede e , da jede P o e einen eigenen Speiche be eich
be i nd i chen die en Info ma ionen Èbe Nach ich en a ge a ch e den. De
Q ellcode de P og amm i a f Gi H b n e de LGPL in Ve ion e fÈgba .

De G aph i al C- c mi einem A a fÈ die Kan enli e nd We en fÈ die An ahl
de Kan en nd Kno en ep Èa en ie . Da Einle en eine G aphen e folg Èbe eine Da ei
in de e die An ahl de Kno en nd Kan en eh . Danach folgen alle Kan en, die
al d ei Zahlen ep Èa en ie e den. Die e ehen fÈ die e b ndenen Kno en nd da
Kan enge ich . Die Kno en ind on N ll beginnend d chn mme ie .

Die Implemen ie ng de Algo i hm on K kal e ende al So ie e fah en Me -
ge o . Da Ve fah en be i eine Zei komple i Èa on O(n logn) nd i ein abile So -
ie e fah en. Wei e hin kann die e Teil pa allel a gefÈh e den, oda jede P o e
einen Teil de Kan en empfÈang nd o ie . An chlieûend e den die o ie en Teile
iede e ende nd ch i ei e e einig . De Me ge-Algo i hm i leich abge an-

del , indem die ei e HÈalf e fÈ da Me ge in mgekeh e Reihenfolge kopie i d.
Da folgende Aba bei en de Kan enli e e folg eq en iell n e Ve end ng eine a -
a ba ie en Union-Find-S k . Die e i mi Pfad e kÈ ng nd Union-b -Rank m-
ge e . Mi die e i d gep Èf , ob die Kno en de Kan en e chiedenen Komponen en
gehÈo en nd omi ein k ei f eie EinfÈgen mÈoglich i .

De Algo i hm on P im i d mi Heap mge e . E eh eine Va ian e mi einem
binÈa en Heap nd eine mi einem Fibonacci-Heap Ve fÈg ng. De binÈa e Heap i al
A a mge e nd de Fibonacci-Heap mi doppel e ke e en Li en. A ûe dem i d
eine Adja en li e benÈo ig , m a f die benachba en Kno en jede Kan e g eifen.
Beide Va ian en la fen gleiche maûen ab. Z e i d de Heap mi allen Kno en ini ia-
li ie . Begonnen i d beim e en Kno en. Die e i d en fe n nd de Heap mi den
Kan en a de Adja en li e dem Kno en ak ali ie . Danach i d in jedem Sch i
da Minim m en fe n nd de Heap mi den ne en Kan en ak ali ie . Eine Pa alleli ie-
ng e folg nich , da die Heap k en nich dafÈ geeigne ind.

De Algo i hm on Bo ka be eh a ei Teilen, die iede hol nacheinande a -
gefÈh e den bi n noch eine Komponen e Èb ig i .De e e Teil i die S che alle
Kan en mi dem ge ing em Ge ich i chen den Komponen en. Da i d die Union-
Find-S k nd ein A a on de G Èoûe de Kno enan ahl gen . In die e i d die
Kan e mi dem ge ing en Kan enge ich einge agen, die dem je eiligen Kno en fÈh ,
ofe n beide Kno en in e chiedenen Komponen en en hal en ind. FÈ die A fÈh ng
mi meh e en P o e o en i d die S che pa alleli ie . DafÈ e hÈal jede P o e einen
Teil de Kan en nd ch in die em. Die E gebni e e den in eine Sammelope a ion bei
einem P o e ammengefÈh . Die e e eil danach da E gebni iede . Im ei en
Teil e den die ne e b ndenen Komponen en e einig . Da d chlÈa f jede P o e
da A a mi den kÈ e en Kno en nd e einig die e b ndenen Komponen en. An-
chlieûend ak ali ie jede P o e eine Komponen enli e.

h p : gi h b.com Se ho II minim m- panning- ee
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4 Da en

Um e chiedene Eigen chaf en de Algo i hmen n e chen, e den ei e chie-
dene Da enq ellen e ende . Mi den ealen Da en e den die Eigen chaf en fÈ G a-
phen e chiedene G Èoûe n e ch . Die gene i chen Da en dienen Un e ch ng
de Ve hal en a f G aphen n e chiedliche Dich e.

Al Q elle fÈ eale Da en e den die G aphen de 9. Implemen ie ng e be e b de
Cen e fo Di c e e Ma hema ic and Theo e ical Comp e Science (DIMACS) e en-
de . Die G aphen be ch eiben da S aûenne de USA b . Teile da on. Eine A ¯i ng
de ein elnen G aphen ®nde ich in Tabelle 1.

Name Be ch eib ng Kno en Kan en Dich e
USA USA komple .94 . 4 58. . 44 , E-
CTR Zen al-USA 14. 81.81 4. 9 .49 ,45E-
W We -USA . .1 4 15. 48.14 , E-
E O -USA .598. 8. 8.114 1, 5E-
LKS G oûe Seen . 58.119 .885. 58 1,81E-
CAL Kalifo nien nd Ne ada 1.89 .815 4. 5 . 4 , E-
NE No do -USA 1.5 4.45 .89 . , 5E-
NW No d e -USA 1. .945 .84 . 8 ,89E-
FLA Flo ida 1. . . 1 . 98 4, E-
COL Colo ado 4 5. 1. 5 . 1,11E-5
BAY B ch on San F anci co 1. 8 .1 1,55E-5
NY Ne Yo k Ci 4. 4 .84 ,1 E-5

Tab. 1: A ¯i ng de ealen G aphen

Die G aphen be i en eh n e chiedliche G Èoûen nd decken einen Be eich on .
bi . . Kan en ab. Alle G aphen ind dÈnn, da ih e Dich e i chen 1 −5 nd
1 −8 lieg . Die Dich e e echne ich mi Fo mel 1.

Dich e(G) =
|E|

|V |(|V |−1)
⇡ |E|
|V | (1)

FÈ Te Èah end de En ickl ng nd m Ve gleich de Algo i hmen a f e chieden
dich en G aphen e den gene i chen G aphen e ende . Die e be i en ein fÈallige
Kan enge ich on bi 99 nd ind in Tabelle a fgeli e . Alle haben 1 . Kno en
nd n e cheiden ich in de An ahl de Kan en. De Gi e g aph ha eine eidimen-
ionale, a e a ige S k . A ûe am Rand ha jede Kno en ie Nachba n. Bei dem
Pfadg aph handel e ich m eine Ke e on Kno en, die bi a f den S a - nd Endkno en
je eil n ei Nachba n haben. Somi ha die e die klein mÈogliche Dich e fÈ einen

ammenhÈangenden G aph.

De Spannba m de Gi e g aphen kann al Lab in h in e p e ie e den. Da P og amm
e fÈg Èbe die MÈoglichkei beliebige ech eckige Lab in he e e gen.

h p: .di . ni oma1.i challenge9 do nload. h ml
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Name Be ch eib ng Kno en Kan en Dich e
FULL G aph mi Dich e 1 1 . 49.995. 1, E
HALF G aph mi Dich e ,5 1 . 4.99 .5 5, E-1
QUAR G aph mi Dich e , 5 1 . 1 .498. 5 ,5 E-1
GRID Gi e g aph 1 . 19.8 ,9 E-4
PATH Pfadg aph 1 . 9.999 , E-4

Tab. : A ¯i ng de gene i chen G aphen

5 La f ei me ng

Die La f ei me ngen e folgen a f einem Dell R Se e mi ei In el Xeon E5- 8
P o e o en nd 51 GB A bei peiche . Al Be ieb em komm da Comm ni

En e p i e Ope a ing S em (Cen OS) in de Ve ion . m Ein a . Die e e ende
den Lin -Ke nel de Ve ion . . . Al Compile dien de GNU C Compile 4.8.1 nd
die MPI-Implemen ie ng OpenMPI 1.8. fÈ die Pa alleli ie ng.

E e den fÈ jeden Algo i hm a f allen o ge ell en Da en je eil Me ngen
d chgefÈh nd Èbe die e gemi el . FÈ die pa alleli ie en Va ian en e den die glei-
chen Me ngen Èa lich a f ei, ie nd ach P o e o ke nen a gefÈh . Die Zei -
me ng e folg Èbe die MPI-F nk ion MPI W ime.

Abbild ng 1 eig die eq en ielle La f ei de Algo i hmen a f G aphen n e chiedli-
che G Èoûe. Die be e La f ei fÈ alle G Èoûen liefe de Algo i hm on Bo ka. Die
benÈo ig e Zei lieg in e a bei de HÈalf e im Ve gleich m Algo i hm on K kal. Die
Algo i hmen on K kal nd P im mi binÈa em Heap ind fÈ kleine e G aphen gleich
a f. Mi eigende G Èoûe e eich de Algo i hm on K kal be e e La f ei en. De
Algo i hm on P im n e Ve end ng eine Fibonacci-Heap i de lang am e. E
i d n fÈ g Èoûe e G aphen eine be e e La f ei al mi einem binÈa en Heap e iel .

Abb. 1: La f ei fÈ eale Da en ( eq en iell)
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FÈ den Ve gleich de Algo i hmen a f n e chiedlich dich en G aphen e den gene i-
che G aphen mi de gleichen Kno enan ahl e ende . Die E gebni e ind in Abbil-
d ng da ge ell . Bei die en chneide de Algo i hm on K kal mi nehmende
Dich e chlech e ab. Somi i die e Algo i hm fÈ dich e G aphen enig geeigne .
Die Z nahme de La f ei fÈ die Algo i hmen on K kal nd P im i nahe line-
a . Jedoch i de An ieg de Algo i hm on P im ge inge . Die Va ian e mi einem
Fibonacci-Heap e eich keine be e e La f ei al die mi einem binÈa en Heap. De Al-
go i hm on Bo ka i de lich de chnell e. Die e ha Èa lich ab eine mi le en
Dich e n eine ge inge Z nahme de La f ei je dich e de G aph i d. Dami i de
Algo i hm on Bo ka fÈ dich e G aphen am be en geeigne .

Abb. : La f ei in AbhÈangigkei de Dich e ( eq en iell)

Die E gebni e ehen im Gegen a den Beobach ngen de eingang angefÈh en
Ve Èoffen lich ngen. So e gab die Ve Èoffen lich ng on Ba lamacËci nd Hindi [BH 1],
da de Algo i hm on P im o ohl fÈ dich e al a ch dÈnne G aphen am be en ge-
eigne i nd de Algo i hm on Bo ka meh Zei benÈo ig al de Algo i hm on
K kal.

Im ei e en e folg eine Anal e de pa allelen Va ian en de Algo i hm on K kal
nd Bo ka fÈ die ealen nd gene i chen Da en. Da i d de Speed p be ach e .
Die e e gib ich a dem Ve hÈal ni de La f ei en de eq en iellen nd pa allelen Al-
go i hm , ie in Fo mel be ch ieben, obei P fÈ die An ahl de P o e o en eh .

Speed p(P) =
T (1)
T (P)

( )

Die Abbild ng eig den e iel en Speed p a f G aphen e chiedene G Èoûen n e
Ve end ng de pa alleli ie en Algo i hm on K kal. Die e e eich fÈ alle e -
ende en G Èoûen de ealen Da en einen ak ep ablen Speed p, de n e Ve end ng on

meh P o e o en ge eige e den kann. FÈ ach P o e o en lieg die e bei ngefÈah
,5. Mi ie nd ach P o e o en lieg die La f ei n e de eq en iellen Um e ng
de Algo i hm on Bo ka.
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Abb. : Rela i e Speed p fÈ eale Da en (K kal)

Abbild ng 4 eig den Speed p fÈ den Algo i hm on K kal a f e chieden dich-
en G aphen. FÈ eh dich e G aphen i d ein hÈohe e Speed p e eich al bei dÈnnen
G aphen. Die lieg da an, da mi hÈohe e Kan enan ahl de So ie a f and chnelle
eig al de Komm nika ion a f and. Un e Ve end ng on ach P o e o en kann ein

Speed p nahe 4 e eich e den. Dami lieg die La f ei fÈ eh dich e G aphen n e
Ve end ng on ach P o e o en in e a a f de HÈohe de eq en iellen Algo i hm
on P im fÈ die e Da en.

Abb. 4: Speed p in AbhÈangigkei de Dich e (K kal)

In Abbild ng 5 i de Speed p fÈ G aphen n e chiedliche G Èoûen n e Ve end ng
de Algo i hm on Bo ka da ge ell . FÈ eale Da en e eich die e ende e Pa -
alleli ie ng de Algo i hm on Bo ka keinen b a chba en Speed p. FÈ ei P o-
e o en i ein minimale Zei ge inn e eichnen. D ch die Hin nahme ei e e
P o e o en e lang am ich die A fÈh ng jedoch. Dami i die ge Èahl e Pa alleli ie-
ng a egie fÈ die e Da en nich inn oll.
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Abb. 5: Speed p fÈ eale Da en (Bo ka)

Abbild ng eig den Speed p fÈ den Algo i hm on Bo ka a f e chieden dich-
en G aphen. FÈ eh dÈnne G aphen be Èa ig ich da Bild a den ealen Da en, da
die Pa alleli ie ng die La f ei e chlech e . FÈ hÈohe e Dich en e gib ich jedoch ein
ak ep able Speed p, de mi eigende Dich e iede ink . Somi kann die e ende e
Pa alleli ie ng fÈ G aphen mi le e Dich e al inn oll be eichne e den.

Abb. : Speed p in AbhÈangigkei de Dich e (Bo ka)

Ve gleich mi a mp o i che La f ei

Um Èbe p Èfen ie die eale La f ei a mp o i chen in Be ieh ng eh , i d
die La f ei de Algo i hmen mi de je eiligen a mp o i chen La f ei a Ab chni
kalie . Da E gebni i in Abbild ng ehen.
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FÈ alle Algo i hmen e gib ich eine aage ech e Linie. Die bede e , da die eale
La f ei in dem Maûe Èach , ie d ch die a mp o i che o he ge ag . Die Implemen-
ie ngen de Algo i hm on P im en hal en Sp Ènge. Da eig an, da eine leich e
Ab eich ng on de a mp o i chen La f ei o lieg .

Abb. : Ve gleich mi a mp o i che La f ei

S a i i che Anal e

Um a i i ch belegba e A agen fÈ den Ve gleich de Algo i hmen effen kÈonnen,
i d de gepaa e, ei ei ige -Te e ende . Die Re l a e mi die em Te ehen

je eil in Klamme n hin e den A agen. I m ah cheinlichkei en on n e einem
P o en (1 − ) ind al hÈoch igni®kan an ehen.

Anhand de USA-G aphen la en ich folgende A agen effen. FÈ die eq en iellen
Va ian en a f den ealen Da en i de Algo i hm on Bo ka chnelle al de Algo-
i hm on K kal (1 − ). Die e iede m i chnelle al de Algo i hm on P im
in beiden Va ian en (P im Fib.: 1 − , P im Bin.: 1 − ). De Algo i hm on K kal
a f ealen Da en i in de pa allelen Va ian e ab meh al ie P o e o en chnelle al de
Algo i hm on Bo ka (1 − ). Die Um e ng de Algo i hm on P im mi einem
Fibonacci-Heap i fÈ g oûe G aphen chnelle al die mi einem binÈa en Heap (1 −1 ).
Die pa allele Um e ng de Algo i hm on K kal mi ie P o e o en i chnelle
al de eq en ielle Algo i hm (1 − ).

Am Bei piel de FLA-G aphen kann ge eig e den, da die La f ei en de Algo i hmen
on K kal nd P im mi binÈa em Heap fÈ kleine G aphen nich e chieden ind ( ,8 ).
A ûe dem kann ge eig e den, da de Algo i hm on P im mi dem Fibonacci-Heap
fÈ kleine G aphen lang ame i al de mi einem binÈa en Heap (1 −9). A dem FULL-
G aphen kann ge chlo en e den, da de Algo i hm on Bo ka fÈ dich e G aphen
chnelle i al de Algo i hm on P im in beiden Va ian en (P im Fib.: 1 −5 , P im
Bin.: 1 −54). Die e ind fÈ dich e G aphen iede m chnelle al de Algo i hm on
K kal (1 −48).
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8 Speiche e b a ch

FÈ die Me ng de Speiche e b a ch i d de USA-G aph e ende . Die i de
g Èoû e e fÈgba e eale G aph. Die Me ng e folg mi einem pe iodi chen A f f de
Kommando eilen ool p alle ehn Milli ek nden. Die Me e e be ch eiben den ma-
imalen Speiche e b a ch Èbe die ge am e La f ei de eq en iellen Va ian en. Die
E gebni e ind in Abbild ng 8 ehen.

Die Rep Èa en a ion de G aphen benÈo ig im A bei peiche nd , GB, a al Refe-
en e fÈ die ela i e Angabe e ende i d. E i e kennen, da de Algo i h-
m on Bo ka den ge ing en Speiche e b a ch ha (1,4 GB). Den mei en Speiche
benÈo ig de Algo i hm on P im n e Ve end ng eine Fibonacci-Heap (4, GB).

Abb. 8: Ve gleich de ela i en Speiche e b a ch mi dem USA-G aphen

9 Z ammenfa ng

Da Pape be ch eib nd e gleich die kla i chen Algo i hmen Be echn ng eine
minimalen Spannba m . E i d ge eig , da in de eq en iellen Va ian e de Algo i h-
m on Bo ka die be e Wahl i . Die e ha den ge ing en Speiche e b a ch nd die
ge ing e La f ei fÈ G aphen beliebige Dich e nd G Èoûe. Z Èa lich i e e gleich -
ei e einfach implemen ie en.

Die gen e Pa alleli ie ng de Algo i hm on Bo ka i nich geeigne fÈ die Ve -
end ng a f ealen Da en nd e eich e n a f G aphen mi mi le e Dich e einen ak-
ep ablen Speed p. Mi einem peiche gekoppel en P og ammie modell kÈonn e die Pa -
alleli ie ng inn olle mge e e den, da de A a ch de A a nich nÈo ig Èa e
nd a de en mi a oma en Ope a ionen gea bei e e den kÈonn e.

De Algo i hm on K kal i fÈ die ealen Da en die ei be e Wahl. D ch die
einge e e Pa alleli ie ng kann mi genÈgend P o e o en die La f ei de eq en iellen
Algo i hm on Bo ka n e bo en e den. Jedoch i de Algo i hm on K kal fÈ
dich e G aphen ngeeigne .
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E e g ng minimale SpannbÈa me ± ein e pe imen elle Ve gleich

De Algo i hm on P im de mi ei e chiedenen Heap n e ch . Dabei eig
ich, da de e gleich ei e einfache binÈa e Heap einem Fibonacci-Heap Èbe legen i .
Die ein ige A nahme ind e em g oûe G aphen, bei denen de Fibonacci-Heap chnel-
le i . Z dem benÈo ig de Fibonacci-Heap den mei en Speiche nd i ch ie ig
implemen ie en. FÈ kleine G aphen i die Um e ng mi dem binÈa en Heap Èahnlich
chnell ie de Algo i hm on K kal. Bei eh dich en G aphen ell de Algo i h-
m on P im die ei be e Wahl da .

In ge am emp®ehl e ich dahe fÈ eine allgemeine Implemen ie ng den Algo i hm
on Bo ka e enden.
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