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Eines der bedeutendsten Verfahren zur reellen Quantorenelimination ist die Quanto-
renelimination mittels virtueller Substitution, die von Weispfenning 1988 eingefiihrt
wurde. In der vorliegenden Arbeit werden zahlreiche algorithmische Strategien zur
Optimierung dieses Verfahrens prisentiert. Optimierungsziele der Arbeit waren da-
bei die tatsdchliche Laufzeit der Implementierung des Algorithmus sowie die Grofie
der Ausgabeformel. Zur Optimierung werden dabei die Simplifikation von Formeln
erster Stufe, die Reduktion der Grofe der Eliminationsmenge sowie das Condensing,
ein Ersatz fiir die virtuelle Substitution, untersucht. Lokale Quantorenelimination
berechnet Formeln, die nur in der Néhe eines gegebenen Punktes dquivalent zur Ein-
gabeformel ist. Diese Einschrinkung erlaubt es, das Verfahren weiter zu verbessern.
Als Anwendung des Eliminationsverfahren diskutieren wir abschlieend, wie man
eine grofie Klasse von Schedulingproblemen mittels reeller Quantorenelimination
1osen kann. In diesem Fall benutzen wir die spezielle Struktur der Eingabeformel
und zusitzliche Informationen iiber das Schedulingproblem, um die Quantoreneli-
mination mittels virtueller Substitution problemspezifisch zu optimieren.

1 Einleitung

Wir betrachten die Menge R der reellen Zahlen. Oftmals macht man Annahmen iiber Zah-
len, wie z.B. 22 — 2z + 1 + y2 < 0. Wir betrachten Terme, die durch Kombination von
ganzen Zahlen und Variablen durch die gewohnten arithmetischen Operationen ,,+, ,,
und ,,— entstehen. Potenzen von Variablen wie 2 lesen wir als abkiirzende Schreibweise
fiir Produkte wie z - x. Es folgt sofort, dall wir nur natiirliche Zahlen als Potenzen zulassen,
und daf} keine Variablen im Exponenten stehen diirfen. Alle Terme lassen sich als multi-
variate Polynome in einem geeigneten Polynomring iiber den ganzen Zahlen auffassen.
Terme werden mit den iiblichen Relationen ,,=", ,#%, ,,<%, ,,>%, ,,<“, ,,>* zu atomaren
Formeln kombiniert. Sie lassen sich immer dquivalent in der Form ¢ p O fiir einen Term ¢
und eine Relation p schreiben. Zusétzlich lassen wir die Wahrheitswerte ,true und ,,false*
zu. Atomare Formeln werden zusammen mit den logischen Operationen ,,A“, ,,V*“ und ,,—*
zu quantorenfreien Formeln kombiniert. SchlieBlich betrachten wir noch Quantoren der
Form ,,3z* und ,,Yz* und erhalten damit Formeln erster Stufe.

Eine reelle Quantorenelimination berechnet zu einer beliebigen Formel ¢ erster Stufe eine
dquivalente quantorenfreie Formeln ¢. In unserem Beispiel ist ,,true” ein solches quanto-
renfreies Aquivalent. Natiirlich konnen in der quantorenfreien Beschreibung noch Para-
meter, d. h. nicht durch Quantoren gebundenen Variablen, auftreten. In unserem Beispiel
wiren dies die Variablen ¢y, ¢; und co. Wir geben abschlieBend dazu ein Beispiel: Wir
betrachten die Formel 3z(azx + b = 0), die besagt, daB eine affin-lineare Funktion eine
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Nullstelle besitzt. Offensichtlich ist a # 0V b = 0 eine dquivalente quantorenfreie For-
mel. Diese bietet notwendige und hinreichende Bedingungen an die Parameter, daf} die
Originalformel gilt.

Weispfenning stellte 1988 [Wei88] ein Quantoreneliminationsverfahren fiir lineare For-
meln in geordneten Korpern vor. Lineare Formeln sind Formeln, deren gebundene Va-
riablen weder in hoheren Potenzen vorkommen noch miteinander multipliziert werden.
Wir bezeichnen dieses Verfahren als Quantorenelimination mittels virtueller Substitution.
In den letzten 10 Jahren hat Weispfenning sein Verfahren auf Formeln beliebigen Gra-
des erweitert [Wei94b, Wei97]. Fiir lineare und quadratische Formeln ist das Verfahren
bereits mehrfach implementiert worden. Die ausgereifteste Implementierung ist im REDU-
CE-Paket REDLOG, des Autors et al. [DS97, DS99], enthalten.

2 Simplifikation von Formeln

In diesem Kapitel skizzieren wir einen Algorithmus zur Simplifikation von Formeln, d. h.
zur Berechnung einer zur Eingabeformel dquivalenten Formel, die in einem gewissen Sin-
ne einfacher ist. Ein solcher Algorithmus heilit Simplifier. Simplifikation von Formeln ist
ein zentraler Algorithmus bei der automatischen Verarbeitung Formeln erster Stufe. Wir
verwenden ihn im Rahmen unserer Quantorenelimination zur Vereinfachung der Ergeb-
nisformel und aller Zwischenergebnisse.

Hauptziel unserer Simplifikation ist es, die Anzahl der atomaren Formeln einer Formel zu
reduzieren. Weitere Ziele sind die Vereinfachung der Terme in den atomaren Formeln und
die Vereinfachung der booleschen Struktur. Daneben betrachten wir Simplifikationsziele,
die eher technischer Natur sind und die darauf aufbauenden Algorithmen unterstiitzen. Ei-
nige dieser Ziele konnen sich dabei durchaus widersprechen. Wir beschrinken uns hier auf
die Darstellung der fiir die Quantorenelimination relevanten Strategien zur Simplifikation
von Formeln.

Die Simplifikation atomarer Formeln ist der Grundbaustein unseres Simplifiers. Wir be-
rechnen eine — nicht eindeutige — Normalform der atomaren Formeln. Dazu verwenden
wir insbesondere Techniken aus der Polynomfaktorisierung. Wir haben zusitzlich Heuri-
stiken, einige atomare Formeln als widerspriichlich oder als allgemeingiiltig zu erkennen.
Um das Simplifikationsziel der einfachen Terme, auf Kosten der Anzahl atomarer For-
meln, zu erreichen, betrachten wir auch Simplifikationen, die aus einer atomaren Formel
eine komplexe Formel generieren. Ein Beispiel ist die Simplifikation von 2222 +y222 # 0
u(x#O0A2Z0)V (y#0Az#0).

Zentraler Baustein unseres Simplifiers ist die Simplifikation flacher Formeln, d. h. die Sim-
plifikation einer Konjunktion bzw. einer Disjunktion von (simplifizierten) atomaren For-
meln. Wir erweitern unseren Ansatz derart, dal wir eine Theorie zulassen. Dies ist eine
Menge atomarer Formeln, die als giiltig angenommen werden.

Die erste Strategie zur Simplifikation flacher Formeln ist es, atomare Formeln mit fast
identischen Polynomen zu verschmelzen. Zwei Polynome heiflen dabei fast identisch,
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wenn sie nach der Normierung des hochsten Koeffizienten auf 1 sich nur im absoluten
Glied unterscheiden. Zum Beispiel vereinfachen wir 2z+1 > 0A3z+1 > 0zu3z+1 > 0.
Die zweite Strategie benutzt Grobnerbasen, um Gleichungsmengen als widerspriichlich
zu erkennen. Wir konnen dariiberhinaus die Gleichungsmengen durch dquivalente Glei-
chungsmengen ersetzen und alle anderen involvierten Terme weiter normieren. Wir erken-
nen z. B. die Widerspriichlichkeit der Formelz +y =0Ay+2=0Az 4+ z # 0.

Die Simplifikation geschachtelter Formeln basiert auf der Simplifikation flacher Formeln
beziiglich einer Theorie. Die zentrale Idee ist es dabei, eine implizite Theorie wihrend
des rekursiven Traversierens der Formel aufzubauen, und alle Simplifikationen beziiglich
dieser Theorie durchzufiihren. Die Simplifikation einer Konjunktion o A ¢ mit o atomar
bzgl. einer Theorie © wird auf die Simplifikation von ¢ bzgl. der Theorie © U{a} zuriick-
gefiihrt. Eine analoge Strategie wird bei der Simplifikation einer Disjunktion angewendet.
Zur Vereinfachung quantifizierter Formeln betrachten wir zwei Strategien, die den Grad
der gebundenen Variablen mittels einer Variablensubstitution bzw. mittels der Wu—Ritt-
Reduktion senken.

3 Quantorenelimination mittels virtueller Substitution

In diesem Kapitel wird die Quantorenelimination mittels virtueller Substitution [Wei88,
LWO93] erstmalig nach algorithmischen und softwaretechnischen Gesichtspunkten analy-
siert und gegliedert. Hierbei bilden sich vier Hauptphasen des Verfahrens heraus.

Bevor wir diese vier Phasen nennen, wollen wir in groben Ziigen das Verfahren skizzie-
ren und dann auf neue Optimierungen eingehen. Unsere Optimierungsziele sind dabei die
Grofle bzw. die ,,Einfachheit der Ergebnisformel und die tatsdchliche Laufzeit des Verfah-
rens. Dabei beruht die Beschleunigung des Verfahrens darauf, da3 unsere Optimierungen
zu einfacheren Zwischenergebnisse fiihren.

Wir betrachten o. B. d. A. eine Formel der Form

¢(u) =3z (y(u)), ¢ positiv, quantorentrei,

wobei eine Formel positiv heift, falls sie die logische Negation ,,— nicht enthilt. Die
Quantorenelimination mittels virtueller Substitution beruht darauf, einen Existenzquan-
tor, der intuitiv als unendliche Disjunktion iiber alle reellen Zahlen gesehen werden kann,
durch eine endliche Disjunktion, die ein formales Objekt darstellt, zu ersetzen.

Seia = (ay,..., ap) € R™. Die Erfiillungsmenge

Sa(®) ={ceR|¢(ac)} CR
ist eine disjunkte Vereinigung von moglicherweise entarteten Intervallen. Die Formel ¢ ist
genau dann fiir die gegebenen Parameterwerte a erfiillt, falls die Erfiillungsmenge von v
mindestens ein nicht-leeres Intervall enthilt.
Man beachte, daf die Anzahl, die Lage und der Typ der Intervalle vom konkret gewihlten
Punkt a abhiingen. Die zentrale Idee der Quantorenelimination mittels virtueller Substitu-
tion ist es, daf} die moglichen Endpunkte der Intervalle dennoch uniform als Ausdriicke in
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den Parametern beschrieben werden kdnnen. Sie sind ndmlich im wesentlichen Nullstel-
len der linearen und quadratischen Polynome in z, die in den atomaren Formeln von v
auftreten. Diese werden als Losungskandidaten bezeichnet. Aus den Losungskandidaten
berechnen wir eine Eliminationsmenge. Dies ist eine endliche Menge von Testtermen. Ein
Testterm ist ein Paar (y(u), t(u)), wobei der Guard y eine quantorenfreie Formel ist, und ¢
ein Nichtstandardterm ist, d. h., t darf gewisse zusitzlich eingefiihrten Symbole enthalten.
Ein Guard y(u) eines Testpunktes ¢(u) garantiert, daB ¢(a) fiir alle a € R™ mit y(a) de-
finiert ist. Als Ersatz fiir die Substitution definiert man eine modifizierte Substitution, die
in atomaren Formeln Variablen durch Terme oder gewisse Nichtstandardterme ersetzt, und
dabei quantorenfreie Formeln, die ausschlieBlich Standardterme enthalten, liefert. Die mo-
difizierte Substitution ist eine Erweiterung der virtuellen Substitution, die dem Verfahren
den Namen gegeben hat. Eliminationsmengen erfiillen die folgende Aquivalenz:

Fz(y) «—  \/ v APl

(v.t)eE
Die eingangs erwihnten Phasen des Verfahren sind die folgenden:

1. Berechne aus ¢ die Menge A der darin enthaltenen atomaren Formeln.
2. Berechne aus A die Menge C' der Losungskandidaten.
3. Berechne aus C' eine Eliminationsmenge F.

4. Substituiere die Terme in F in ¢, kombiniere die erhaltenen Teilergebnisse disjunk-
tiv, und vereinfache abschlieend die erhaltene Disjunktion.

Im folgenden skizzieren wir unsere ersten Optimierungen, die im wesentlichen die drit-
te Phase betreffen. Ein wichtiger Ansatz ist es, moglichst kleine Eliminationsmengen zu
finden. Die schon bekannte Idee, da3 man entweder nur untere oder nur obere Intervall-
grenzen betrachten muf}, haben wir verallgemeinert. Zunichst haben wir die Idee auch auf
reelle Eliminationsmengen, d.h. Eliminationsmengen, die nur Standardterme enthalten,
erweitert. Wir haben dann gezeigt, wie sich die Seitenauswahl auf Testpunkte aus quadra-
tische Termen erweitern 146t.

Der Schrankentyp einer atomare Formel, hingt von ihrer Relationen und dem hochsten
Koeffizienten des enthaltenen Polynoms ab. Ist dieser parameterfrei, so kdnnen wir den
Schrankentyp bestimmen und dementsprechend eine Seitenauswahl treffen. Ist der hdchste
Koeffizient dagegen parametrisch, so muf} der zugehorige Testpunkt auf alle Fille betrach-
tet werden. Jedoch kann nach der Seitenauswahl der Guard, eines aus einer solchen ato-
maren Formel bestimmten Testpunkts, um eine Vorzeichenbedingung iiber den héchsten
Koeffizienten erweitert werden. Diese Bedingung erlaubt insbesondere eine Optimierung
der modifizierten Substitution in der vierten Phase der Elimination.

Fiir den Spezialfall, da} die Formel nur eine einzige quadratische Ordnungsungleichung
enthilt, haben wir eine Alternative zur normalen Eliminationsmengenberechnung ein-
gefiihrt. Dabei berechnen wir ausschlieBlich lineare Terme, so dal bei der modifizierten
Substitution die Grade der Parameter, die ja moglicherweise von weiter auflen quantifiziert
werden, nicht ansteigen.
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4 Strukturelle Eliminationsmengen

In diesem Kapitel skizzieren wir Optimierungen der ersten beiden Phasen der Quantore-
nelimination mittels virtueller Substitution. Ziel dieser Ansitze ist es, kleine Eliminations-
mengen zu berechnen.

Wir betrachten analog zur Simplifikation das Konzept einer Theorie. Dabei unterscheiden
wir drei Arten von Theorien: Die explizite Theorie wird vom Benutzer spezifiziert. Die im-
plizite Theorie wird in der ersten Phase beim rekursiven Traversieren der Formel zu jeder
atomaren Formel berechnet. SchlieBlich kann man dynamisch aufgrund des Verfahrensab-
laufs noch eine unsichtbare Theorie erzeugen.

Bei der Berechnung der Losungskandidaten werden Annahmen iiber das Vorzeichen eines
im allgemeinen parametrisch gegebenen Koeffizienten gemacht. Diese werden in die Er-
gebnisformel codiert, es sei denn, das Vorzeichen kann uniform entschieden werden. Die
oben eingefiihrten Theorie schrinken nun die Menge der zuldssigen Belegungen der Para-
meter ein, so da} wir in einigen Féllen heuristisch das Vorzeichen entscheiden konnen. Da-
durch wird die Berechnung der Losungskandidaten verbessert: Einige Losungskandidaten
fallen weg, einige Guards werden einfacher und schlieflich kdnnen wir den Schrankentyp
in weiteren Fillen bestimmen. Zur Entscheidung der Vorzeichenannahmen verwenden wir
eine Heuristik, die auf den in Kapitel 2 beschriebenen Simplifikationen beruht.

Ein weiter eingefiihrtes Konzept ist die verallgemeinerte Gausselimination. Betrachte die
Formel

31‘(211‘4-20:0/\@[1), 21 EZ\{O}, Zo € 7.

Dann ist leicht zu sehen, dal unabhingig von der Belegung der Parameter die Zahl —i—‘l’
der einzige erfiillende Punkt von z1x + 2o = 0 A %) ist [LW93].

Wir verallgemeinern dieses Konzept auf Gaussformeln. Dies sind Subformeln, von denen
wir leicht algorithmisch eine endliche Obermenge L aller Losungspunkte, uniform gege-
ben durch Terme in den Parametern, berechnen konnen. Gaussformeln sind nicht-triviale
Gleichungen, Konjunktionen, die eine Gaussformel enthalten sowie Disjunktionen von
Gaussformeln. Die Losungskandidaten einer Gaussformel sind genau die Terme in L.

Ein dhnliches Resultat zeigen wir auch fiir nicht-triviale negierte Gleichungen, die un-
abhingig von der Parameterbelegung eine co-endliche Erfiillungsmenge besitzen. Dies
fiihrt zur Methode der co-Gausselimination und den co-Gaussformeln. Gaussformeln und
co-Gaussformeln fassen wir als Primkonstituenten auf. Dies sind — moglicherweise kom-
plexe — Subformeln unserer betrachteten Formel, die in der erste Phase der Elimination die
Rolle der atomaren Formeln iibernehmen.

S5 Repeated Condensing

In diesem Kapitel fithren wir Condensing als Ersatz der modifizieren Substitution in der
vierten Phase der Elimination ein. Wir unterscheiden zwischen dem Gauss-Condensing



48 Andreas Dolzmann

und dem positionellen Condensing. Bei beiden Ansitzen ist die grundlegende Idee gleich:
Wir substituieren einen Term nicht in die Gesamtformel, sondern nur in Teile der Gesamt-
formel und 16schen alle anderen Teile.

Gauss-Condensing nutzt wie die verallgemeinerte Gausselimination die Eigenschaft von
Gaussformeln aus, eine endliche Erfiillungsmenge zu haben. Wir betrachten den Fall, daf3
unsere Eingabeformel 3z(¢)) eine Gaussformel ¢’ als Primkonstituente enthilt. In dieser
Situation berechnen wir eine Eliminationsmenge £ = E;,UE’, wobei E,, alle Testpunkte,
die aus v’ generiert werden, enthilt. Bei der Substitution der Testpunkte aus E' ersetzen
wir zunichst in ¢ die Gaussformel v’ durch ,false* und wenden erst dann die iibliche
modifizierte Substitution an. Idee ist, daB alle Parameterbelegungen, fiir die ¢’ gilt, durch
Testpunkte in E, abgedeckt werden. Testpunkte in E’ sind also nicht relevant, wenn ¢’
gilt, und somit ist das Loschen von 1)’ korrekt.

Im Gegensatz zum Gauss-Condensing, bei dem wir die Eigenschaften einer speziellen
Primkonstituente ausnutzen, beruht das positionelle Condensing auf der Position einer
Subformel ¢’ innerhalb der betrachteten Formel ¢. Wir kénnen Formeln auch als Biume
betrachten, deren innere Knoten mit den booleschen Operatoren und deren Blitter mit
atomaren Formeln bzw. Primkonstituenten markiert sind. Betrachten wir nun einen Test-
punkt, der aus 1)’ berechnet wurde und den Pfad P von der Wurzel des Baums, der 1)
repriisentiert, bis zur Subformel ¢)’. Beim positionellen Condensing 16schen wir nun alle
Subformeln, die an mit ,,V* markierten Knoten auf P liegen aber nicht zu P gehoren und
substituieren nur in die restliche Formel. Die Idee dabei ist es, daB die geloschten Teile
unabhiingig vom betrachteten Testpunkt sind und sie nur durch die Substitution anderer
Testpunkte zum Endergebnis beitragen.

6 Lokale Quantorenelimination

Bei der lokalen Quantorenelimination unterscheiden wir zwischen nicht-lokalen Parame-
ter ui, - .., u, und lokalen Parametern vy, ... , Uy,. Zu den lokalen Parametern spezifi-
zieren wir einen betrachteten Punkt a € R™. Zu ¢ und a berechnet die lokale Quantore-
nelimination eine Theorie O, die atomare Formeln in den lokalen Parameter enthilt, und
eine quantorenfreie Formel ¢’, so daB

/\@ — (p+—¢') und /\G(al,... , ).

Bei der eingeschrdnkten lokalen Quantorenelimination fordern wir zusétzlich, daf3 die be-
rechnete Theorie © keine Gleichungen enthilt. Dies impliziert dann, daf © fiir alle Punkte
einer Umgebung von a giiltig ist.

Am Beispiel der Quantorenelimination mittels virtueller Substitution zeigen wir, wie man
die Spezifikation der lokalen Quantorenelimination zu weiteren Optimierungen des Ver-
fahrens benutzen kann. Zentrale Idee ist es, die Theorie ©® wihrend der Berechnung von
¢’ zu erzeugen. Atomare Formeln werden immer dann zu © hinzugefiigt, wenn dadurch
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Optimierungen gegeniiber der regulidren Quantorenelimination méglich werden. Wir be-
trachten z. B. die Formel

p(b,m) =Jx(max +b>0Az <0),

in dem nicht-lokalen Parameter b und dem lokalen Parameter m. Fiir m spezifizieren wir
den betrachteten Punkt 1. Reguldre Quantorenelimination berechnet zu ¢ das quantoren-
freie Aquivalent

m<O0V(m=0Ab>0)V(m#O0A—-bm<D0).

Unsere lokale Quantorenelimination berechnet die Formel b > 0 zusammen mit der Theo-
rie {m > 0}. In diesem Beispiel fiigen wir bei der Berechnung des Losungskandidaten
—% die Annahme m > 0 zur Theorie, hinzu und miissen daher weder den Spezialfall
m = 0 noch den Fall m < 0 behandeln. Diese Idee haben wir auf den allgemeinen Fall
der Berechnung eines Losungskandidaten erweitert.

Ahnliche Strategien haben wir auch fiir die Optimierung der modifizierten Substitution
und der Simplifikation entwickelt.

7 Scheduling mittels Quantorenelimination

Wir betrachten optimales Scheduling, d. h. wir suchen Schedules, die beziiglich einer Ziel-
funktion optimal sind. Dazu benutzen wir die erweiterte Quantorenelimination [Wei94a].
Diese berechnet zu einer rein existentiell quantifizierten Formel nicht nur das quantoren-
freie Aquivalent sondern auch eine erfiillende Beispiellosung fiir die quantifizierten Varia-
blen. Quantorenelimination mittels virtueller Substitution kann leicht zu einer erweiterten
Quantorenelimination modifiziert werden. Somit sind also alle Optimierungen, die wir in
den vorherigen Kapiteln besprochen haben, auch Optimierungen der erweiterten Quanto-
renelimination.

Unser Losungsansatz gliedert sich in drei Phasen: Zunichst formulieren wir das gege-
bene Schedulingproblem als existentielle Formel erster Stufe. Dann berechnen wir ein
quantorenfreies Aquivalent und eine erfiillende Belegung mittels erweiterter Quantorene-
limination. SchlieBlich extrahieren wir aus diesen Informationen den optimalen Wert der
Zielfunktion und einen optimalen Schedule.

Wir kénnen mit unserem Ansatz unter anderem Schedulingprobleme formulieren, die im
tibliche Mehrmaschinenmodell [Pin95] mit festzugeordneten Maschinen gegeben sind. Al-
le gebriuchlichen — auch nicht-regulire — Zielfunktionen, viele zusitzliche Einschrinkun-
gen der zulédssigen Schedules und allgemeine Ordnungsbeziehungen der Jobs lassen sich
dabei mit unserem Ansatz behandeln. Dies sind wesentliche Einschrinkungen der traditio-
nellen Verfahren zum Losen von Schedulingproblemen. Ebenfalls kénnen wir Scheduling-
probleme, die als Projektnetzwerke [Bar86] gegeben sind, formulieren. Im Fall einer rein
existentiellen Formel, wie sie bei der Formulierung von Schedulingproblemen auftritt, ist
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die (erweiterte) Quantorenelimination mittels virtueller Substitution exponentiell und so-
mit sind auch die traditionellen Algorithmen von der theoretischen worst-case Komplexitét
nicht besser als unser Ansatz.

Quantorenelimination als Scheduler Wir erweitern die Quantorenelimination mittels
virtueller Substitution zu einem Scheduler, einem Algorithmus zum Losen von Schedu-
lingproblemen. Wir demonstrieren dies am Beispiel eines Schedulers zum Losen von Pro-
blemen, die im Mehrmaschinenmodell formuliert werden. Eingabe unseres Algorithmus
ist eine tabellenméBige Beschreibung des Schedulingproblem. Aus dieser wird dann un-
ter anderem eine entsprechende Eingabeformel fiir die Quantorenelimination generiert.
Wir erlauben es uns jedoch, wihrend der Quantorenelimination sowohl auf diese Daten
zuriickzugreifen, als auch sie zu modifizieren. Dies konnen wir in vielféltigerweise zur
Optimierung des Verfahrensablaufs benutzen. Zentrale Idee ist es hierbei, obere und un-
tere Schranken fiir den Zielfunktionswert zu finden, sowie die Transitivitéit der partielle
Ordnung auf den Jobs auszunutzen.

Verspiatungsmanagement von Eisenbahnen Wir formulieren ein komplexes Schedu-
lingproblem als Formel erster Stufe, das sich mit den bis jetzt eingefiihrten Modellen nicht
fassen 14Bt. Wir zeigen wie es sich dann mittels erweiterter Quantorenelimination 16sen
1a6t. Bereits die Formulierung als Formel erster Stufe ist ein theoretisches Resultat, da sie
erstmalig eine formale Spezifikation des Problems bietet.

Wir betrachten ein Eisenbahnnetz und machen die folgenden Annahmen: Ziige verkehren
zwischen Stiddten auf festgelegten Verbindungen. Sie fahren nach einem im voraus festge-
legten Fahrplan. Passagiere benutzen Verbindungen, um von einer Station zu einer anderen
zu reisen. Kommt ein Zug verspétet in einer Station an, so konnen unter Umstidnden man-
che Passagiere ihre Anschlufiziige nicht erreichen. Die Bahngesellschaft hat dann zwei
Moglichkeiten, die Beforderung des Reisenden dennoch zu gewdhrleisten: Sie kann al-
ternative Verbindungen angeben und sie kann AnschluBziige in Stationen warten lassen.
Letzteres verursacht wiederum Verspétungen anderer Ziige, die ebenfalls betrachtet wer-
den miissen.

Wir kénnen diese Situation als Formel erster Stufe modellieren und mittels erweiterter
Quantorenelimination 16sen: Zu einer gegebenen Verspitungssituation konnen wir die
zusétzliche Wartezeiten aller Ziige sowie alle notwendigen Alternativverbindungen so be-
rechnen, daf} die durchschnittliche Verspatung aller Reisenden minimal ist.

8 REDLOG

Um die hier diskutierten Verfahren zu implementieren und anzuwenden hat der Autor zu-
sammen mit Sturm das REDUCE Paket REDLOG entworfen [DS97]. REDLOG erweitert das
Computeralgebrasystem REDUCE zu einem Computerlogiksystem. Analog zu den vorhan-
denen Funktionen von REDUCE stehen dem Benutzer eine Vielzahl von Funktionen zur
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Eingabe, Verarbeitung und Analyse von Formeln erster Stufe zur Verfiigung. Dabei ist es
nicht auf den hier diskutierten reellen Kontext beschrinkt, sondern beinhaltet etwa auch
dhnliche Verfahren fiir algebraisch-abgeschlossene und diskret-bewertete Korper.
REDLOG ist in der aktuell vertriebenen Version 3.7 von REDUCE enthalten. Viele der in
dieser Arbeit beschriebenen Optimierungen der Quantorenelimination mittels virtueller
Substitution sind in der publizierten Version integriert. Andere Optimierungen haben ihr
enormes Potential in Testimplementierungen bewiesen.

9 Zusammenfassung

Virtuelle Substitution ist nicht zuletzt durch die Optimierungen, die in dieser Arbeit disku-
tiert wurden, einer der bedeutenden Quantoreneliminationsverfahren fiir lineare und qua-
dratische Formeln.

Eine exakte Analyse des Verfahrens nach algorithmischen und softwaretechnischen Ge-
sichtspunkten in Kapitel 3 zeigt eine klare Gliederung des Verfahrens in vier Phasen. Die-
se exakte Analyse ermdglicht es erstmals die bisher eher unsystematischen Optimierungen
in ein Schema zu bringen. Dies erlaubt es uns, sie weitreichend zu verallgemeinern. Die
Analyse des Zusammenwirkens der Phasen fiihrt zu einer neuen Optimierung, die einen
Zusammenhang zwischen der Seitenauswahl und der virtueller Substitution erstmalig zeigt
und verwendet.

In Kapitel 4 zeigen wir Methoden auf, um die Grofe der berechneten Eliminationsmengen
drastisch zu verkleinern. Dazu verwenden wir zum einen eine Theorie, die giiltige An-
nahmen iiber die Parameter zusammenfaf3t. Zum anderen niitzen wir die Eigenheiten von
Gleichungen und negierten Gleichungen aus, um bereits die Anzahl der Kandidatenlosun-
gen zu senken.

Das von uns in Kapitel 5 eingefiihrte Condensing 16st die modifizierte Substitution in der
vierten Phase ab. Eine sorgfiltige Analyse des Zusammenwirkens der Substitutionsresulta-
te erlaubt es hier, Teile der Formel in den einzelnen Substitutionschritten zu vernachléssi-
gen. Dies fiihrt bereits zu kleineren Formeln einer einfacheren Struktur. SchlieBlich wer-
den ebenfalls in dieser Phase die Simplifikationsmethoden, die wir in Kapitel 2 eingefiihrt
hatten, zur abschlieenden Vereinfachung der Formel benutzt.

Alle Optimierungen zusammen fiihren im Vergleich zum naiven Verfahren, wie es von
Weispfenning eingefiihrt wurde, zu wesentlich einfacheren Ergebnisformeln, die dariiber
hinaus sehr viel schneller berechnet werden.

Unsere Definition der lokalen Quantorenelimination, die in Kapitel 6 eingefiihrt wurde,
erlaubt es das Verfahren weiter zu optimieren, ohne die Anwendbarkeit der Quantoreneli-
mination allzusehr einzuschridnken.

AbschlieBend zeigen wir, dal Quantorenelimination mittels virtueller Substitution einen
sehr flexiblen Ansatz zum Losen von Schedulingproblemen bietet. Wir demonstrieren un-
seren Ansatz am Beispiel des Mehrmaschinenmodells, der Projektnetzwerke und der For-
mulierung des Verspiatungsmanagements. Wir fithren Optimierungen der Quantorenelimi-
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nation ein, die Informationen iiber die konkrete Problemstellung benutzen. Diese Opti-
mierungen zeigen insbesondere, welche Moglichkeiten in der Quantorenelimination mit-
tels virtueller Substitution stecken, wenn man sie zu einem problemspezifischen Solver
erweitert.
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