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Abstract: Im ersten Teil dieser Dissertation untersuchen wir das fundamentale Problem der Gene-
rierung von Zufallsvariablen mit einer gegebenen diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung. Wir er-
weitern die klassische Lösung dieses Problems, Walkers Aliasmethode, in verschiedene Richtungen:
Wir verbessern ihren Speicherbedarf, lösen den Spezialfall von sortierter Eingabe und untersuchen
das Ziehen von natürlichen Verteilungen auf Maschinen mit beschränkter Präzision. Als Anwendung
beschleunigen wir die Simulation eines physikalischen Modells.

Der zweite Teil dieser Dissertation gehört zum Gebiet der Geometrie und handelt von Algorithmen
für die Fréchetdistanz, einem beliebten Ähnlichkeitsmaß für Kurven, das in quadratischer Zeit be-
rechnet werden kann (bis auf logarithmische Faktoren). Wir zeigen die erste bedingte untere Schran-
ke für dieses Problem: Unter der starken Exponentialzeithypothese ist keine Verbesserung der qua-
dratischen Laufzeit um einen polynomiellen Faktor möglich. Zusätzlich präsentieren wir einen ver-
besserten Approximationsalgorithmus für realistische Eingabekurven.

1 Generierung diskreter Zufallsvariablen

Das Ziehen einer Zufallszahl mit einer gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung ist ein
fundamentales Problem im Bereich der randomisierten Algorithmen und ist heute wich-
tiger denn je, da in vielen Wissenschaften Computersimulationen mit Modellen durch-
geführt werden, die eine Zufallskomponente enthalten. Wir betrachten dieses Gebiet aus
der Perspektive der Algorithmentheorie. Dabei nehmen wir an, dass perfekter uniformer
Zufall generiert werden kann, und untersuchen, inwiefern wir davon ausgehend von wei-
teren Verteilungen ziehen können. Das zentrale Problem im ersten Teil dieser Disserta-
tion [Bri14a] ist das proportionale Ziehen. Hierbei sind nicht-negative Zahlen p1, . . . , pn
gegeben, welche eine Wahrscheinlichkeitsverteilung über {1, . . . ,n} definieren, indem die
Zahl i eine Wahrscheinlichkeit proportional zu pi hat, d.h. indem i mit Wahrscheinlich-
keit pi

∑ j p j
gezogen wird. Die Aufgabe ist es, eine Datenstruktur zu bauen, die auf Anfrage

eine Zahl von der Eingabeverteilung zieht und zurückgibt. Die klassische Lösung dieses
Problems ist die vierzig Jahre alte Aliasmethode von Walker [Wal74], die eine Anfrage-
zeit von O(1) hat, d.h. von der Eingabeverteilung zu ziehen ist in konstanter Zeit möglich,
und eine Vorberechnungszeit von O(n) benötigt, d.h. die Datenstruktur wird in Zeit O(n)
aufgebaut. Man sieht leicht, dass beide Laufzeiten der Aliasmethode optimal sind, dass
also insbesondere keine Datenstruktur eine garantierte Vorberechnungszeit von o(n) auf
allen Eingabeverteilungen haben kann, da bei Verteilungen der Form 0, . . . ,0,1,0, . . . ,0
das Ziehen von der Verteilung dem Finden der Eins gleichkommt, sodass das Suchen in
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einem unsortierten Array auf proportionales Ziehen reduziert werden kann. Wir erweitern
diese klassische Datenstruktur folgendermaßen in verschiedene Richtungen:

Optimaler Speicherbedarf Während die Laufzeitschranken gut verstanden sind, hat der
Speicherbedarf von Algorithmen zur Generierung von Zufallsvariablen bisher wenig Auf-
merksamkeit erhalten. Dies liegt vor allem daran, dass solche Algorithmen typischerweise
auf dem RealRAM-Modell analysiert werden, in dem jede Speicherzelle eine beliebige
reelle Zahl speichern kann, also insbesondere beliebig viele Bits an Information. Ein rea-
listischeres Maschinenmodell ist die WordRAM, bei der jede Speicherzelle w = Ω(logn)
Bits speichert. Wir zeigen, dass Walkers Aliasmethode auf der WordRAM implementiert
werden kann und dort einen Speicherbedarf von n(w + 2lgn + O(1)) Bits hat [BL13].
Da das bloße Speichern der Eingabeverteilung p1, . . . , pn insgesamt nw Bits benötigt, hat
Walkers Aliasmethode eine Redundanz von 2n lgn+O(n) Bits. Wir untersuchen ob die-
ser Speicherbedarf verringert werden kann. Dabei konzentrieren wir uns auf zwei Modelle
von Datenstrukturen, die dem Gebiet der “succinct data structures” entlehnt sind: Im syste-
matischen Modell, in dem die Eingabe p1, . . . , pn schreibgeschützt ist, präsentieren wir für
jedes r eine Datenstruktur mit einer Redundanz von r+O(w), einer erwarteten Anfragezeit
von O(n/r) und einer Vorberechnungszeit von O(n). Für r = n verbessert dies die Redun-
danz der Aliasmethode bereits um einen Faktor Ω(logn), obwohl die Aliasmethode nicht
systematisch ist. Wir ergänzen diese Datenstruktur um eine untere Schranke, die zeigt,
dass unser Kompromiss zwischen Redundanz und Anfragezeit für systematische Daten-
strukturen optimal ist. Im nicht-systematischen Modell, in dem die Eingabe geschickter
kodiert werden kann als sie einen Wert nach dem anderen zu speichern, veranschaulichen
wir einen überraschenden Unterschied zum systematischen Modell: Mit nur einem Bit
Redundanz ist es möglich, eine optimale erwartete Anfragezeit von O(1) und Vorberech-
nungszeit von O(n) zu erhalten. Diese Ergebnisse verbessern nicht nur den Speicherbe-
darf der klassischen Lösung zur Generierung diskreter Verteilungen, sie liefern zudem die
stärkste Separierung zwischen systematischen und nicht-systematischen Datenstrukturen.
Außerdem sind unsere Datenstrukturen genauso einfach wie Walkers Aliasmethode und
sollten auch praktisch effizient sein.

Eingeschränkte Verteilungen Da die Vorberechnungs- und Anfragezeiten von Walkers
Aliasmethode im Sinne der Worst-Case-Analyse optimal sind, untersuchen wir Situatio-
nen, in denen zusätzliches Wissen über die Eingabeverteilung vorhanden ist. In erster Linie
betrachten wir die Garantie, dass die Eingabeverteilung p1, . . . , pn sortiert ist. Wir zeigen,
dass in diesem Fall die Vorberechnungszeit auf O(logn) reduziert werden kann, während
die erwartete Anfragezeit nach wie vor O(1) ist. Dies bedeutet, dass unsere Datenstruktur
nach dem Ziehen der ersten Zufallsvariablen nur einen Bruchteil der Eingabezahlen gele-
sen hat. Die Vorberechnungszeit kann auf Kosten der Anfragezeit noch weiter verringert
werden. Genauer können wir jede erwartete Anfragezeit O(t) nach einer Vorberechnungs-
zeit von O(logt n) erreichen. Insbesondere gibt es eine Datenstruktur mit Vorberechnungs-
und erwarteter Anfragezeit O(logn/ log logn). Wir ergänzen diesen Kompromiss zwischen
Vorberechnungs- und Anfragezeit durch eine passende untere Schranke.
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Generierung zufälliger Teilmengen Beim Teilmengenziehen sind p1, . . . , pn gegeben
und wir betrachten n unabhängige Ereignisse, wobei Ereignis i mit Wahrscheinlichkeit pi
auftritt. Die Aufgabe ist es, die Menge der eintretenden Ereignisse zu generieren. Die-
ses Problem kann als Verallgemeinerung des proportionalen Ziehens gesehen werden,
weil wir zeigen, dass jede Datenstruktur für das Teilmengenziehen in eine Datenstruk-
tur für proportionales Ziehen umgewandelt werden kann ohne die asymptotische Lauf-
zeit zu beeinträchtigen [BP12]. Wie für proportionales Ziehen untersuchen wir auch für
das Teilmengenziehen sortierte und unsortierte Eingabesequenzen und präsentieren in bei-
den Fällen neue Datenstrukturen mit einer optimalen Kurve von Kompromissen zwischen
Vorberechnungs- und Anfragezeit. Die Situation für das Teilmengenziehen ist komplexer,
da die Laufzeit nun nicht mehr nur von der Eingabegröße n sondern auch von der er-
warteten Größe µ der gezogenen Teilmenge abhängt. Beispielsweise entwerfen wir eine
Datenstruktur für das Teilmengenziehen auf sortierter Eingabe mit Vorberechnungs- und
erwarteter Anfragezeit O(1+ µ + logn

log(log(n)/µ) ), allerdings ist dies nur ein Punkt auf einer
optimalen Kurve von Kompromissen zwischen Vorberechnungs- und Anfragezeit.

Spezielle Verteilungen Besonders schnelle Methoden zur Generierung von Zufallsva-
riablen sind für die speziellen Verteilungen bekannt, die in der Wahrscheinlichkeitstheorie
allgegenwärtig sind, z.B. Bernoulliverteilung, geometrische Verteilung und Binomialver-
teilung. Um beispielsweise von der geometrischen Verteilung Geo(p) zu ziehen reicht es,
die einfache Formel

⌈ logR
log(1−p)

⌉
auszuwerten, wobei R eine uniform zufällige reelle Zahl

in (0,1) ist. Im RealRAM-Modell, in dem Operationen auf reellen Zahlen in konstanter
Zeit möglich sind, kann diese Formel in Zeit O(1) ausgewertet werden. Auf realen Com-
putern wird die Formel allerdings typischerweise mit der üblichen Fließkommapräzision
verwendet, sodass sie nicht exakt ist. Daher untersuchen wir die Frage, ob man von den ge-
nannten speziellen Verteilungen auf einem Maschinenmodell mit beschränkter Präzision
(wie der WordRAM) exakt und effizient ziehen kann [BF13]. Wir beweisen, dass auf der
WordRAM eine Zufallsvariable mit geometrischer Verteilung Geo(p) in erwarteter Lauf-
zeit O(1+ log(1/p)/w) generiert werden kann. Die ist optimal, da es asymptotisch der
erwarteten Anzahl an Speicherzellen für die Ausgabe entspricht. Um diese Laufzeit zu
erreichen, müssen wir auf obige einfache Formel verzichten, da es ein bekanntes offe-
nes Problem ist, ob Logarithmen in linearer Zeit berechnet werden können. Zusätzlich
präsentieren wir optimale WordRAM-Algorithmen sowohl für die Bernoulli- und Binomi-
alverteilung als auch für Erdős-Rényi-Zufallsgraphen.

Anwendungen Unsere Einsichten zu den bisher untersuchten grundlegenden Proble-
men der der randomisierten Algorithmik finden eine Anwendung in der Generierung von
komplexen, physikalisch motivierten Zufallsstrukturen. Betrachten wir den folgenden ex-
emplarischen Prozess. Das interne diffusionsbegrenzte Wachstum (engl. Internal Diffusi-
on Limited Aggregation, IDLA [MD86]) plaziert Partikel auf dem anfangs leeren Gitter
Z2. In jedem Schritt entsteht ein neues Partikel am Koordinatenursprung und folgt einer
zufälligen Irrfahrt, bis es auf einen freien Gitterpunkt trifft, welchen es besetzt. Dieser Pro-
zess modelliert bestimmte chemische und physikalische Phänomene wie Korrosion und
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das Schmelzen eines Festkörpers um eine Wärmequelle. Dabei bildet sich ungefähr ein
Kreis heraus. Dieses Verhalten rigoros zu beweisen ist ein schweres mathematisches Pro-
blem, das erst kürzlich gelöst wurde [JLS12]. Aus Sicht der Informatik ist die Generierung
der IDLA-Struktur nach Plazieren von n Partikeln ein algorithmisches Problem. Die trivia-
le Simulation des Prozesses benötigt eine erwartete Laufzeit von Θ(n2). Wir präsentieren
einen Algorithmus mit Laufzeit O(n log2 n) und Speicherbedarf O(

√
n logn) [BKP+14],

was Experimente mit viel größeren IDLA-Strukturen ermöglicht.

2 Berechnung der Fréchetdistanz

Der zweite Teil dieser Dissertation gehört zum Gebiet der algorithmischen Geometrie und
behandelt Algorithmen zur Berechnung der Fréchetdistanz, einem beliebten Ähnlichkeits-
maß für Kurven. Intuitiv ist die Fréchetdistanz zweier Kurven P,Q die minimale Länge
einer Leine mit der man einen Hund und seinen Halter verbinden kann während sie P be-
ziehungsweise Q ablaufen ohne umzukehren. Zur Definition dieses Maßes sehen wir eine
Kurve als eine stetige Abbildung P : [0,1]→ Rd an. Eine Traversierung einer Kurve ist
eine stetige, monoton wachsende Funktion φ : [0,1]→ [0,1], sodass P ◦ φ eine Repara-
metrisierung der Kurve P ergibt. Die Fréchetdistanz zweier Kurven P1,P2 ist nun definiert
als minφ1,φ2 max0≤t≤1 ‖P1(φ1(t))−P2(φ2(t))‖, wobei φ1,φ2 über alle Traversierungen lau-
fen. Dabei geben φ1 und φ2 die variablen Geschwindigkeiten an, mit denen der Hund und
sein Herrchen die Kurven P1 beziehungsweise P2 ablaufen, und die Länge der Leine wird
bestimmt durch die maximale Distanz max0≤t≤1 ‖P1(φ1(t))−P2(φ2(t))‖, die Hund und
Herrchen annehmen.

Alt und Godau führten dieses Maß 1991 in der algorithmischen Geometrie ein [AG95,
God91]. Für Polygonzüge P1 und P2 mit n beziehungsweise m Eckpunkten, n ≥ m, ent-
warfen sie einen Algorithmus mit Laufzeit O(nm log(nm)). Seit Alt und Godaus weg-
weisender Arbeit ist die Fréchetdistanz zu einem fruchtbaren Teilgebiet der algorithmi-
schen Geometrie geworden, in der viele Varianten und Verallgemeinerungen untersucht
werden (siehe z.B. [AB10, DHPW12, CCdVE+10, BBW09]). Als natürliches Maß für
die Ähnlichkeit zweier Kurven hat die Fréchetdistanz viele Anwendungen gefunden, bei-
spielsweise in der Verifikation von Unterschriften (siehe z.B. [MP99]), dem Abgleichen
von Karten und Trackingdaten (siehe z.B. [BPSW05]) und der Analyse sich bewegender
Objekte (siehe z.B. [BBG+11]).

Quadratische Zeitkomplexität? In den letzten Jahren wurden verbesserte Algorithmen
für mehrere Varianten der Fréchetdistanz gefunden. Agarwal et al. [AAKS13] zeigten, dass
eine diskrete Variante der Fréchetdistanz in subquadratischer Zeit O

(
nm log logn

logn
)

berechnet
werden kann. Buchin et al. [BBMM14] entwarfen einen Algorithmus für die klassische
Fréchetdistanz mit einer Laufzeit von O(n2√logn(log logn)3/2) auf der Real RAM und
O(n2(log logn)2) auf der Word RAM. Diese Resultate berühren allerdings nicht die offene
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Frage, ob es einen stark subquadratischen3 Algorithmus für die Fréchetdistanz gibt, also
einen Algorithmus mit Laufzeit O(n2−δ ) für eine Konstante δ > 0.

Die einzige bekannte untere Schranke zeigt, dass das Berechnen der Fréchetdistanz Zeit
Ω(n logn) benötigt (im algebraischen Entscheidungsbaummodell [BBK+07]), dies ähnelt
dem bekannten Fakt, dass vergleichsbasiertes Sortieren Zeit Ω(n logn) benötigt. Die typi-
sche Art und Weise (bedingte) quadratische untere Schranken für geometrische Probleme
zu zeigen ist 3SUM-Härte [GO95]. Tatsächlich stellte Helmut Alt die Vermutung auf, die
Fréchetdistanz sei 3SUM-hart [BBMM14], allerdings ist diese Vermutung nach wie vor
offen. Statt eine Verbindung zwischen der Fréchetdistanz und 3SUM zu zeigen, betrach-
ten wir die starke Exponentialzeithypothese.

Starke Exponentialzeithypothese Die starke Exponentialzeithypothese (engl. Strong
Exponential Time Hypothesis) wurde von Impagliazzo, Paturi und Zane [IPZ01, IP01]
eingeführt und postuliert, dass es keine Algorithmen für das Erfüllbarkeitsproblem gibt,
die viel schneller sind als die erschöpfende Suche. Dies erlaubt bedingte untere Schranken
für weitere Probleme zu beweisen. Um die starke Exponentialzeithypothese zu definieren,
erinnern wir an das k-SAT-Problem: Die Eingabe ist eine Formel φ mit N Variablen und
M Klauseln, die ODER-Verknüpfungen von k negierten oder unnegierten Variablen sind.
Die Aufgabe ist zu entscheiden, ob es eine Wahrheitswertbelegung der Variablen gibt, die
alle Klauseln von φ erfüllt.

Starke Exponentialzeithypothese: Es gibt kein δ > 0, sodass für alle k das k-SAT-
Problem einen O((2−δ )N)-Algorithmus hat.

Wir erinnern daran, dass eine erschöpfende Suche zur Lösung des Erfüllbarkeitsproblems
Zeit O∗(2N) benötigt. Die schnellsten Algorithmen für k-SAT sind Varianten des bekann-
ten PPSZ-Algorithmus [PPSZ05] und haben eine Laufzeit, die nur etwas schneller ist als
eine erschöpfende Suche, nämlich von der Form O(2(1−c/k)N) für eine Konstante c > 0.
Insbesondere ist also kein Algorithmus für k-SAT mit Laufzeit O(1.99N) bekannt. Daher
ist SETH eine vernünftige Annahme, die eine Barriere formalisiert, die mit heutigen Me-
thoden undurchdringbar scheint. Es ist bekannt, dass es die starke Exponentialzeithypothe-
se sogar erlaubt, bedingte untere Schranken für Polynomialzeitprobleme zu zeigen, z.B. für
k-Dominating Set [PW10] und den Durchmesser von dünnbesetzten Graphen [RVW13].
Wir zeigen eine ähnliche untere Schranke für die Fréchetdistanz.

Hauptresultat Unser Hauptresultat des zweiten Teils dieser Dissertation liefert ein star-
kes Indiz dafür, dass die Fréchetdistanz keine stark subquadratischen Algorithmen hat.

Wir beweisen, dass es unter der starken Exponentialzeithypothese für kein δ > 0 einen
Algorithmus mit Laufzeit O(n2−δ ) für die Fréchetdistanz gibt [Bri14b].

3 Wir nutzen die Bezeichnung stark subquadratisch um zwischen einer polynomiellen Verbesserung von der
Form O(n2−δ ) und logarithmischen Verbesserungen wie dem O(n2 log logn/ logn)-Algorithmus von Agarwal
et al. [AAKS13] zu unterscheiden.
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Da die starke Exponentialzeithypothese eine glaubhafte Annahme ist, kann man es durch
dieses Resultat als unwahrscheinlich ansehen, dass die Fréchetdistanz stark subquadrati-
sche Algorithmen besitzt. Insbesondere würde ein stark subquadratischer Algorithmus für
die Fréchetdistanz nicht nur verbesserte Algorithmen für das Erfüllbarkeitsproblem lie-
fern, sondern auch für weitere Probleme wie HittingSet, SetSplitting und NAE-SAT über
die Reduktionen in [CDL+12]. Alternativ, im Geiste von Pătraşcu und Williams [PW10],
kann man unser Resultat auch als möglichen Angriff auf das Erfüllbarkeitsproblem an-
sehen, da nun schnellere Algorithmen für die Fréchetdistanz einen möglichen Weg zu
verbesserten Erfüllbarkeitsalgorithmen darstellen. Auf jeden Fall sollte man sich bewusst
sein, dass schnellere Algorithmen für die Fréchetdistanz zu finden mindestens so schwer
ist wie ein Durchbruch für das Erfüllbarkeitsproblem, was unmöglich sein könnte.

Wir weisen darauf hin, dass unsere unteren Schranken (soweit nicht anders angegeben)
für Kurven in der Euklidischen Ebene gelten, und damit auch für Kurven im Rd für jedes
d ≥ 2.

Beweisskizze des Hauptresultats Um unser Hauptresultat zu zeigen, entwerfen wir eine
Reduktion von k-SAT auf die Fréchetdistanz. Gegeben eine k-SAT-Instanz ϕ , partitionie-
ren wir ihre Variablen in zwei gleich große Mengen V1,V2. Um eine erfüllende Belegung
von ϕ zu finden, müssen wir Belegungen b1 von V1 und b2 von V2 wählen, sodass je-
de Klausel von b1 oder b2 erfüllt wird. Wir konstruieren zwei Kurven P1,P2, wobei Pk
für die Wahl von bk verantwortlich ist. Die Kurve Pk besteht aus je einem Belegungs-
gadget für jede Belegung von Vk. Belegungsgadgets bestehen aus je einem Klauselgad-
get für jede Klausel von ϕ , das kodiert, ob die Klausel von der Belegung erfüllt wird.
Weiterhin stellen wir sicher, dass die Belegungsgadgets von Belegungen b1 von V1 und
b2 von V2 genau dann eine Fréchetdistanz kleiner gleich 1 haben, wenn (b1,b2) eine
erfüllende Belegung von ϕ darstellt. In P1 und P2 verknüpfen wir diese Belegungsgad-
gets mit weiteren Kurvenabschnitten um ein logisches ODER zu simulieren, welches er-
zwingt dass zwei Belegungsgadgets parallel abgelaufen werden. Wenn ϕ nicht erfüllbar
ist, dann hat jedes Paar von Belegungsgadgets Fréchetdistanz größer als 1, und somit haben
auch P1,P2 eine Fréchetdistanz größer als 1. Wenn andererseits eine erfüllende Belegung
(b1,b2) für ϕ existiert, dann stellen wir sicher, dass P1 und P2 abgelaufen werden können
während im Prinzip nur die Belegungsgadgets zu b1,b2 parallel abgelaufen werden, was
eine Fréchetdistanz kleiner gleich 1 liefert.

Da die Kurven P1,P2 ein Belegungsgadget für jede Belegung von einer Hälfte der Varia-
blen haben und da wir sicherstellen, dass die Größe von Belegungsgadgets polynomiell in
der Anzahl an Klauseln M ist, haben die konstruierten Kurven n = O∗(2N/2) Eckpunkte.
Also würde jeder Algorithmus für die Fréchetdistanz mit Laufzeit O(n2−δ ) einen Algo-
rithmus für k-SAT mit Laufzeit O∗(2(1−δ/2)N) liefern, was der starken Exponentialzeithy-
pothese widerspricht.

Erweiterungen Wir erweitern unser Hauptresultat in zwei wichtige Richtungen: Wir
zeigen Approximationshärte und liefern scharfe untere Schranken für den Fall, dass eine
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Kurve viel weniger Eckpunkte hat als die andere, m) n. Um unser Resultat ausdrücken
zu können, formalisieren wir zuerst was es bedeutet, dass eine Aussage “eingeschränkt
auf m ≈ nγ für alle γ gilt”. Eine Aussage gelte für jede polynomielle Einschränkung von
nγ0 ≤ m≤ nγ1 , falls für alle δ > 0 und γ0 +δ ≤ γ ≤ γ1−δ die Aussage eingeschränkt auf
nγ−δ ≤ m≤ nγ+δ gilt.

Wir beweisen, dass es unter der starken Exponentialzeithypothese für kein δ > 0 eine
1.001-Approximation für die Fréchetdistanz mit Laufzeit O((nm)1−δ ) gibt. Dies gilt für
jede polynomielle Einschränkung von 1≤ m≤ n [Bri14b].

Realistische Eingabekurven Wie wir gesehen haben, stellt die quadratische Zeitkom-
plexität anscheinend eine Barriere für die Fréchetdistanz dar. Da diese Laufzeit für vie-
le Anwendungen zu groß ist, gibt es einige Ansätze, diese Barriere wenigstens für rea-
listische Instanzen zu durchbrechen. Zu diesem Zweck wurden mehrere eingeschränkte
Klassen von Kurven untersucht, siehe Rückgratkurven [AHPK+06], κ-beschränkte und κ-
geradlinige Kurven [AKW04] und Kurven von φ -geringer Dichte [DHPW12]. Das gängig-
ste Modell realistischer Kurven sind die sogenannten c-gepackten Kurven. Eine Kurve π in
Rd ist c-gepackt, wenn für jeden Punkt z∈Rd und jeden Radius r > 0 die Gesamtlänge von
π im Ball B(z,r) höchstens cr ist, wobei B(z,r) der Ball mit Radius r und Mittelpunkt z ist.
Dieses Modell ist aus praktischer Sicht gut begründet. Driemel et al. [DHPW12] führten
c-gepackte Kurven ein und entwarfen eine (1+ ε)-Approximation für die Fréchetdistanz
auf c-gepackten Kurven im euklidischen Raum Rd , d ≥ 2, mit Laufzeit O(cn/ε+cn logn).
Darüber hinaus sind bereits viele Varianten der Fréchetdistanz auf diesem Modell realisti-
scher Kurven untersucht worden [CDG+11, HPR11, DHP13, GS13].

Für kleine c und 1/ε läuft der Algorithmus von Driemel et al. in nahezu linearer Zeit. Al-
lerdings ist es nicht klar, ob die Abhängigkeit von c und ε optimal ist, wenn c und 1/ε mit n
wachsen können. Beispielsweise benötigt dieser Algorithmus selbst für c=O(1) quadrati-
sche Laufzeit um eine (1+ 1

n )-Approximation zu berechnen - in ungefähr der gleichen Zeit
kann man stattdessen den exakten Algorithmus von Alt und Godau ausführen, der keine
Annahmen an die Eingabe stellt. Wir liefern ein starkes Indiz dafür, dass der Algorithmus
von Driemel et al. für jede Konstante 0 < ε ≤ 0.001 eine optimale Abhängigkeit von c und
n hat.

Wir beweisen, dass es unter der starken Exponentialzeithypothese für kein δ > 0 eine (1+
ε)-Approximation für die Fréchetdistanz auf c-gepackten Kurven mit Laufzeit O((cn)1−δ )
gibt. Dies gilt für jede polynomielle Einschränkung von 1≤ c≤ n [Bri14b].

Da wir diese Aussage für alle polynomiellen Einschränkungen beweisen, schließen wir
beispielsweise eine 1.001-Approximation mit Laufzeit O(c2 + n) aus. Bezüglich der Ab-
hängigkeit von ε zeigen wir eine bedingte untere Schranke in jeder Dimension d ≥ 5.
Diese weicht von der Laufzeit von Driemel et al. nur um einen Faktor

√
ε ab.

Wir beweisen, dass es unter der starken Exponentialzeithypothese für kein δ > 0 eine
(1+ ε)-Approximation für die Fréchetdistanz auf c-gepackten Kurven in Rd, d ≥ 5, mit
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Laufzeit O(min{cn/
√

ε,n2}1−δ ) gibt. Dies gilt für genügend kleines ε > 0 und für jede
polynomielle Einschränkung von 1≤ c≤ n und ε ≤ 1 [Bri14b].

Dies lässt noch immer eine Lücke zwischen dem besten bekannten Algorithmus und un-
serer bedingten unteren Schranke. Wir schließen diese Lücke, indem wir einen schnelle-
ren Algorithmus mit Laufzeit O(cn log2(1/ε)/

√
ε +cn logn) präsentieren [BK14]. Dieser

Algorithmus hat eine optimale Abhängigkeit von n, c und ε (abgesehen von Faktoren
geringerer Ordnung, unter der starken Exponentialzeithypothese und in hohen Dimensio-
nen). Die Idee des verbesserten Algorithmus basiert auf Eigenschaften, die es unmöglich
machen, bessere bedingte untere Schranken zu zeigen. Dies zeigt, dass bedingte untere
Schranken nicht nur die Schwere von Problemen aufzeigen, sondern auch algorithmische
Verbesserungen inspirieren können, indem sie lösbare Klassen von Instanzen nahelegen.
Die optimale Laufzeit in den Dimensionen d = 2,3,4 zu bestimmen bleibt ein schweres
offenes Problem.
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stance for realistic curves in near linear time. Discrete & Computational Geometry,
48(1):94–127, 2012.

[GO95] Anka Gajentaan und Mark H. Overmars. On a class of O(n2) problems in computa-
tional geometry. Computational Geometry: Theory and Applications, 5(3):165–185,
1995.

Generierung diskreter Zufallsvariablen und Berechnung der Fréchetdistanz 59



[God91] Michael Godau. A natural metric for curves - computing the distance for polygonal
chains and approximation algorithms. In Proc. 8th Symposium on Theoretical Aspects
of Computer Science (STACS’91), Jgg. 480 of LNCS, Seiten 127–136. Springer, 1991.

[GS13] Joachim Gudmundsson und Michiel Smid. Fréchet Queries in Geometric Trees. In
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[PW10] Mihai Pătraşcu und Ryan Williams. On the possibility of faster SAT algorithms. In
Proc. 21st ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA’10), Seiten 1065–
1075, 2010.

[RVW13] Liam Roditty und Virginia Vassilevska Williams. Fast approximation algorithms for
the diameter and radius of sparse graphs. In Proc. 45th Annual ACM Symposium on
Symposium on Theory of Computing (STOC’13), Seiten 515–524, 2013.

[Wal74] A. J. Walker. New Fast Method for Generating Discrete Random Numbers with
Arbitrary Distributions. Electronic Letters, 10(8):127–128, 1974.

Karl Bringmann studierte sowohl Mathematik als auch Infor-
matik an der Universität des Saarlandes und erhielt seine MSc-
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