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Abstract: Die gleichnaRige Verteilung der auftretenden Rechenlast bei gleichzeitiger
Minimierung der Kommunikation ist von entscheidender Bedeutiinglie effiziente
Auslastung der Ressourcen eines parallelen Systems. Eine grof3e Zahl von Lastvertei-
lungsverfahren wurde entwickelt und durch theoretische Analyse, durch Experimente
und durch Integration in Anwendungen untersucht. Unter diesen Verfahren spielen
die k-Partitionierungsverfahren und die Diffusionsverfahren eine prominente Rolle.
Diese Arbeit stellt eine Zusammenfassung meiner Dissertation dar, undaltégch
sich einerseits mit der Konstruktion und Analyse neuer spektraler Schrainkeief
k-Sektionsweite von Graphen und andererseits mit der Entwicklung verbesserter dif-
fusionsbasierter Lastbalancierungsverfahigrvérschiedene Graphklassen und Netz-
werktopologien. Zudem wird gezeigt, dass die bekannten Diffusionsverfahren auf he-
terogene Netzabertragen werderiknen, wobei die Konvergenzgeschwindigkeit von
der Konditionszahl einer zugétigen gewichteteten Laplacematrix pigt.

1 Einleitung

Eine der zentralen Problemstellungen bei der effizienten Nutzung paralleler Systeme ist
die kostengnstige Abbildung der Rechen- und Kommunikationslast einer parallelen Be-
rechnung auf das zugéftige Prozessornetzwerk. Ein Prozess kann allerdings nur dann ef-
fizient auf einem Parallelrechner bearbeitet werden, wenn der Prozess in viele Subprozesse
unterteilt werden kann. Jeder Subprozess besitzt eine Rechenlast wthes bestimm-

te Abhangigkeiten zwischen diesen Subprozessen existieren. Der Prozess kann deshalb
als ein sogenanntdtrozessgraphilargestellt werden, wobei die Knoten dieses Graphen
die einzelnen Subprozesse beschreiben und die Kanten des Graphen digigkhbiten
zwischen den zugéhigen Subprozessen modellieren.

Unser Ziel ist, die Gesamtberechnungszeit zu minimieren. Deshalb wollen wir zum einen
die Gesamtlast im System gleichffig auf die Prozessoren verteilen und zum anderen
die Kommunikation zwischen den Prozessoren minimieren. Mit anderen Worten, ist die
Anzahl der Prozessoren im Systénndann sollte der Prozessgraphkigleichgrol3e Teile
zerlegt werden, so dass die Anzahl der Kanten zwischen den verschiedenen Teilgraphen
minimiert wird. Dieses Problem ist unter dem NanieRartitionierungsproblem bekannt.
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Eine Anwendungsklasse mit groRer Bedeutung ist die der sich dynamisoideenden,
graphstrukturierten, datenparallelen Anwendungen. Probleme dieser Art treten in allen
Bereichen der numerischen Simulation physikalischer &ogg auf, aber auch bei der Si-
mulation dynamischer Systeme in der Mechatronik oder Produktionsplanung. In all diesen
Anwendungen beschreibeartielle Differentialgleichungedas dynamische Verhalten ei-

nes physikalischen Vorgangs. Solche partielle Differentalgleichungenda in den meis-

ten Rallen nicht analytisch gébkt werden. Deshalb transformiert man den kontinuerlichen
Raum, der von dieser Differentalgleichung beschrieben wird, mit Hilfe einfacher geome-
trischer Objekte, wie Dreiecke oder Vierecke, in einen diskreten Raum. Am Ende dieser
Transformation er@ilt man ein sogenanntésnite-Elemente Netdas ein lineares Glei-
chungssystem darstellt. Diedkung der ursgimglichen partiellen Differentialgleichung
lait sich mit Hilfe des so gewonnenen Gleichungssystems approximieren.

Solche lineare Gleichungssysteminken effizient parallelisiert werden, indem man das
Finite-Elemente Netz in der Anzahl der Prozessoren entsprechenden Teile zerlegt, um an-
schlieRend die einzelnen Teile auf die Prozessoren des Systems abzubilden. Dabei sollte
man zwei Kriterien beachten: die gleichffige Aufteilung des Netzes und die Minimie-

rung der Kommunikationsbeziehungen zwischen den einzelnen Prozessoren.

Einige der Methoden zurdsung dieses Partitionierungsproblems modelliereracst

das Finite-Elemente Netz als einen Graphen, in dem die Knoten die Elemente des Netzes
beschreiben (in unserem Fall die Dreiecke oder Vierecke) und zwei Knoten genau dann
Uber eine Kante verbunden werden, wenn die ziigghn Netzelemente benachbart sind.
Unser Ziel ist es, die Knotenmenge dieses Graphéngleichgrol3e Mengen zu zerlegen,

so dass die Anzahl der Schnittkanten, die verschiedene Mengen voneinander trennen, mi-
nimiert wird. Diese minimale Anzahl der Schnittkaten einer balancidrtBartitionierung

heil3t diek-Sektionsweitdes Graphen.

Die oben beschriebene Vorgehensweise bei der Prozessorzuteilung entspricht einer stati-
schen Methode. Falls bei der Applikation allerdingshrend der Laufzeit neue Prozesse
generiert werden, oder die Prozesse ihre Kommunikationsanforderungen variieren, sind
neue Plazierungsentscheidungen zu treffen.

Ein bekannter Ansatz besteht darin, zu diskreten Zeitpunkten auf dénderung des
Prozessgraphen durch eine komplette Neu-Partitionierung desselbigen zu reagieren. Dies
fuhrtim allgemeinen zu einer kostenoptimalen Partitionierung. Demdibgeisteht aller-

dings ein hoher Aufwand zur Prozessmigration.

Als Alternative dazuaf3t sich die Balance im System mit Hilfe déynamischen Last-
balancierungwiederherstellen, die, aufbauend auf den bis dato getroffenen Platzierungs-
entscheidungen, versuchen, auf die neue Situation zu reagieren, indem eine unter gewis-
sen Kostenkriterien zufriedenstellende Adaption der bisherigen Platzierung berechnet und
durchgetihrt wird.

In dieser Arbeit besdiftigen wir uns mit Lastbalancierungsalgorithmen, die in drei Phasen
arbeiten. In der ersten Phase wird berechmigyielLastliber die Kanten des sogenannten
Quotient-Graphemgeschickt werden muss, oder anders formuliert, man berechnet einen
balancierenden Fluss. Die Knoten des Quotient-Graphen stellen die einzelnen Teile des
Finite-Elemente Netzes dar und zwei Knoten werdeer eine Kante verbunden, wenn
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die zugelbrigen Teile des Netzes benachbart sind.

Der balancierende Fluss kann als disling eines linearen Gleichungsystems angesehen
werden [HBE98]. Wir verwenden in dieser Arbeit iterative Methoden zisung eines
solchen Gleichungssystems, die lokal auf dem Quotient-Graphen vorgehen, d.h. die Kno-
ten des Graphen tauschen ihre Lastinformationen mit ihren Nachbarn iterativ aus, bis ein
balancierter Fluss berechnet wird.

Sobald ein balancierender Fluss ermittelt ist, berechnet man in der zweiten Phase eine
Scheduling der Lastelemente bzgl. des berechneten Flusses. Falls die aktuelle Last ei-
nes jeden Prozessorsofer als die Gesamtlast ist, die er zu seinen Nachbarn zu schi-
cken hat, kann die Balance in einem Schritt hergestellt werden und es wird keine Schedu-
ling berdtigt. In den meisten &len ist allerdings diese Situation nicht gegeben und eine
Scheduling-Phase ist desahatiig.

In der dritten Phase werden einige Lastelemente ausgewnd der Fluss wird verschickt.

Bei der Auswahl der Elementebknen weitere Optimierungskriterien beachtet werden,
wie z.B. die Minimierung des Schnittes oder die Optimierung der Form der verbliebenen
Subnetzwerke (siehe auch [DMM98, FMB95, JAMS89]).

In dieser Arbeit behandeln wir nur die erste Phase und beschreiben effiziente Algorith-
men fir die Berechnung eines balancierenden Flusses auf verschiedenen Graphklassen
und Netzwerken.

2 Problembeschreibung und Ergebnisse

Dieses Kapitel besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil lidtghsich mit dem Partitionie-
rungsproblem von Graphen, sowie mit den von uns entwickelten neuen unteren Schranken
fur die k-Sektionsweite von Graphen. Im zweiten Teil dieses Kapitels behandeln wir die
fur die Losung des Lastbalancierungsproblems entwickelten Diffusionsverfahren und be-
schreiben die von uns konstruierten Lastverteilungsalgorithmen.

2.1 Dask-Partitionierungsproblem

Die Losung des:-Partitionierungsproblems ist schoiir fden Spezialfall der partitionie-

rung in zwei Teilmengen (Bisektionsproblef)P-vollstandig [GJS76], und somit existie-

ren keine effizienten Verfahren, die eine optimafesung fir allgemeine Graphen berech-

nen. Rir spezielle Graph-Klassen wurden eine Reihe von exakten Ergebnissen oder aber
untere und obere Schrankém flie Bisektionsweite ermittelt [MD97]. Die-Sektionsweite
hingegen ist sehr schwer zu berechnen, sagaGfaphen, iir die die Bisektionsweite re-

lativ einfach ermittelt werden kann.

Fur die meisten Anwendungen wird eine balanciérartitionierung durch den rekursi-
ven Einsatz von effizienten Bisektionsheuristiken berechnet. Bei diesen Verfahren wird
ublicherweise zwischeglobalenund lokalen Heuristiken unterschieden. Die globalen
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Methoden erhalten den Graphen als Input und berechnen eine balancierte Bisektionierung,
wahrend die lokalen Methoden neben dem Graphen eine balancierte Bisektionierung als
Input erhalten und versuchen, diese loglich der Anzahl der Schnittkanten zu verbes-
sern. Die leistungghigsten globalen Techniken sifrkrtial-, Spectral-und Geometric-
Partitioning [DMP95, GGL93, HL95], vidhrend die effizientesten lokalen Methoden Vari-
anten deKernighan-Lin[KL70] und derHelpful-SetHeuristik sind [MPO1].

Um die Qualitit gegebener Verfahren zu beurteilen, ist es neben entsprechenden Tests
auf Benchmark-Graphen insbesondere wichtig, Schrariketié t-Sektionsweite zu be-
stimmen. Diese Schrankeitnen auch dazu verwendet werden, einige Branch & Bound
Strategien zu verbessern, die dann eine guRartitionierung fir mittelgroRe Graphen
berechnen &nnen.

Im weiteren werden wir die bekannten Verfahren zur Berechnung einer unteren Schran-
ke fur die k-Sektionsweite von Graphen vorstellen. Eine dieser Methoden besteht darin,
eine Einbettung des voilhdigen Graphen in einen gegebenen Graphen zu finden, wobei
die Kantenauslastunigber alle Einbettungen minimiert wird [Le92]. Diese Methode ist
urspiinglich fur die Berechnung einer Bisektionsschranke entwickelt worden, kann aber
auf beliebigek-Partitionierungen verallgemeinert werden.

Man kann auch untere Schrankém 8ie k-Sektionsweite von Graphen mit Hilfe von Me-
thoden aus der algebraischen Graphentheorie entwickeln. Die klassische spektrale untere
Schrankeiir diek-Sektionsweité/ eines Graphet = (V, E') mit n Knoten hat die Form

k
ﬁk Z 1)

wobei \q, ..., \; die k kleinsten Eigenwerte der Laplacematiixdes Graphert: sind
[DH73].

Falkner, Rendl und Wolkowicz [FRW94] verwenden einen anderen Ansatz, um untere
Schrankeniir die k-Sektionsweite eines Graphen zu berechnen. In diesem Ansatz wird
dask-Partitionierungsproblem als ein semidefinites Programm beschrieben und rétin erh
dadurch die bekannte untere Schranke aus (1). In [RW95] werden dann Projektionsmetho-
den angewandt, um bessere Schranken zu berechnen.

Bolla [B093] berechnet neue untere spektrale Schrankedié k-Sektionsweite von Hy-
pergraphen. Bolla und Tuady betrachten spektrale Schrenkandie k-Sektion von ge-
wichteten Graphen in [BT94], dabei wird allerdings keine balancierte Partitionierung vor-
ausgesetzt.

Wir zeigen, dass die untere Schranke in (1) riurdine sehr kleine Anzahl von Graphen
scharf ist. In den meistendiien muss man mit einer sehr grof3eincke zwischen dieser
Schranke und dek-Sektionsweite rechnen. Betrachten wir als Beispiel ¢génx /n-
Torus. Die4 kleinsten Eigenwerte dieses Graphen siid= 0 und s = A3 = Ay =

2 — 2cos(f) ~ 42 /n. Daraus ergibt sichiir die untere Schranke der Wejtr?. Die

4-Sektionsweite nimmt allerdings den Wer/n an. Es existiert demnach eine quadra-
tische Lilcke zwischen der unteren Schranke und/d&ektionsweite des Graphen. Wir

berechnen neue spektrale untere Schranken, die aﬁi@}v\i den Ausdruc Zle Ai
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verwenden und schlieBen die vorher beschriebene quadratisicke bis auf einen kon-
stanten Faktor. In diesem Zusammenhang seébnty dassifr gradbesclimkte planare
Graphen sowielfr zweidimensionale gitterartige Netaeg = O(1/n) ist [ST96] und so-

mit die quadratischelicke bei diesen Graphen ebenfalls auftritt. Wenn man allerdings die
neuen Schranken betrachtet, dann wird diese quadratisatke lauchir solche Graphen
geschlossen.

Wir berechnen neue Schrankeir tlie Summezfz1 Ai, indem wir dieLevel-Strukturei-

ner k-Sektion betrachten. Eine Schicht dieser Level-Struktur besteht aus den Knoten, die
den gleichen Abstand von den Schnittkanten besitzen. Unter Verwendung dieser Level-
Struktur kann man eine neue Schranke berechnen, die vom Wachstum dieser Schich-
ten abkngt. Formal definiert, sej : IN — IN eine Funktion. Die Klasse der Level-
Strukturierten GraphehS(g, V, k) besteht aus den Graphen, die einrBektionsweitéy

haben und die Anzahl der Kanten zwischen der Schicdinid der Schichf+1 in einer Teil-

menge der entprechendesPartitionierung Bchstens/ g(7) betiagt. Wir kbnnen mit Hil-

fe der Level-Strukturierten Graphen neue Zusamraeghk zwischen dér-Sektionsweite

und der Summijf:1 Ai herleiten. Fallsy>72, ﬁ beschankt ist, dann zeigen wir,

dass die klassische spektrale untere Schranke in (1) um einen konstanten Faktor verbessert
werden kann. In den anderealfen, wenng — oo, dann gibt es eine Konstanfeso dass

k B
V> 5(2 )\i> n(1 —o(1)), 2)

wobeis € [1/2,1). Wir zeigen auch, dass diese Schranken asymptotisch scharf sind.

Im allgemeinen ist die Level-Struktur eingfSektion nicht bekannt. Wenn es sich aller-
dings um einen Graphed = (V, E') handelt, der einen maximalen Knotengralesitzt,

dann istG' ein Graph aus der KlasdeS(g, V, k), wobeig(j) = (d — 1)’. Fallsg — oo,
dann gilt:

kd—2)+2 YF \-n
V> P ETIT: (1—o(1)). ®)

Es existieren auch weitere Graphklasséndie mit Hilfe der hier eingéfhrten Methode
neue verbesserte spektrale Schranken berechnet wesdeark

Es werden auch einige Graphklassen betrachtet, die nicht zu den Level-Strukturierten Gra-
phen gebren. Diese Graphen lassen sich als «wig¢e kartesische Potenz eines dichten
reguiren Graphen darstellen. Wir zeigen, dasskdigektionsweiteév derm-ten Potenz
einesd regubren Graphed = (V, E) mitd = |V| — 1 — 1 > 3|V|/4 der Ungleichung

_ (VI=1-1)[logh]

vz 2

v (4)

unterliegt. Man kann beweisen, dass die untere Schranke aus (4) asymptotisch scharf ist.
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2.2 Lokale Iterative Lastbalancierungsalgorithmen

Wie bereits enéthnt beschftigen wir uns mit Lastbalancierungsmethoden, die in drei Pha-
sen vorgehen. Dabei konzentrieren wir uns auf die erste Phase, in der ein balancierender
Fluss berechnet wird. Sé& = (V, E) ein Graph mitn Knoten und seiv; die Last ei-

nes Knotensg € V. Unsere Aufgabe besteht darin, einen balancierenden Ehessdie
Kanten des Graphen zu berechnen, so dass nach der dritten Phase jeder dieoteast

w; = E};l w; /n besitzt. Wir setzen voraus, das@hvend der Iterationen keine Last
generiert oder konsumiert wird und dass das Netz sich nichhdert.

Es ist bekannt, dass das Lastbalancierungsproblem mit Hilfe eines linearen Gleichungs-
systems beschrieben werden kann [HBE98]. In der Literatur findet man viele Methoden,
die erst den Vektotw — w berechnen, um anschlieRend das Gleichungssysteiisea |
(siehe [HB95])).

Wir setzen aber voraus, dass die Prozessoren eines parallelen Systems nur auf die Lastin-
formation ihrer Nachbarn zugreiferiden. Aus diesem Grund betrachten wir ausschliel3-

lich lokale iterative Algorithmen, die einen balancierenden Fluss berechnen. Es gibt zwei
unterschiedliche Methoden, mit denen sich solche Algorithmen realisieren |&iffen:
sionund Dimension-ExchanggCy89]. Diffusion setzt voraus, dass in jedem Schritt jeder
Prozessor des Netzes die Last gleichzeitig mit all seinen Nachbarn balanékrend

bei Dimension-Exchange jeder Prozessor in einem Schritt die Last nur mit einem seiner
Nachbarn balancieren kann.

Diffusionsschemata wurden von Cybenko [Cy89] eiriipef. Wennw! die Last des Kno-
tensi € V eines Graphetiy = (V, E') nachk lterationsschritten darstellt, dann gilt:

k k—1 k—1 k—1
wy =w; " — Z ;i j(w; " —wim). (5)
{ij}eE

In den meisten &len wurde angenommen, dass &lle (i, j) € E, a; ; den selben Wert
annimmt.

Es gibt viele Arbeiten, die den Zusammenhang zwischen der Konvergenzgeschwindig-
keit von Diffusionsverfahren und der Konditionszahl der zug&en ungewichteten La-
placematrix analysieren (z.B. [DFM99]). Es ist bekannt, dass eine gro3e Konditionszahl
dieser Laplacematrix eine schnelle Konvergenz garantiéirend eine kleine Konditi-
onszahl nur eine langsame Konvergenzaftl In [DFM99] wird bewiesen, dass alle be-
kannten Diffusionsverfahren den selben Fluss berechnen und dass dieser Fluss minimal
bzgl. derl;-Norm ist. In der selben Arbeit wird zudem gezeigt, dass die Diffusionsverfah-
ren fur kanten-gewichtete Graphen verallgemeinert werdem&n, wobei der berechnete
gewichtete Fluss-minimal bleibt.

Es existiert hingegen eine sehr kleine Anzahl von Arbeiten, die inhomogene Schemata
betrachten. Das Ziel dieser Schemata besteht darin, den Kanten eines Graphen bestimmte
Gewichte zuzuweisen, so dass die Konditionszahl der Zirggdn Laplacematrikber alle
Laplacematritzen mit der gleichen Adjazenzstruktur maximiert wird. In [DMN97] verwen-

den die Autoren ein semidefinites Programm und zeigen, dass mit Hilfe dieser Methode ein
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polynomielles Approximationsschemarfdie Approximierung der optimalen Kantenge-
wichte entwickelt werden kann. In dieser Arbeit werdenataisch noch mehrere Graphen
mit optimalen Kantengewichten angegeben. Unter Verwendung dieser Methode kann man
allerdings die optimalen Kantengewichte nur kleine Graphen effizient approximieren.

Wir analysieren kantensymmetrische Graphen und zeigen, dass die Konditionszahl der
Laplacematrix dieser Graphen genau dann maximiert wird, wenn jede Kante das gleiche
Gewicht erfalt. Dieses Ergebni®ét ein in [DMN97] beschriebenes offenes Problem. Wir
betrachten auch Cayley Graphen und zeigen, dass die von dem selben Generator erzeugten
Kanten das gleiche Gewicht habefissen, damit die Konditionszahl der zugeben La-
placematrix maximiert wird. & die kartesischen Produkten von Graphen verbessern wir
unter Verwendung dieser Methode die Konvergenzgeschwindigkeit bekannter Diffusions-
verfahren, indem wir den Kanten dieser Graphen bestimmte Gewichte zuweisen. Zugleich
berechnen wir optimale Kantengewichie Cube-Connected Cycles und Tori und verbes-

sern die Laufzeit der Diffusionsschemaim Butterfly, De Bruijn und Gitter.

Wir beschaftigen uns auch mit heterogenen Netzwerken, die aus Prozessoren mit verschie-
dener Leistungstigkeit oder mit verschiedener Speicherkagatiestehen. In einem he-
terogenen Netzwerk sollte man die Last nicht gleiélfig verteilen, sondern proportional

zu den Leistunggihigkeit der Prozessoren. Langsame Prozessoren sollten weniger Last
erhalten, schnellere hingegen mehr Last, damit man sicherstellt, dass jeder Prozessor die
gleiche Zeit fir die Abarbeitung seiner Last aufwendet. Formal beschrieben,dieiAn-

zahl der Knoten in einem Graphen = (V, E), wobei jeder Knoten ein Gewichtc;

besitzt. Unsere Aufgabe besteht darin, einen balancierenden idesglie Kanten des
Graphen zu berechnen, so dass hinterher der KriatenLast

= St (6)
Zj:l ¢Gj

erkalt. In diesem Fall beitigt jeder Knoten die gleiche Zeit, um seine Last abzuarbeiten
und Idle-Zeiten werden dadurch vermieden. Dieses Problem stellt eine Verallgemeine-
rung des Lastbalancierungsproblems auf homogenen Netzwerken dar, wobei in homoge-
nen Netzen jeder Knoten das Gewicht= 1 besitzt. Es wird gezeigt, dass alle bekannten
Diffusionsverfahren auf heterogene Netrmertragen werdendanen, wobei die Konver-
genzgeschwindigkeit von der Konditionszahl einer zugigen gewichteten Laplacema-
trix abhaingt. Wir setzen allerdings auch in diesem Fall voraus, dass die Topologie fest ist
und dass éhrend den Iterationsschritten keine Last generiert oder konsumiert wird.

Diese Arbeit besdiftigt sich auRerdem mit einem neuen Lastbalancierungsstratagie f
kartesischen Produkte von Graphen. Beispigtesblche Graphen sind x n Gitter (das
kartesische Produkt zweier Pfade démigen) odern x n Tori (das kartesische Produkt
zweier Kreise der Angen). Dieses Verfahren &gt den Name®lternating-Direction Ver-
fahrenund ist eine Kombination zwischen Diffusion und Dimension-Exchange. In diesem
Modell, balanciert in einem Schritt jeder Prozessor seine Last mit seinen Nachbarn ent-
lang der ersten Komponente und dann anschlieend entlang der zweiten Komponente des
Produkts. Unter Verwendung dieser Methode verbessert man die Laufzeit der einfachen
Diffusionsschemata um Fakt@: Der vom Alternating-Direction Verfahren berechnete
Fluss ist im Gegensatz zu den bekannten Diffusionsverfahren iaichinimal und kann
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sogar unbegmzt grof3 ausfallen. Ein solches Probléftisich vermeiden, indem man die
Komponenten éhrend der Iterationsschritte alternierend verwendet. Dieses modifizierte
Schema figt den NameMixed Direction Iterative Scheme

In [DFM99] wurde ein optimales Verfahren eingéft, das inn — 1 Iterationsschritten die
Lastim System komplett ausgleicht, woleidie Anzahl der unterschiedlichen Eigenwer-

te der Laplacematrix des Graphen darstellt. Der von diesem Schema berechnete Fluss ist
l>-minimal. Dieses Verfahren wurde so entwickelt, dass die Lastunterschiede im System
kontinuerlich fallen und dass auf die numerische stéhilieachtet wird. Wir stellen ein
einfacheres optimales Verfahren vor, das auchmur 1 Schritte beitigt, um die Last
komplett zu balancieren. Dieses Schetlsich wesentlich einfacher realisieren als das
vorher beschriebene Verfahren, ist aber numerisch deutlich instabiler.

Ein solches SchemaMt sich vor allem in Systemen einsetzen, in dem Kommunikation
zwischen beliebigen Paaren von Prozessoréglich ist. Damit allerdings hohe Kom-
munikationskosten vermieden werden, erlauben wnjéden Prozessor mit nur einer be-
grenzten Anzahl von anderen Prozessoren zu kommunizieren. Mit anderen Worten, wir
verwenden eine sogenannte virtuelle Topologie, um die Kommunikationsstruktur im Netz-
werk festzulegen. Auf dieser virtuellen Topologie mussatzigch noch Lastbalancierung
schnell zu realisieren sein. In diesem Zusammenhang entwickeln wir Netzwerktopologien,
die einen kleinen Knotengrad aufweisen und eine relativ geringe Anzahl von unterschied-
lichen Eigenwerten besitzen. Mit Hilfe dieser Topologie erreicht man beide Ziele: Zum
einen A3t sich die Kommunikation im Netzwerk auf dastige begrenzen und zum an-
deren kann man mit Hilfe des vorher beschriebenen optimalen Verfahrens die Last schnell
ausgleichen.

3 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben neue Zusammeiatige zwischen den spektralen und strukturellen Eigenschaften
von Graphen entdeckt und mit Hilfe dieser Zusamnége konnten wir neue spektrale
Schrankeniir die k-Sektionsweite von Graphen entwickeln. Wir haben desweiteren asym-
ptotisch optimale Schrankefirf die k-Sektionsweite von kartesischen Produkten dichter
regubrer Graphen berechnet.

Auf dem Gebiet der Lastbalancierungsalgorithmen haben wiachst verbesserte Ver-
fahren auf kartesischen Produkten von Graphen untersucht. Wir haben gezeigt, dass unter
Anwendung der sogenannten Alternating-Direction Verfahren auf solchen Graphen die
Ublichen Diffusionsverfahren um Fakt@rverbessert werdendkinen. Allerdings ist der
resultierende Fluss nicht meBkroptimal, wie dies ffir Diffusionsverfahren gilt.

Danach haben wir uns mit der Konstruktion optimaler Diffusionsmatritzen zu gegebenen
Graphen besditigt. Dabei heil3t eine Diffusionsmatrix optimairfG, wenn das durch sie
definierte Diffusions-Verfahren unter allen Matritzen mit der VerbindungsstruktuiGron

am schnellsten konvergiert. Es wurde gezeigt, dass in einer optimalen Diffusionsmatrix
kantensymetrischer Graphen alle Kantengewichte gleich sind und dass in Cayley-Graphen
alle Kanten, die durch denselben Generator erzeugt werden, das gleiche Gewicht haben.
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Dariiber hinaus wurden die optimalen Gewichie €ube-Connected-Cycles berechnet.

Zum Schluss haben wir gezeigt, dass Diffusionsverfahren auf heterogendiNetitagen
werden lnnen. Die Konvergenzgeschwindigkeit wird durch die Konditionszahl der ge-
wichteten Laplacematrix bestimmt und auch dieOptimalitat und ein entsprechendes
Verhaltnis zwischen zweitem Eigenwert und Kantenexpansion gilt weiter.

In dieser Arbeit haben wir vorausgesetzt, dass die Topologie fest ist, und dass die Berech-
nungen synchron laufen. Wibknen einfache Diffusionsschemata auch in dynamischen
Netzen anwenden, die Konvergenz wird allerdings nur dann garantiert, wenn die Dynamik
in der Topologie stark begrenzt wird. E&we aber sicherlich interessant zu analysieren, in
wieweit diese Einsclamkung aufgeweicht werden darf. Eine weitere wichtige Frage ist, ob
die effizienteren Diffusionsverfahren in dynamischen Netzen ebenfalls angewandt werden
kdnnen.
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