Schnitte von Zylindern und Kegeln

J. Meyer
(Hameln)

j.m.meyer@t-online.de

Einfiihrung

Wenn man einen Zylinder mit einer Ebene schneidet,
bekommt man als Schnittkurve eine Ellipse, und wenn
man den Zylinder abwickelt, wird aus der Ellipse eine
Sinuskurve. Warum ist das so? Und was passiert, wenn
man den Zylinder durch einen Kegel ersetzt?

Schnitte von Zylindern

Was fiir eine Schnittkurve erhilt man, wenn man einen
Zylinder mit einer Ebene schneidet (Abb. 1)?
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Abbildung 1: Zylinderschnitt
Der Zylinder habe die Gleichung
2 2 . .
z°4+y“ =1 (zbeliebig)

(die z-Achse ist also die Symmetrieachse des Zylin-
ders), die Ebene habe die Gleichung z = mz mit m =

tan a. Im Zylindermantel sind die Geraden mit dem all-

cos
gemeinen Punkt | siny | enthalten; ihr Schnitt mit
z
der Ebene liefert den allgemeinen Punkt der Schnittkur-
cos
ve sin ¢ . Was ist das fiir eine Kurve? Dazu ist
m - cos

es hilfreich, die Schnittebene und damit die Schnittkur-
ve mithilfe der Matrix

cosa 0 sina
M = 0 1 0

—sina 0 cosa

in die Ebene mit z = 0 hineinzudrehen (die y-
Achse ist also Drehachse). M bildet den allgemeinen

x x/ cos
Punkt Y der Schnittebene auf Y
m-x 0

ab und den allgemeinen Punkt der Schnittkurve auf
cos ¢/ cos «
sin @
0
mit dem Faktor ﬁ gestreckten Kreis und damit um
eine Ellipse handelt. Ist « = 0°, bekommt man als
Schnittkurve natiirlich einen ungestreckten Kreis.
Schneidet man den Zylinder parallel zu seiner Symme-
trieachse auf, bekommt man ein Rechteck; die Schnitt-

¥
m-cosy )’

ist also eine Sinuskurve (und fiir m = 0 eine Gerade).

. Man erkennt, dass es sich um einen

kurve hat nun den allgemeinen Punkt

Schnitte von Kegeln

Nun liegt es nahe, die analoge Fragestellung fiir Ke-
0

gel zu untersuchen. Die Kegelspitze sei Z = 0 1;
h

der Grundkreis habe den Radius r und den allgemei-

7 - COS

7 - sin

—h

nen Punkt . Die Gesamthohe betrégt al-
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so 2 - h (das hat den Grund, um spiter die Schnittebe-
ne moglichst einfach halten zu kdnnen). Der allgemeine

Punkt der Mantelfliache ist durch
0 T - COS
0O | +A-| r-singp
h —2-h

mit A > 0 gegeben.
Schneidet man die Mantelfliche mit der Ebene zu z =
m - x, SO ist

h

A= ;
2-h4+m-r-cosp

der allgemeine Punkt der Schnittkurve (Abb.?2) ergibt
sich als

0 h 7 COS @
P =( 0 _ . si
(¢) h * 2h 4+ mrcos ¢ " _11;;0
I
~ 2h+mrcosy mcoip

Abbildung 2: Kegelschnitt

Fiir m = 0 bekommt man natiirlich einen Kreis; im
Folgenden sei alsom > 0.
Wie beim Zylinder ist es auch hier hilfreich, Schnittebe-
ne und Schnittkurve mit der obigen Matrix M in die
Ebene mit z = 0 hineinzudrehen; das Resultat ist

- cos ¢
= . CcoSs (v Sin
Q) 2cosa (14 2 cos o) 0 4

(hier ist ein CAS hilfreich).

Mit e := F5 ist Q () bis auf Achsenstreckungen ge-
geben durch
1 €COS 3
1+€cos<p' 511890 - g

1

Wegen§2+62‘7]2= —fzm

% und 1
(1+e-cosp)

iste2 +e2. 92 =2 (1 — £)?, woraus

1—¢?
62'< = >+2-€+n2=1

folgt. Fiir e = 1 (wenn also die Schnittebene zu ei-
ner Mantellinie parallel ist) hat man eine Parabel, fiir
0 < € < 1 eine Ellipse und fiir ¢ > 1 eine Hyperbel.

Nun mdochte man den Kegel abwickeln; dies ist nur im
Ellipsenfall sinnvoll, da im Hyperbelfall der Doppelke-
gel beriicksichtigt werden miisste. Das Resultat ist ein

Kreissektor mit dem Mittelpunkt Z, dem Radius s =
V4 - h? + r2 und dem Teilumfang 277 ; der zugehorige
Mittelpunktswinkel ermittelt sich wegen £ = 27T 7y

360° 2ms
j = 360° -  (Abb.3).
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Abbildung 3: Abgewickelter Kegelschnitt

Man bildet die Punkte
h cos
P(p)=s— | sing
2h + mrcos m cos @

der Schnittkurve ab auf den abgewickelten Mantel; das
Resultat heile R (). Dem Winkel ¢ entspricht der Mit-
telpunktswinkel ¢ auf dem Kreissektor, den man wegen
e = % zu ) = k55 - @ bestimmt.

Der Abstand d von P (p) zur Kegelspitze Z muss
genauso grofl sein wie der Abstand zwischen Z
und R (p). Daher ist R(p) = ili(s:?r?z/é (hier
kommt wieder ein CAS zum Tragen). Abb. 3 zeigt ein
mogliches Resultat.

Natiirlich kann man die Parameter m, r und h beliebig
variieren (unter Beachtung von € = % <1).
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