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Lernen mit differenzierbaren Algorithmen'

Felix Petersen?

Abstract: Klassische Algorithmen und maschinelle Lernsysteme wie neuronale Netze begegnen
uns beide héufig im Alltag. Wihrend klassische Algorithmen fiir die pridzise Ausfithrung genau defi-
nierter Aufgaben wie dem Finden des kiirzesten Wegs in einem Graphen geeignet sind, ermoglichen
neuronale Netze das Lernen aus Daten, um die wahrscheinlichste Antwort in komplexeren Aufgaben
wie der Bildklassifizierung vorherzusagen. Um das Beste aus beiden Welten zu vereinen, kombiniert
diese Arbeit beide Konzepte, was zu robusteren, leistungsfahigeren, interpretierbareren, recheneffi-
zienteren und dateneffizienteren Architekturen fiihrt. Bei der Integration eines Algorithmus in eine
neuronale Architektur ist es wichtig, dass der Algorithmus differenzierbar ist, sodass die Architektur
Ende-zu-Ende trainiert werden kann. Um Algorithmen differenzierbar zu machen, présentiert diese
Arbeit ein allgemeines Verfahren zur stetigen Relaxierung von Algorithmen. Uberdies prisentiert
diese Arbeit konkrete differenzierbare Algorithmen wie differenzierbare Sortier-Netzwerke, diffe-
renzierbare Renderer, und differenzierbare Logik-Gatter-Netzwerke.

1 Einleitung

Vor 4000 Jahren erfanden die Agypter einen Algorithmus zur Multiplikation von zwei
Zahlen, die friitheste Aufzeichnung eines Algorithmus [Ne69]. 1843 verdffentlichte Ada
Lovelace den ersten Computer-Algorithmus und sah moderne Anwendungen von Com-
putern wie Kunst und Musik voraus, zu einer Zeit, als ein solcher Computer noch nicht
einmal gebaut war [ML43]. Ein Jahrhundert spiter, 1943, entwickelten McCulloch und
Pitts [MP43] das erste mathematische Modell von neuronalen Netzen aufgrund von Be-
obachtungen biologischer Prozesse im Gehirn. In den letzten Jahren haben sich Ansitze
basierend auf kiinstlichen neuronalen Netzwerken in der Forschung groBer Beliebtheit er-
freut. Dieser Wiederaufschwung kann auf Fortschritte in der Hardware [KWM16], Soft-
ware [Pal9], der Entwicklung von CNNs [Fu80, Le99] und der Effektivitit von Deep
Learning bei vielen Aufgaben (z.B. Bildklassifizierung [KSH12]) zuriickgefiihrt werden.

Sowohl klassische Algorithmen als auch maschinelle Lernsysteme wie neuronale Netze
sind mittlerweile im Alltag allgegenwirtig. Klassische Algorithmen sind besonders fiir
die prizise Ausfithrung genau definierter Aufgaben wie dem Finden des kiirzesten Wegs
in einem groBen Graphen geeignet. Neuronale Netze ermdglichen das Lernen aus Daten,
um die wahrscheinlichste Antwort in komplexeren Aufgaben wie der Bildklassifizierung
vorherzusagen — Aufgaben, die nicht auf einen exakten Algorithmus reduziert werden
konnen. Um das Beste aus beiden Welten zu vereinen, wird in der hier zusammengefass-
ten Dissertation [Pe22a] die Kombination von klassischen Informatik-Algorithmen und
neuronalen Netzen, oder allgemeiner, maschineller Lernsysteme, untersucht. Dies fiihrt zu
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robusteren, besser performenden, interpretierbareren, recheneffizienteren und dateneffizi-
enteren Architekturen. Hierbei kann Robustheit eines Modells erreicht werden, indem ein
beweisbar korrekter Algorithmus auf Vorhersagen eines neuronalen Netzes angewendet
wird. Gleichzeitig kann die Effizienz eines Modells erhoht bzw. die Rechenkomplexitit
reduziert werden, indem ein Teil eines neuronalen Netzwerkes durch einen schnelleren
Algorithmus ersetzt wird. Auch hinsichtlich der Genauigkeit kann das Modell verbessert
werden, da durch den Einsatz eines Algorithmus das Risiko von Fehlern reduziert wer-
den kann und das Domain-Wissen des Algorithmus das Modell unterstiitzt. Entsprechend
konnen diese Modelle auch interpretierbarer sein, da die Eingabe zu Algorithmen (im Ge-
gensatz zu versteckten Schichten) interpretierbar ist. Die algorithmische Uberwachung,
welche in der Dissertation formalisiert wird, ist eine Form von schwach iiberwachtem
Lernen, wodurch die Modelle daten-/label-effizienter sind.

Normalerweise werden neuronale Netze mit stochastischem Gradientenabstieg (SGD) oder
prikonditionierten SGD-Methoden wie dem Adam-Optimierungsverfahren [KB15] trai-
niert. Diese Methoden basieren auf der Berechnung des Gradienten (d.h. der Ableitung)
einer Verlustfunktion in Bezug auf die Parameter des Modells. Dieser Gradient zeigt die
Richtung des steilsten Anstiegs der Verlustfunktion. Da das Minimieren der Verlustfunk-
tion das Modell verbessert, kann das Modell optimiert werden, indem die Parameter in
die entgegengesetzte Richtung des Gradienten bewegt werden, also ein Gradientenabstieg.
Die Ableitung der Verlustfunktion beziiglich der Modellparameter kann effizient mithilfe
des Riickpropagationsverfahrens [RHW86] berechnet werden, der in den heutigen Deep-
Learning-Frameworks [Pal9] als riickwirtsgerichtete automatische Differenzierung im-
plementiert ist.

Gradientenbasiertes Lernen erfordert, dass alle beteiligten Operationen differenzierbar sind;
jedoch sind viele interessante Operationen wie Sortieralgorithmen nicht differenzierbar.
Das liegt daran, dass bedingte Verzweigungen wie if stiickweise konstant sind, d.h. sie
haben eine Ableitung von 0, mit Ausnahme der Uberginge (d.h. “Spriinge”) zwischen
true und false, bei denen ihre Ableitung nicht definiert ist. Dementsprechend ist gra-
dientenbasiertes Lernen mit (nicht-differenzierbaren) Algorithmen im Allgemeinen nicht
moglich. Daher konzentriert sich die Dissertation darauf, Algorithmen durch kontinuier-
liche Relaxierung und Approximationen differenzierbar zu machen, um sie in neuronale
Netze zu integrieren und so die Vorteile beider Ansétze zu nutzen. Die Grundidee der kon-
tinuierlichen Relaxierung ist, ein Mal} an Unsicherheit in einen Algorithmus einzufiihren,
was z.B. zu glatten Ubergingen zwischen true und false bei if-Anweisungen fiihren
kann, wodurch der Algorithmus vollstindig differenzierbar wird.

Das Lernen mit differenzierbaren Algorithmen kann in zwei Disziplinen unterteilt werden:

. Differenzierbare Algorithmen, d.h. die Untersuchung, wie durch Algorithmen zu-
riickpropagiert werden kann und sinnvolle Gradienten bestimmt werden konnen.

. Algorithmische Uberwachung, d.h. die Integration von Algorithmen und algorith-
mischem Wissen in das Lernen von neuronalen Netzwerken.

Die folgenden beiden Abschnitte behandeln differenzierbare Algorithmen und die algo-
rithmische Uberwachung.



Lernen mit differenzierbaren Algorithmen 223

2 Differenzierbare Algorithmen

Im Allgemeinen besteht die Herausforderung beim Ende-zu-Ende Training von neurona-
len Architekturen mit integrierten Algorithmen darin, die Gradienten des jeweiligen inte-
grierten Algorithmus zu bestimmen, z.B. durch eine differenzierbare Approximation.

Die Kernidee hinter den meisten differenzierbaren Algorithmen ist die Glittung, d.h. die
Storung durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Differenzierbare Algorithmen kénnen
in zwei grof3e methodologische Schulen unterteilt werden:

. Glittung durch stochastische Stérungen durch Sampling.

° Glittung durch analytische Storungen, die in geschlossener Form gelost werden.

Der primire Fokus der Dissertation liegt auf analytischen Stérungen, die in geschlossener
Form gelost werden, behandelt jedoch auch stochastische Sampling-Methoden.

Diese Storungen konnen an zwei verschiedenen Stellen eingefiihrt werden, was zu zwei
konzeptionell verschiedenen mathematischen Modellannahmen fiihrt:

. Storungen der Eingaben eines Algorithmus.

° Storungen von Variablen / Bedingungen in einem Algorithmus.

Das Glitten der Eingaben eines Algorithmus bedeutet, einen Algorithmus f(x) zu glitten
zu E[f(x+ €)], wobei € aus einer bestimmten Verteilung gezogen wird (z.B. der GauB-
Verteilung). Dementsprechend erfordert das Glitten der Eingaben eines Algorithmus in
der Regel keine Annahmen {iber einen Algorithmus und kann mit stochastischer Glittung
gelost werden: Diese Methode ist unabhingig vom verwendeten Algorithmus, vorausge-
setzt, der Algorithmus ist korrekt und 16st das entsprechende Problem.

Auf der anderen Seite entspricht das Glitten von Variablen und Bedingungen in einem
Algorithmus dem Relaxieren von Aussagen wie if x > 0zu if x+¢& > 0. Somit kann
ein Ausdruck wie z.B. a = y if x > 0 else z relaxiert und wie folgt in geschlosse-
ner Form berechnet werden (z.B. fiir € aus einer logistischen Verteilung mit CDF o): a
= o(x)-y+ (1 —o(x)) - z. In diesem Fall hiingt die resultierende Funktion von der kon-
kreten Wahl des Algorithmus fiir ein bestimmtes Problem ab. Das bedeutet, dass bei einer
guten Wahl des Algorithmus (z.B. Bellman-Ford) das Glitten von Variablen und Bedin-
gungen zu besseren Entspannungen fiihren kann als das Glétten von Eingaben; jedoch bei
einer schlechten oder unangemessenen Wahl des Algorithmus (z.B. Dijkstra) ein unreflek-
tierendes Glitten von Eingaben besser funktionieren wiirde.

Wihrend sich das Glitten von Eingaben fiir stochastische Glittung eignet und fiir analy-
tische Propagationsmethoden unlsbar sein kann, ist das Glétten von Variablen mit sto-
chastischen Methoden schwierig, wihrend es mithilfe analytischer Propagationsmethoden
ausgewertet werden kann. Die Beitrdge in der hier zusammengefassten Arbeit konzentrie-
ren sich in erster Linie auf das Glitten von Variablen in einem Algorithmus; das Glitten
von Eingaben wird jedoch auch untersucht.
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Variablen | Eingaben Abb. 1 Kklassifiziert eine Auswahl von auf Stérungen
basierenden differenzierbaren Algorithmen hinsicht-
g gzgii]] (ICSLI0D lich der Methode (analytische vs. stochastische
% [Pe22d] Storungen) und Annahmen (Stérungen von Eingaben
§ | [Pe22c] vs. Storungen von Variablen). Die meisten Methoden
[Pe22e¢] nutzen entweder analytische Stdrungen von Variablen
[Pe19] oder stochastische Storungen von Eingaben. Im Fol-
[Li19] genden werden diese Klassifikation und Alternativen
[Ch19] anhand einiger Beispiele diskutiert:
5 . Im Bereich des differenzierbaren Renderings [Pel9,
é [Li21] {g;gol]()] Ka20, Pe22f] ist die Methode der anndhernden analy-
%‘ [Ni19] tischen Storungen beliebt, da Methoden wie die sto-
2 [Co21] chastische Glittung aufgrund der hohen Dimension

des betroffenen Raums (Bildraum und Raum von 3D-
Abb. 11 Klassifikation einer Aus-  Modellen) typischerweise unldsbar sind. Entsprechend
wahl differenzierbarer Algorithmen o dellieren diese Methoden Stérungen von Variablen.
in analytische vs. stochastische Be- 1y, ¢ o dellieren von Eingabestorungen mit analyti-
rechnung und Modellannahmen von s L
Storungen der Variablen vs. Biga- schen Methoden.ware aufgfund de.r Kgmplemtat der
ben. ([CSL10] bestimmt keine Gra- Rendermg-Algopthmen u.nl.osbar. Die hier zusammen-
gefasste Arbeit liefert Indizien, dass Storungen der Va-
riablen besser sind als Storungen der Eingaben, wenn
ein addquater Algorithmus fiir ein bestimmtes Problem verfligbar ist. Es gibt auch dif-
ferenzierbare Renderer, die auf Monte-Carlo-Sampling basieren [Lil8, Nil9, Zh21] und
Lidec et al. [Li21] modellieren Storungen der Variablen mit der auf Sampling basieren-
den stochastischen Glittungsmethode. Im Bereich der differenzierbaren Sortierung gibt
es Methoden, die alternative Methoden zur Glittung verwenden. Beispiele hierfiir sind
die heuristischen differenzierbare Sortieralgorithmen wie NeuralSort [Gr19] und SoftS-
ort [PE20]. Eine weitere Methode, von Cuturi et al. [CTV19] vorgestellt, reduziert die
Sortierung auf optimalen Transport (OT) und fiihrt eine entropische Regularisierung ein,
die das OT-Problem relaxiert und dadurch die Sortierung differenzierbar macht.

dienten.)

3 Algorithmische Uberwachung

Kiinstliche neuronale Netze haben ihre Fihigkeit gezeigt, verschiedene Probleme zu 16sen,
von klassischen Aufgaben in der Informatik, wie maschinellem Ubersetzen [Val7] und
Objekterkennung [Rel6], bis hin zu vielen anderen Themen in der Wissenschaft, wie
Protein-Faltung [Se20]. Gleichzeitig gibt es klassische Algorithmen, welche typischer-
weise bestimmte Aufgaben anhand einer vordefinierten Steuerstruktur 16sen, wie Sortie-
ren oder das Berechnen des kiirzesten Weges und fiir welche Garantien iiber ihr Verhalten
abgeleitet werden konnen. Kiirzlich hat die Forschung begonnen, beide Elemente durch
die Integration algorithmischer Konzepte in neuronale Netzarchitekturen zu kombinieren.

Diese Ansitze ermdglichen es, neuronale Netze mit alternativen Uberwachungs-Strategien
zu trainieren, wie z.B. das Lernen von 3D-Darstellungen iiber einen differenzierbaren Ren-
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derer oder das Trainieren von neuronalen Netzen mit Ordnungsinformationen. Die zusam-
mengefasste Arbeit vereinigt diese alternativen Uberwachungs-Strategien, welche Algo-
rithmen in das Trainingsziel integrieren, als algorithmische Uberwachung:

Definition 1 (Algorithmische Uberwachung). Bei der algorithmischen Uberwachung wird
ein Algorithmus auf die Vorhersagen eines Modells angewandt und die Ausgaben des Al-
gorithmus werden iiberwacht. Im Gegensatz dazu werden bei der direkten Uberwachung
die Vorhersagen eines Modells direkt iiberwacht. Dies wird in Abb. 2 veranschaulicht.

Eingabe | —> | Modell |— | Ausgabe Eingabe | —s | Modell W) Algorithmus | —s | Ausgabe
mbe ng Lo e~

(iberwacht) (liberwacht)

L - - -

Abb. 2: Direkte Uberwachung (links) im Vergleich zu algorithmischer Uberwachung (rechts).

4 Beitrige der Dissertation

Allgemeine differenzierbare Algorithmen. Die Dissertation présentiert eine allgemei-
ne Methode fiir die analytische Glittung von Algorithmen iiber Storung der Variablen.
Hierfiir werden alle Variablen im Algorithmus, nach denen abgeleitet werden soll, durch
logistische Verteilungen gestort. Die Methode wird auf die folgenden algorithmischen
Uberwachungs-Probleme angewandt: Sortier- und Ordnungsiiberwachung, kiirzester-Pfad-
Uberwachung, Silhouetten-Uberwachung und Editierdistanziiberwachung. Auf diesen Pro-
blemen erzielt die allgemeine Methode, welche auch auf der NeurIPS 2021 veroffentlicht
wurde, Verbesserungen im Vergleich zu existierenden spezialisierten Methoden.
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Abb. 3: Ubersicht iiber die algorithmischen Uberwachungsexperimente: Ordnungsiiberwachung
(links), kiirzester-Pfad-Uberwachung (oben mitte), Silhouetten-Uberwachung (unten mitte) und Edi-
tierdistanziiberwachung (rechts).
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Differenzierbares Sortieren und Ranking. Sortier- und Rankingalgorithmen haben ei-
ne lange Tradition als wahrscheinlich einer der am haufigsten untersuchten Klassen von
Algorithmen in der Informatik. Dementsprechend ist es naheliegend, Sortieralgorithmen
in neuronale Netzwerkarchitekturen integrieren zu wollen. Wéhrend die Arbeit bereits ei-
ne generelle Methode vorstellt, welche z.B. den Bubble-sort Sortieralgorithmus differen-
zieren kann, wird der Fall des Sortierens in weiterem Detail studiert. Konkret werden
differenzierbare Sortiernetzwerke [Pe21a] vorgestellt ICML 2021), welche sich an dem
Informatik-Konzept der Sortiernetzwerke [Kn98] orientieren. Diese erreichten Ergebnisse
auf dem neuesten Stand der Technik fiir den Sorting MNIST Benchmark. Zudem wurde
der Sorting SVHN Benchmark in dieser Arbeit eingefiihrt. Darauf aufbauend, wurden dif-
ferenzierbare Sortiernetzwerke mit speziellen theoretischen Garantien entwickelt [Pe22d]
(ICLR 2022). Konkret erzeugt die Erweiterung monotone, Lipschitz-stetige und fehler-
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beschrinkte differenzierbare Sortiernetzwerke durch eine spezielle Wahl an Wahrschein-
lichkeitsverteilungen, durch welche die Variablen gestort werden. Die Monotonitét ist von
besonderem Vorteil, da Monotonitit in Optimierungsprozessen lokale Minima verhindert
und somit die Genauigkeit verbessert. Die Beschrinkung des Fehlers erlaubt es, eine dif-
ferenzierbare Sortierfunktion zu erhalten, welche zwar Storungen durch eine Verteilung
bendtigt, damit sie glatt und differenzierbar ist, jedoch gleichzeitig nur eine minimale Ab-
weichung von der originalen harten Sortierfuntion aufweist, was auch die Genauigkeit ver-
bessert. Die Arbeit demonstriert, dass diese Fortschritte die Genauigkeit auf den iiblichen
Benchmarks noch einmal signifikant verbessern. Auf den differenzierbaren Sortiernetzen
aufbauend wurden u.a. auch Methoden fiir selbst-iiberwachtes Lernen entwickelt [Sh23].
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Abb. 4: Uberblick iiber das System fiir das Training mit Sortieriiberwachung. Links: Die Eingabe-
bilder werden getrennt und unabhéngig voneinander in ein CNN eingespeist, welches sie auf skalare
Werte abbildet. Mitte: Das odd-even Sortiernetzwerk sortiert die Skalare durch parallele beding-
te Tauschoperationen so, dass alle Eingaben in ihre richtige Reihenfolge gebracht werden. Dieser
Prozess wird differenzierbar gemacht, indem die Eingaben zu den bedingten Vertauschungsopera-
tionen durch eine Verteilung (z.B. logistische oder Cauchy) gestort werden und der Erwartungswert
der Ausgénge in geschlossener Form bestimmt wird. Rechts: Das Sortiernetz erzeugt eine diffe-
renzierbare Permutationsmatrix P, die dann mit der Permutationsmatrix Q der Grundwahrheit unter
Verwendung der binédren Cross-Entropy verglichen werden kann, um den Fehler zu ermitteln. Indem
dieses Fehlersignal riickwirts durch das Sortiernetz propagiert wird, wird das CNN trainiert.
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Abb. 5: Uberblick iiber das Top-k-Klassifikations-Loss: Ein CNN sagt Bewertungen fiir ein Bild
voraus, welche dann durch einen differenzierbaren Ranking-Algorithmus geordnet werden, wel-
cher eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir jeden Rang in der Matrix P zuriickgibt. Im Beispiel
verwenden wir 50% Top-1 und 50% Top-2 Komponenten, d.h. Px = [.5,.5,0,0,0]. Die Gewichte
fiir die verschiedenen Rénge konnen also iiber eine kumulative Summe berechnet werden und sind
[1,.5,0,0,0]. Die entsprechend gewichtete Summe der Zeilen von P ergibt die Wahrscheinlichkeits-
verteilung p = [0,.6,0,.85,.05], die in der Cross-Entropy Verlustfunktion verwendet wird. p ist die
Wabhrscheinlichkeit fiir eine Klasse zu den Top-k zu gehoren, wobei k aus Px gezogen wird.
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Differenzierbares Top-k. Aufbauend auf differenzierbaren Sortieralgorithmen fiihrt die
Dissertation differenzierbare Top-k Operatoren ein, d.h., Operatoren, welche die k grof3ten
Werte aus einer Liste oder einem Vektor identifizieren. Basierend hierauf wird eine Top-k-
Klassifizierungs-Verlustfunktion eingefiihrt, mit welcher die Arbeit neue State-of-the-Art
Resultate fiir 6ffentlich verfiigbare Modelle auf dem ImageNet Datensatz [De(9] erreicht
hat [Pe22c]. Dies wurde auf der ICML 2022 veroffentlicht.

Differenzierbares Rendering. Im Be-
reich des differenzierbaren Renderns stellt
die Dissertation einen neuen differenzier-
baren Renderer vor: GenDR, der genera-
lisierte differenzierbare Renderer [Pe22e],
welcher auf der CVPR 2022 veroffentlicht
wurde. GenDR generalisiert differenzier-
bare Renderer aus zwei Perspektiven. Ei-
nerseits unterstiitzt GenDR eine Viel-
zahl an Wabhrscheinlichkeitsverteilungen
fiir die Storungen, die den Renderer

Abb. 6: Visueller Vergleich verschiedener Instan-
differenzierbar machen. Andererseits ge- ,en von GenDR. In jedem Bild steigt die Tempe-
neralisiert GenDR die Aggregation von rawr 7 der Verteilung von links nach rechts an.
Wahrscheinlichkeiten {iiber beliebige T- Links: die logistische Verteilung und verschiedene
Conormen. Die Arbeit untersucht, wie sich  T-Conormen fiir die Aggregation (von oben nach
die Auswahl an Verteilung und T-Conorm unten: M 1P 1Y 18.). Rechts: erste zwei Zei-
auf die Genauigkeit und Qualitit der Gra- len nutzen die uniforme Verteilung mit 17 und

Lf)\j' Die letzten zwei Zeilen nutzen die Cauchy

dienten auf verschiedenen Problemstellun- ) ‘
Verteilung mit L7 und J_);.

gen auswirkt und kommt zu dem Schluss,
dass diese Auswahl entscheidend ist. Zudem wird festgestellt, dass fiir dhnliche Daten
dhnliche Verteilungen gut funktionieren, und dass die uniforme Verteilung im Durchschnitt
iiber verschiedene Klassen an Daten am besten funktioniert.

Weitere Themen. Uber die hier diskutierten Themen hinaus behandelt die Dissertation
auch differenzierbare Logik und differenzierbare Logik-Gatter-Netzwerke, sowie alterna-
tive Trainingsstrategien fiir Modelle mit integrierten Algorithmen. Differenzierbare Logik-
Gatter-Netzwerke [Pe22b] erlauben das Training von Logik-Gatter-Netzwerke, welche, da
Computer aus ihnen aufgebaut sind, besonders schnelle Inferenz erlauben, z.B. iiber eine
Million Bilder pro Sekunde auf dem MNIST Datensatz (verdffentlicht auf der NeurIPS
2022). Das Kapitel iiber alternative Trainingsstrategien stellt eine Reihe neuartiger Me-
thoden fiir das Training mit komplexen Verlustfunktionen (also Verlustfunktionen, die
Algorithmen beinhalten) vor. Dies beinhaltet Optimierungsmethoden, die Informationen
zweiter Ordnung betrachten, sowie Methoden fiir das Training mit nicht-differenzierbaren
Black-box Algorithmen.
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