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Abstract: Die (berenzte) Haarnadel-Vervollständigung und die Haarnadel-Verlänge-
rung sind Operationen auf formalen Sprachen, welche die Modifikation von DNA
Strängen durch Bildung von Haarnadelstrukturen während der Polymerase-Ketten-
reaktion modellieren. In dieser Arbeit befassen wir uns mit der formalsprachlichen
Analyse dieser Operationen. Neben der Untersuchung der Abschlusseigenschaften von
Sprachklassen unter den Operationen, beschäftigt sich die Arbeit mit der Lösung von
Entscheidungsproblemen, die durch Haarnadel-Operationen gegeben sind.

1 Einführung

Die Haarnadelstruktur ist eine intramolekulare Basenpaarung, die in einsträngiger DNA
oder RNA auftreten kann. Inspiriert durch dieses Phänomen wurden Operationen, wie die
Haarnadel-Vervollständigung und Haarnadel-Verlängerung, auf formalen Sprachen defi-
niert. Diese Arbeit beschäftigt sich ausschließlich mit der formalsprachlichen Untersu-
chung der Haarnadelstrukturen. Zunächst werden wir jedoch den biochemischen Ursprung
der Haarnadelstruktur darlegen.

1.1 Haarnadelstrukturen in der Biochemie

Einsträngige DNA, im folgenden DNA Strang genannt, ist ein Polymer, bestehend aus
Nukleotiden, welche sich durch ihre Nukleobasen A (Adenin), T (Thymin), G (Guanin)
und C (Cytosin) unterscheiden. Jeder DNA Strang besitzt ein 5′- und ein 3′-Ende, welche
nach der chemischen Struktur der Nukleotide benannt sind. Üblicherweise werden DNA
Stränge in 5′-nach-3′-Orientierung notiert. Ein DNA Strang kann abstrakt als ein Wort
über dem vier-Buchstaben Alphabet {A,C,G,T} gesehen werden. Die Basen A und T,
bzw. C und G, sind zueinander Watson-Crick-komplementär. Zwei DNA Stränge mit un-
terschiedlicher Orientierung können sich aneinander anlagern, wenn ihre Basen paarweise
komplementär sind und können so einen DNA Doppelstrang bilden, die wohlbekannte
Doppelhelix. In Abb. 1 ist ein Beispiel gegeben.

Für das Watson-Crick-Komplement und sein formalsprachliches Pendant verwenden wir
die Notation, d. h. A = T, T = A, C = G und G = C. Diese Notation erweitern wir
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Abbildung 1: Anlagerung zweier komplementärer DNA Stränge

auf DNA Stränge in 5′-nach-3′-Orientierung (bzw. Wörter) durch a1 · · · an = an · · · a1,
wobei a1, . . . , an einzelne Basen (bzw. Buchstaben) sind. Hierdurch wird die chemische
Eigenschaft abgebildet, dass sich der DNA Strang a1 · · · an an den komplementären DNA
Strang a1 · · · an anlagern kann. Man beachte hierbei, dass

5′-a1 · · · an-3′ = 3′-a1 · · · an-5′ = 5′-an · · · a1-3′.

Eine Technik, die häufig verwendet wird um DNA Stränge mit bestimmten Eigenschaften
und ihre Komplemente exponentiell zu vervielfältigen, ist die Polymerase-Kettenreaktion
(engl. polymerase chain reaction, PCR). Die PCR wiederholt drei biochemische Prozes-
se mehrmals hintereinander, siehe Abb. 2. Angenommen ein langer DNA-Strang τ , das
Template, soll vervielfältigt werden. Hierzu werden kurze DNA Stränge, sogenannte Pri-
mer, welche komplementär zu einem Suffix des Templates sind, zur Lösung hinzugefügt.
(Ein Suffix ist eine Basen-Sequenz, die dem 3′-Ende vorangeht.) Falls τ = γα, wobei α
verhältnismäßig kurz ist, dann ist α ein geeigneter Primer. Während der Hybridisierungs-
phase lagert sich einer der Primer an das Template an. Durch freie Nukleobasen wird Base
nach Base des Templates komplementiert, beginnend am 3′-Ende des Primers. Dieser Pro-
zess wird Elongation genannt. Nachdem das Template vollständig komplementiert wurde,
wird der neu entstandene Doppelstrang denaturiert (aufgetrennt) und wir erhalten die Ein-
zelstränge τ und τ . Wiederholt man diese drei Schritte und fügt Primer hinzu, welche zu
einem Suffix von τ komplementär sind (d. h. ein Präfix von τ sind), verdoppelt sich die
Anzahl von Templates und ihrer Komplemente nach jedem Zyklus.
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Abbildung 2: Polymerase-Kettenreaktion

Die Haarnadel-Vervollständigung ist die Modifikation eines DNA Strangs, die während
der PCR entstehen kann, siehe Abb. 3. Falls ein DNA Strang die Form γαβα besitzt, so
kann der Suffix α als Primer auf den DNA-Strang selbst wirken und sich während der Hy-
bridisierung an die DNA Sequenz α anlagern. Eine solche intramolekulare Basenpaarung
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wird Haarnadelstruktur, oder einfach Haarnadel, genannt. Durch Elongation wird der zu-
vor ungebundene Teil γ des DNA Strangs komplementiert und nach der Denaturierung
erhalten wir einen neuen DNA Strang γαβαγ, welcher als Haarnadel-Vervollständigung
des DNA Strangs γαβα bezeichnet wird.
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Abbildung 3: Haarnadel-Vervollständigung eines DNA Strangs

Häufig werden Haarnadel-Vervollständigungen als störendes Nebenprodukt von DNA-
gestützten Berechnungen gesehen, weshalb in vielen Arbeiten daran geforscht wurde,
DNA Bibliotheken (Mengen von DNA Strängen) zu entwerfen, welche keine Haarnadeln
oder andere ungewollte Strukturen ausbilden, siehe u. a. [DMG+98, KKL+05, KMT07].
Andererseits wurden auch DNA Algorithmen entworfen, welche Haarnadeln oder Haar-
nadel-Vervollständigungen nutzen um Berechnungsschritte durchzuführen. Ein Beispiel
hierfür ist die Whiplash-PCR. Bei dieser Form der PCR werden Haarnadel-Vervollständi-
gungen, welche durch Stopper-Sequenzen kontrolliert sind, verwendet, um zufällige Pfade
auf gerichteten Graphen abzulaufen. Da sehr viele dieser zufälligen Pfade parallel berech-
net werden können, ist es möglich mithilfe der Whiplash-PCR NP-vollständige Probleme
wie das HAMILTON PFAD PROBLEM zu lösen [HAK+97, Win98].

1.2 Haarnadelstrukturen in Formalen Sprachen

In der restlichen Arbeit betrachten wir Haarnadel-Vervollständigungen als Operation auf
formalen Sprachen. Der Leser, der nicht mit den Grundlagen der formalen Sprachen ver-
traut ist, sei auf [HU79] verwiesen.

Wir betrachten Wörter und Sprachen über einem fest gewählten Alphabet Σ. Die Menge
aller Wörter wird mit Σ∗ bezeichnet und das leere Wort mit 1. Das Alphabet Σ sei mit
einer Involution ausgestattet, d. h. a = a für alle a ∈ Σ. Wie zuvor erweitern wir diese
Notation auf Wörter a1 · · · an = an · · · a1, wobei a1, . . . , an ∈ Σ. Für w ∈ Σ∗, bezeichnet
|w| die Länge des Wortes. Lässt sich w = xyz schreiben, mit x, y, z ∈ Σ∗, so werden x,
y, z als Präfix, Faktor, bzw. Suffix von w bezeichnet.

Sei w = γαβα ein Wort, so wird γαβαγ eine (rechte) Haarnadel-Vervollständigung von
w genannt. Da Haarnadeln in der Biochemie nur stabil sind, wenn die Bindung zwischen α
und α stark genug ist, definieren wir eine Konstante k und fordern |α| = k. (Wohlgemerkt
änderte sich die Definition nicht, würden wir |α| ≥ k fordern.) Sei w = αβαγ, mit
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|α| = k, so bezeichnen wir γαβαγ als eine (linke) Haarnadel-Vervollständigung von w.

Seien nun L1 und L2 Sprachen, so ist

Hk(L1, L2) = {γαβαγ | |α| = k ∧ (γαβα ∈ L1 ∨ αβαγ ∈ L2)}

die Haarnadel-Vervollständigung von L1 und L2, d. h. wir vereinigen alle rechten Haar-
nadel-Vervollständigungen von Wörtern aus L1 mit den linken Haarnadel-Vervollständi-
gungen von Wörtern aus L2. Häufig wird in der Literatur zwischen der rechten, lin-
ken und beidseitigen Haarnadel-Vervollständigung unterschieden. Wir erhalten die rechte
Haarnadel-Vervollständigung, falls L2 = ∅, die linke Haarnadel-Vervollständigung, falls
L1 = ∅ und die beidseitige Haarnadel-Vervollständigung, falls L1 = L2. Unsere Definiti-
on erlaubt es alle drei Varianten gleichzeitig zu untersuchen.

Da die PCR in der Biochemie selten nach einem Zyklus gestoppt wird, stellt sich die Frage,
wie sich DNA Stränge, die durch Haarnadel-Vervollständigungen entstanden sind, weiter
entwickeln. Dies inspiriert die Untersuchung der iterierten Haarnadel-Vervollständigung.
Im iterierten Fall, ergibt es keinen Sinn mit zwei Sprachen zu starten. Es sei L eine formale
Sprache. Die iterierte Haarnadel-Vervollständigung von L ist der reflexive und transitive
Abschluss der beidseitigen Haarnadel-Vervollständigung

H∗
k(L) =

⋃

i≥0

Hi
k(L),

wobei

Hk(L) = Hk(L, L), H0
k(L) = L, Hi+1

k (L) = Hk(Hi
k(L)) für i ≥ 0.

Die Haarnadel-Vervollständigung wurde erstmals in einer Arbeit von Cheptea, Martı́n-
Vide und Mitrana 2006 definiert [CMVM06]. In den darauffolgenden Jahren wurde die
Haarnadel-Vervollständigung aus formalsprachlichen und algorithmischen Gesichtspunk-
ten untersucht, siehe u. a. [CMVM06,MMY08,MMY09,MMVM09]. In dieser Arbeit be-
trachten wir neben der Haarnadel-Vervollständigung zwei weitere, verwandte Operatio-
nen, die begrenzte Haarnadel-Vervollständigung und die Haarnadel-Verlängerung. Bei der
begrenzten Variante ist die Länge des γ-Faktors durch eine Konstante m begrenzt. Diese
Variante der Haarnadel-Vervollständigung wurde in [ILM09,ILMM11] untersucht. Bei der
Haarnadel-Verlängerung erlauben wir, dass nur ein Teil des ungebunden γ-Faktors kom-
plementiert wird, siehe [MMVM10]. Formale Definitionen beider Operationen werden wir
später angeben.

Die folgenden Kapitel fassen die Ergebnisse zusammen, die im Rahmen meiner Disser-
tation [Kop11] erarbeitet wurden. Aufgrund der Seitenbegrenzung wurde allerdings auf
Beweise verzichtet.

2 Haarnadel-Vervollständigungen regulärer Sprachen

In diesem Kapitel seinen L1 und L2 reguläre Sprachen. Wir untersuchen ihre Haarnadel-
Vervollständigung Hk(L1, L2). In Kapitel 2.1 beschäftigen wir uns mit der Klasse der
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Sprachen, in der Hk(L1, L2) liegt und wir zeigen, dass es Entscheidbar ist, ob Hk(L1, L2)
regulär ist. Kapitel 2.2 befasst sich mit Haarnadel-Vervollständigungen von Sprachen in
bestimmten Varietäten, d. h. Unterklassen der regulären Sprachen.

2.1 Eindeutigkeit und Regularität

In [CMVM06] wurden die Abschlusseigenschaften verschiedener Sprachklassen unter
Haarnadel-Vervollständigung untersucht. Es wurde gezeigt, dass weder die regulären, noch
die kontextfreien Sprachen unter Haarnadel-Vervollständigung abgeschlossen sind. Hinge-
gen sind die kontextsensitiven Sprachen unter dieser Operation abgeschlossen. Weiterhin,
ist bekannt, dass Haarnadel-Vervollständigung regulärer Sprachen eine linear kontextfreie
Sprache ist.

Beispiel 2.1. Sei Σ = {a, a} und L1 = a∗ak. Die (rechte) Haarnadel-Vervollständigung
von L1 ist

Hk(L1, ∅) =
{
aiaj

∣∣ i ≥ j ≥ k
}

und somit nicht regulär. Wählen wir allerdings L2 = L1 = aka∗, so ist die Haarnadel-
Vervollständigung

Hk(L1, L2) =
{
aiaj

∣∣ i, j ≥ k
}

wieder eine reguläre Sprache.

In diesem Kapitel betrachten wir das Entscheidungsproblem, ob zwei gegebene reguläre
Sprachen eine reguläre Haarnadel-Vervollständigung besitzen. In [CMVM06] wurde dies
als offenes Problem gestellt. Da unentscheidbar ist, ob eine gegebene lineare Grammatik
eine reguläre Sprache erzeugt [Gre68], kann kein allgemeiner Ansatz gewählt werden,
um das Problem zu lösen. Eine erste Lösung für das Problem haben wir in [DKM09]
gegeben, wo wir zeigten, dass das Problem in polynomieller Zeit entscheidbar ist. Der
Grad des Polynoms wurde allerdings nur abgeschätzt auf 20. In dieser Arbeit wird zum
einen ein verbesserter Entscheidungsalgorithmus präsentiert, und zum anderen werden wir
die Sprachklasse, in der Haarnadel-Vervollständigungen regulärer Sprachen liegen, weiter
einschränken.

Theorem 2.2. Es seien L1 und L2 regulär, dann ist die Haarnadel-Vervollständigung
Hk(L1, L2) eindeutig linear kontextfrei.

Eindeutig bedeutet hier, dass eine lineare Grammatik existiert, welche für jedes Wort in
der Sprache genau einen Ableitungspfad besitzt. Dieses neue Resultat ermöglicht es, die
Wachstumsfunktion

gHk(L1,L2)(n) =
∣∣Σ≤n ∩Hk(L1, L2)

∣∣

der Haarnadel-Vervollständigung zu berechnen und sie mit den Wachstumsfunktionen der
zugrundeliegenden Sprachen L1 und L2 zu vergleichen. Somit lässt sich zum Beispiel be-
rechnen, wie groß die erwartete Anzahl fehlerhafter DNA Stränge ist, die durch Haarnadel-
Vervollständigungen während eines PCR Zyklus erzeugt werden (angenommen, dass die
Haarnadelbildung ungewollt ist).
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Für das Entscheidungsproblem ob Hk(L1, L2) regulär ist, gehen wir davon aus, dass die
Sprachen L1 und L2 als deterministische endliche Automaten (DEAs) gegeben sind. Fol-
gende Komplexitäten konnten wir beweisen.

Theorem 2.3. Es seien L1 und L2 gegeben als DEAs deren Zustandszahl durch n be-
schränkt ist. Das Problem, ob Hk(L1, L2) regulär ist, ist entscheidbar in

i.) O(n2) Zeit, falls L1 = ∅ oder L2 = ∅.

ii.) O(n6) Zeit, falls L1 = L2.

iii.) O(n8) Zeit, im Allgemeinen.

Theorem 2.4. Es seien L1 und L2 gegeben als DEAs. Das Problem, ob Hk(L1, L2) re-
gulär ist, ist NL-vollständig.

Die Sprachklasse NL enthält diejenigen Probleme, die von einer nicht-deterministischen
Turingmaschine in logarithmischem Platz entschieden werden können. Hierbei sei ange-
merkt, dass die Zugehörigkeit zu NL impliziert, dass das Problem in Nick’s Class NC2

liegt und damit effizient parallelisierbar ist, siehe z. B. [Pap94].

2.2 Varietäten

Varietäten sind Unterklassen der regulären Sprachen, welche durch Eigenschaften ihrer
syntaktischen Monoide definiert sind. Eine Varietät über endlichen Monoiden ist eine
Menge von Monoiden, welche unter Division und direktem Produkt abgeschlossen ist.
Für eine ausführliche Einführung in Varietäten über formalen Sprachen sei auf [Pin86]
verwiesen. Einige Varietäten besitzen weitere algebraische, kombinatorische und logische
Charakterisierungen. So entspricht die Varietät der aperiodischen Sprachen A unter an-
derem den Stern-freien Sprachen und der Klasse von Sprachen, die durch Sätze in Logik
erster Stufe (first order logic) FO[<] spezifiziert werden können. Stern-frei bedeutet, dass
eine Sprache durch einen regulären Ausdruck ohne Kleene-Stern, dafür aber mit mengen-
theoretischem Komplement Lc = Σ∗ \ L, beschrieben werden kann. Die zweite Varietät,
die wir betrachten werden, ist die Varietät LDA, welche der Klasse von Sprachen ent-
spricht, die durch Sätze in Logik erster Stufe mit zwei Variablen und Nachfolger-Prädikat
FO2[<, +1] spezifiziert werden können.

Man beachte, dass die Sprache L1 in Beispiel 2.1 in der Varietät LDA ! A liegt und
dass Hk(L1, ∅) nicht regulär ist. Sofern die Haarnadel-Vervollständigung Hk(L1, L2) von
zwei Sprachen allerdings regulär ist, bleibt die Zugehörigkeit zu den Varietäten A und
LDA erhalten.

Theorem 2.5. Seien L1 und L2 Sprachen in A (bzw. LDA). Die Haarnadel-Vervoll-
ständigung Hk(L1, L2) ist entweder nicht regulär oder sie gehört ebenfalls zur Varietät
A (bzw. LDA).
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3 Haarnadel-Verlängerung

Die Haarnadel-Verlängerung kann während eines PCR-Schrittes entstehen, wenn der Elon-
gationsprozess abgebrochen wird, bevor der ungebundene γ-Teil des des DNA Strangs
vollständig komplementiert ist. Sei w = γ1αβα ein Wort mit |α| = k, dann ist γ1αβαγ2

eine (rechte) Haarnadel-Verlängerung von w, falls γ2 ein Suffix von γ1 ist. Des weiteren
ist γ1αβαγ2 eine (linke) Haarnadel-Verlängerung von αβαγ2 falls |α| = k und γ1 ein
Präfix von γ2 (bzw. γ1 ein Suffix von γ2) ist, siehe Abb. 4.

γ1 α
β

αγ2

rechte Haarnadel-Verlängerung

γ1 α
β

αγ2

linke Haarnadel-Verlängerung

Abbildung 4: Haarnadel-Verlängerung

Analog zur Haarnadel-Vervollständigung, definieren wir für Sprachen L1 und L2 die Haar-
nadel-Verlängerung

HLk(L1, L2) = {γ1αβαγ2 | |α| = k ∧ ((γ1αβα ∈ L1 ∧ γ2 ist Suffix von γ1) ∨
(αβαγ2 ∈ L2 ∧ γ1 ist Suffix von γ2))}.

Es ist bekannt, dass die Haarnadel-Verlängerung regulärer Sprachen linear kontextfrei
und nicht zwingend regulär ist [MMVM10]. Auf den ersten Blick scheint es, als würden
sich die Haarnadel-Vervollständigung und die Haarnadel-Verlängerung, angewandt auf re-
guläre Sprachen, sehr ähnlich verhalten. Betrachten wir erneut die Frage, ob entscheidbar
ist, ob reguläre Sprachen eine reguläre Haarnadel-Verlängerung besitzen, so können wir
zumindest im einseitigen Fall analoge Resultate beweisen.

Theorem 3.1. Sei L eine reguläre Sprache. Das Problem, ob die rechte Haarnadel-Ver-
längerung HLk(L, ∅) (bzw. linke Haarnadel-Verlängerung HLk(∅, L)) regulär ist, ist

i.) NL-vollständig,

ii.) entscheidbar in O(n2) Zeit,

falls L (bzw. L) als DEA mit n Zuständen gegeben ist.

Allerdings war es uns nicht möglich ein analoges Resultat für den beidseitigen oder allge-
meinen Fall zu beweisen. Das Problem, ob die Regularität einer Haarnadel-Verlängerung
regulärer Sprachen entscheidbar ist, bleibt weiterhin offen. Wir können allerdings ein
Indiz nennen, warum dieses Problem schwieriger zu lösen sein könnte, als das Regula-
ritätsproblem der Haarnadel-Vervollständigung. Während im Beweis der Theoreme 2.3
und 2.4 ausnutzt wird, dass eine eindeutige lineare Darstellung der Haarnadel-Vervoll-
ständigung konstruiert werden kann (vgl. Theorem 2.2), können wir zeigen, dass keine
eindeutig lineare Grammatik für die rechte oder beidseitige Haarnadel-Verlängerung der
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Sprache L = (b+α)+α existiert, wobei Σ =
{
a, a, b, b

}
und α = ak. Die Sprachen

HLk(L, ∅) und HLk(L, L) sind also inhärent mehrdeutig. Wir können sogar zeigen, dass
für jedes m ∈ N ein Wort w ∈ HLk(L, ∅) (bzw. w ∈ HLk(L, L)) existiert, sodass in
jeder Grammatik, die HLk(L, ∅) (bzw. HLk(L, L)) generiert, das Wort w mindestens m
verschiedene Ableitungen besitzt, d. h. jede Grammatik, die HLk(L, ∅) oder HLk(L, L)
erzeugt, besitzt einen unbeschränkten Grad der Mehrdeutigkeit.

Theorem 3.2. Die Haarnadel-Verlängerung HLk(L1, L2) zweier regulärer Sprachen L1

und L2 kann inhärent Mehrdeutig sein, selbst wenn L1 = ∅ oder L2 = ∅.

4 Iterierte begrenzte Haarnadel-Vervollständigung

Die begrenzte Haarnadel-Vervollständigung ist eine Variante der Haarnadel-Vervollständi-
gung, bei der wir fordern, dass die Länge des γ-Faktors einer Haarnadel-Vervollständigung
durch eine Konstante m begrenzt ist. Sei L eine Sprache und m ≥ 1, so definieren wir die
begrenzte Haarnadel-Vervollständigung als

Hk,m(L) = {γαβαγ | |α| = k ∧ |γ| ≤ m ∧ (γαβα ∈ L ∨ αβαγ ∈ L)} .

Im Gegensatz zur unbeschränkten Variante sind alle Klassen der Chomsky Hierarchie
unter begrenzter Haarnadel-Vervollständigung abgeschlossen [ILM09, ILMM11]. Weiter-
hin wurde gezeigt, dass die Klassen der kontextfreien, kontextsensitiven und rekursiv
aufzählbaren Sprachen unter iterierte begrenzte Haarnadel-Vervollständigung H∗

k,m(L) =⋃
i≥0 Hi

k,m(L) abgeschlossen sind. Allerdings blieb in den Arbeiten unbeantwortet, ob die
regulären Sprachen unter iterierter begrenzter Haarnadel-Vervollständigung abgeschlos-
sen ist. Wir zeigen, dass diese tatsächlich unter iterierter begrenzter Haarnadel-Vervoll-
ständigung abgeschlossen sind. Unser Ergebnis ist sogar allgemeiner und lässt sich auf
allen Klassen der Chomsky Hierarchie sowie auf alle ”klassischen“ Komplexitätsklassen
anwenden.

Theorem 4.1. Sei C eine Sprachklasse, welche (effektiv) unter Vereinigung, Durchschnitt
mit regulären Sprachen und Konkatenation mit regulären Sprachen abgeschlossen ist,
dann ist C auch (effektiv) abgeschlossen unter iterierter begrenzter Haarnadel-Vervoll-
ständigung.

Insbesondere ist die Klasse der regulären Sprachen effektiv unter iterierter begrenzter
Haarnadel-Vervollständigung abgeschlossen.

Im Beweis des Theorems wird die Sprache der iterierten begrenzten Haarnadel-Vervoll-
ständigung konstruiert. Dies erlaubt die Untersuchung, wie groß ein nicht-deterministi-
scher endlicher Automat (NEA) ist, der die iterierte Haarnadel-Vervollständigung einer
regulären Sprache akzeptiert. Wir geben eine untere und obere Schranke für einen solchen
NEA an, welche beide exponentiell in der Konstante m sind.

Theorem 4.2.
i.) Es existiert eine reguläre Sprache L, sodass für alle m ≥ 1 weder Hk,m(L) noch

H∗
k,m(L) durch einen NEA mit weniger als 2m Zuständen akzeptiert werden kann.
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ii.) Sei L eine reguläre Sprache, welche durch einen NEA mit n Zuständen akzeptiert
wird und m ≥ 1. Es existiert ein NEA mit 2O(m2)n Zuständen, welcher die iterierte
begrenzte Haarnadel-Vervollständigung Hk,m(L) akzeptiert.

5 Iterierte Haarnadel-Vervollständigungen einelementiger Sprachen

Die Klasse der Sprachen, die durch iterierte Haarnadel-Vervollständigung einelementiger
Sprachen (oder Wörter) erzeugt werden, ist gegeben durch

HCSk = {H∗
k({w}) | w ∈ Σ∗} .

Diese Sprachklasse wurde erstmals in [MMY08] untersucht. Da die Klasse NL unter ite-
rierter Haarnadel-Vervollständigung abgeschlossen ist [CMVM06], ist HCSk eine Teil-
menge von NL und somit in den kontextsensitiven Sprachen enthalten. Dennoch wurde
die Frage, ob HCSk nicht-reguläre oder nicht-kontextfreie Sprachen enthält, nicht beant-
wortet und als offenes Problem in [MMY08] gestellt. Wir lösen dieses Problem, indem wir
zeigen, dass die iterierte Haarnadel-Vervollständigung H∗

k({αbαααcα}) nicht kontextfrei
ist, wobei Σ =

{
a, a, b, b, c, c

}
und α = ak.

Theorem 5.1. Die iterierte Haarnadel-Vervollständigung einer einelementigen Sprache
ist nicht im Allgemeinen kontextfrei.
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