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Seit im Jahr 2006 auf der internationalen ACDCA &
Derive-Konferenz die Einstellung der Weiterentwick-
lung des CAS Derive bekannt gegeben wurde, herrschte
unter Osterreichs CAS-Lehrern/innen Verunsicherung.
Es stellte sich die Frage, welches neue CAS ihren didak-
tischen Anforderungen entsprechen konnte. TI-Nspire,
Maxima und WIRIS wurden erprobt, konnten sich aber
(zumindest in Osterreich) kaum durchsetzen. Zu die-
sem Zeitpunkt wurde die dynamische Mathematiksoft-
ware GeoGebra gerade um eine dynamische Tabellen-
kalkulation erweitert. Es lag daher nahe, den Versuch
zu wagen, GeoGebra auch mit einer CAS Ansicht aus-
zustatten. In diesem Beitrag mdchten wir einerseits den
Weg seit damals bis zur heute vorliegenden ersten Versi-
on von GeoGebra mit integriertem CAS skizzieren. An-
dererseits stellen wir einige kurze Beispiel vor, um die
Funktionsweise der CAS Ansicht in GeoGebra zu illus-
trieren.

Symbolischer Notizblock

Schon seit 2004 wurde in GeoGebra intern ein CAS
verwendet, um symbolisches Differenzieren und Inte-
grieren von Funktionen zu ermoglichen. Zunéchst wur-
de die CAS Library JSCL-Meditor! verwendet, spiter
dann das System Jasymca? und schlieBlich MathPiper 3.
Nach dem Ende von Derive begann Markus Hohenwar-
ter 2007 mit einem Studenten an der Florida Atlantic
University die Arbeit an einem ,,symbolischen Notiz-
block® fiir GeoGebra, der es dem Nutzer ermoglichen
sollte, direkt auf das bislang verborgene CAS zuzugrei-
fen. Dabei sollten Objekte (Zahlen, Punkte, Funktionen,
Gleichungen, etc.) aus der numerischen Welt von Geo-
Gebra im CAS fiir symbolische ,,Nebenrechnungen™ zur
Verfiigung stehen. Um unabhingig vom darunterliegen-
den CAS zu bleiben, wurde schon damals eine eigene
GeoGebraCAS Syntax fiir Befehle eingefiihrt, die intern
in die entsprechende MathPiper Syntax iibersetzt wurde.

"http://sourceforge.net/projects/jscl-meditor/

Ab 2008 konnten erste Prototypen des GeoGebra-
CAS in vom osterreichischen Unterrichtsministerium
unterstiitzten Projekten von erfahrenen CAS Lehrern an
Schulen getestet werden (vgl. [3]). Zu diesem Zeitpunkt
waren Variablenbelegungen in der CAS Ansicht von den
anderen GeoGebra Ansichten vollig unabhingig. Die
Tests in Schulen brachten insbesondere zwei Resultate:
Einerseits war das zugrundeliegende CAS MathPiper in
gewissen Bereichen (z. B. Solve) nicht méchtig genug,
um alle Wiinsche der Nutzer erfiillen zu knnen. Ande-
rerseits wurde die fehlende enge Verkniipfung des ,,sym-
bolischen Notizblocks* mit dem Rest von GeoGebra als
unbefriedigend empfunden, da ja alle anderen Ansich-
ten in GeoGebra dynamisch gekoppelt waren.

Dynamisches CAS

In der Folge wurden daher folgende Ziele fiir die Wei-
terentwicklung des GeoGebraCAS festgelegt: Die Geo-
Gebra CAS Ansicht sollte bereits ab der 7. Schulstu-
fe zum Erlernen der elementaren Algebra eingesetzt
werden konnen, eine benutzer/innenfreundliche Ober-
fliche aufweisen, vom Leistungsumfang mit anderen
in der Schule gebriduchlichen CAS vergleichbar sein,
abhingige Zeilen automatisch dynamisch aktualisieren
(,,dynamisches CAS*), und mit den anderen GeoGebra-
Komponenten dynamisch verkniipft sein.

Die Berticksichtung der 7. Schulstufe war uns wich-
tig, da auch wir — dhnlich wie Zeller und Barzel [4]
— davon ausgehen, dass die mannigfachen Moglichkei-
ten zur Manipulation von algebraischen Termen mit ei-
nem CAS leichter zu entdecken sind und sich positiv auf
das Strukturverstiindnis bei Termen auswirken. Dass die
Oberfliche der CAS Ansicht intuitive Werkzeuge wie
auch die Grafik Ansicht von GeoGebra anbieten soll,
war eine wichtige Pramisse, damit die ,,instrumental ge-
nesis* (vgl. [2]) , also der Prozess um die CAS Ansicht
sinnvoll als Werkzeug einsetzen zu konnen, moglichst

2http ://webuser.hs-furtwangen.de/~dersch/jasymca2/

3http://www.mathpiper.org/
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reibungslos verlaufen kann und wenig Zeit bzw. An-
strengung in Anspruch nimmt. Ein wichtiger Punkt hier-
bei war die Umsetzung eines ,,dynamischen CAS*, in
dem die Verdnderung eines Variablenwerts die automa-
tische Aktualisierung aller davon abhédngiger Ausdriicke
zur Folge hat. Damit wird die Grundidee von dynami-
scher Geometrie in natiirlicher Art und Weise auf ,dy-
namische Algebra“ erweitert.

Um den Leistungsumfang des CAS zu steigern, ha-
ben wir mit unterschiedlichen CAS Libraries experi-
mentiert. So konnte in der Version von 2009 etwa wahl-
weise MathPiper oder Maxima fiir die zugrundeliegen-
den Berechnungen verwendet werden. Trotz intensi-
ver Bemiihungen von Seiten der MathPiper Entwickler
wurde Ende 2009 aber klar, dass es noch einige Jah-
re dauern wiirde, bis MathPiper den Anspriichen unse-
rer CAS Testlehrer geniigen kdnnte. Maxima war zwar
leistungsfihiger, erwies sich aber als unflexibel in Be-
zug auf unsere Wiinsche in Sachen Termdarstellung und
konnte nicht (bzw. nur sehr schwierig) fiir online Ap-
plets verwendet werden. Deshalb entschieden wir uns
2010 schlieBlich fiir den Umstieg auf das seit den 1960er
entwickelte CAS Reduce *, das von den MathPiper Ent-
wicklern speziell fiir uns adaptiert wurde, sodass wir es
in GeoGebra einbetten konnten.

Die folgenden Beispiele sind in Anlehnung an Ma-
terialien aus den Osterreichischen Pilotprojekten [1] ent-
standen und sollen nun einen kurzen Uberblick iiber die
Funktionsweise der aktuell mit GeoGebra 4.2 vorliegen-
den CAS Ansicht geben.

Gleichungsumformungen

Wichtige Themen des Mathematikunterrichtes der Se-
kundarstufe I sind das Manipulieren von Termen und
das darauf aufbauende Prinzip der Aquivalenzumfor-
mung. Um den Schiilern einen intuitiven Zugang zu
ermoglichen, werden Gleichungen in der CAS An-
sicht — so wie von der GeoGebra Eingabezeile bekannt
— mit einfachem Gleichheitszeichen eingegeben. Zur
Auswertung von Zeilen der CAS Ansicht stehen drei
verschiedene Werkzeuge iiber die Werkzeugleiste zur
Verfiigung: ,.Berechne berechnet und vereinfacht die
Eingabe symbolisch, ,,Numerisch berechnet die Ein-
gabe numerisch und liefert die Ausgabe in Dezimal-
schreibweise und mit ,,Behalte Eingabe kann die Ein-
gabe unverindert ausgewertet werden. Letzteres ist ins-
besondere bei der Einfilhrung von Termumformungen
interessant, wenn man bewusst das ,,Vereinfachen* von
Ausdriicken verhindern mochte. Das gewihlte Werk-
zeug wird jeweils auf die ganze Zeile bzw. den markier-
ten Teilausdruck angewandt.

oon

Abbildung 1: Werkzeuge zur Auswertung.
Um nun eine Aquivalenzumformung auf einer Glei-
chung durchzufiihren, wie etwa in Abbildung 2 in der

“http://reduce-algebra.sourceforge.net/

zweiten, dritten und vierten Zeile, wird diese lediglich
in Klammern gesetzt und darauf wie auf einem einfa-
chen Term operiert. Die Ausgabe der vorigen Zeile ldsst
sich dabei durch Driicken der Leertaste kopieren, bei
Eingabe einer schliefenden Klammer wird sie geklam-
mert iibernommen. Durch Klicken auf den Ausgabeteil
einer Zeile wird dieser an der aktuellen Position ein-
gefiigt. Derartige Aquivalenzumformungen erlauben es
Schiilern, verschiedenen Ideen und Losungswege aus-
zuprobieren, und dabei den Fokus auf die Strategie und
nicht aufs Rechnen zu legen.
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Abbildung 2: Gleichungsumformungen.

Radioaktiver Zerfall

Ein klassisches Beispiel bei der Behandlung von Expo-
nentialfunktionen ist der Zerfall einer radioaktiven Sub-
stanz. GeoGebraCAS erlaubt den Schiilern, Aufgaben
zu Exponentialgleichungen intuitiv zu I6sen und so ex-
perimentell die zugrundeliegenden Zusammenhinge zu
erkunden. Zur Unterscheidung von Gleichungen werden
Variablenzuweisungen und Funktionsdefinitionen in der
CAS Ansicht mittels := geschrieben. Dermallen be-
nannte Objekte wie Funktionen werden iibrigens nach
Moglichkeit gleich im Grafikfenster gezeichnet.
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Abbildung 3: Einfache Exponentialgleichungen.
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So konnen, je nach gegebenen Werten, die ver-
bleibende Menge radioaktiven Materiales zu einem be-
stimmten Zeitpunkt, die Halbwertszeit oder die Basis
in der Funktionsdarstellung berechnet werden. Dariiber
hinaus steht auch die Moglichkeit zur Verfiigung, mit
,»Lose* eine Gleichung mit unbelegten Variablen symbo-
lisch zu 16sen, und mit ,,NLdse* Werte ndherungsweise
zu bestimmen. Dabei ergibt sich zudem die Gelegenheit,
Vorziige und Schwichen numerischer Verfahren im Un-
terricht zu thematisieren und praktisch zu erproben.

» CAS (&)
, | =erart

= flty==a"c

Lige[fi2)= 229, a]
15 ¢ 15 ¢
ES == }

C [

—){a

Abbildung 4: Losung mit unbelegten Variablen.

Schneiden von Polynomfunktionen

Um ein tieferes Verstindnis von Mathematik zu fordern,
ist die Vernetzung verschiedener Teilbereiche und
das Aufzeigen ihrer Zusammenhinge unerlisslich. So
koénnen Polynomfunktionen, etwa die Parabel f(x) :=
2% — 3z + 2 und die Gerade g(z) := 3z + 2, durch
Zeichnen und graphisches Bestimmen der gemeinsamen
Punkte geschnitten werden. Aquivalent ergeben sich die
Schnittpunkte als Losung der Gleichung f(x) = g(x)
nach x mittels algebraischer Methoden. Mittels CAS-
und Grafikansicht ist es moglich, beide Vorgangsweisen
miteinander zu verkniipfen.
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Abbildung 5: Computeralgebra und Geometrie.

So konnen beispielsweise, wie in Abbildung 5, f(z)
und g(z) in der CAS Ansicht definiert, verdndert, ge-
nutzt und geschnitten werden. Zugleich wird all dies
unmittelbar in der Grafikansicht dargestellt. Umgekehrt
spiegeln sich alle Anderungen der Lage der Funktionen
in der Grafikansicht ebenso direkt in der CAS Ansicht
wider.
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Umgekehrte Kurvendiskussion

Die klassische Kurvendiskussion mit der rezeptartigen
Bestimmung von Hoch-, Tief-, Wende- und Sattelpunk-
ten ist in Zeiten von CAS und dynamischer Mathema-
tiksoftware eigentlich obsolet, da der Graph einer Funk-
tion ohnehin sofort gezeichnet wird. Die umgekehrte
Kurvendiskussion, wo eine Funktionsgleichung zu ge-
gebenen Eigenschaften gefunden werden kann, setzt den
Fokus hingegen auf das Umsetzen geometrischer Zu-
sammenhinge in Gleichungen. Gegeben seien etwa ein
Punkt (2|2) und ein Sattelpunkt (1|1) auf einer Funk-
tion dritten Grades, deren Funktionsgleichung gesucht
ist. Hier geht es also vor allem um das Aufstellen eines
Gleichungssystems wie in Abbildung 6.

Neben dem bereits angesprochenen Zuweisungs-
operator := konnen Gleichungen zusitzlich auch — wie
im Unterricht oft iiblich — nur mittels Doppelpunkt be-
nannt werden, etwa g3 : f/(1) = 1;. Das abschlieBen-
de Semikolon unterdriickt hier die unnétige, da gleiche
Ausgabe. Anstelle des Befehls , Ableitung™ wird hier die
Kurzschreibweise f’(x) verwendet. Der Befehl ,.Lise
unterstiitzt neben einzelnen Gleichungen in einer Varia-
blen auch ganze Systeme solcher in beliebig vielen Un-
bekannten. Dazu werden die Gleichungen und Variablen
mit Beistrichen getrennt und als Liste in geschwungenen
Klammern geschrieben. Alternativ kénnen auch mit der
Maus alle Zeilen des Gleichungssystems markiert und
dann auf das ,.Lose Werkzeug in der Werkzeugleiste
geklickt werden.

F CAS

1 fiy=awid+hl+cu+d

= f(x) :=a +bx’+cx+d

2 o_1fi1y=1;

3 o_2 fi2y=2;

4 o_3:f1)=10;

5 a_4:M=0

& Losefo_1, 0_2, 0_3,0_4} {3, b ¢ dj

- (a=1 b=-3 c=3 d=0})

Abbildung 6: Umgekehrte Kurvendiskussion.

Matrizenrechnung

Ob in vertiefenden Kursen oder als vorwissenschaftli-
che Arbeit, mit Technologieunterstiitzung lassen sich
auch interessante Bereiche der Mathematik auferhalb
des iiblichen Lehrplans zeitokonomisch behandeln. Ein
solches Gebiet ist die Matrizenrechnung. Als wichti-
ges Werkzeug der Mathematik kommen diese rechtecki-
gen Zahlenschemata in vielen Gebieten der Mathematik
zum Einsatz, etwa auch, um Systeme linearer Gleichun-
gen kurz und prignant anzugeben und zu 16sen.



> CAS =]
A= {23 2011, 110,41, 3
! ‘23 2
=~ A= 11 1
0o -1 3,

Abbildung 7: Matrix in der CAS Ansicht.

In der CAS Ansicht werden Matrizen als Liste
von Zeilenlisten in geschwungenen Klammern einge-
geben, beispielsweise {{2,3,2},{1,1,1},{0,—1,3}}.
Um mittels Matrizen ein lineares Gleichungssystem zu
16sen, formt man dieses zunichst derart um, dass alle
Unbekannten auf der linken Seite und die konstanten
Summanden auf der rechten Seite stehen. AnschlieSend
bildet man aus den Koeffizienten der Variablen eine Ma-
trix A, sodass eine Gleichung jeweils eine Zeile ein-
nimmt und gleiche Variablen untereinander stehen. Ana-
log ergibt die rechte Seite eine eigene Matrix B mit nur
einer einzigen Spalte. Nun betrachtet man die urspriing-
liche linke Seite als Produkt der Koeffizientenmatrix A
mit einer Matrix X, welche nur eine Spalte und als Ein-
trige alle Unbekannten in derselben Reihenfolge wie in
den Zeilen von A enthilt. Damit ist die Aufgabe auf das

Losen der einzelnen Gleichung A « X = B zuriick-
gefiihrt.
» CAS (&)
1| A=EZ 30,1, 1040, 3
2 | B3R {2
3| K=l i
AF¥=B
4 2x+3y+2z 3
- x+y+z = 2
—-y+3z 7

Abbildung 8: Gleichungssystem mittels Matrizen.

Dazu multipliziert man von links — die Matrizen-
multiplikation ist nicht kommutativ — mit dem multipli-
kativen Inversen der Matrix A, welches GeoGebraCAS
mit Invertiere[A] berechnet, und erhilt das Ergebnis
des gesamten Gleichungssystems.

> CAS =]
1 A2 32500,1,14{0,-1, 31k
2| B={3hi2h i

Inwertiere[A] = B

()

Abbildung 9: Losung des Gleichungssystems.

1
-1
2

Shttp://www.geogebra.org/forum
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Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Artikel wurde kurz die Entwicklungsge-
schichte der CAS Ansicht in GeoGebra zusammenge-
fasst und der aktuelle Stand anhand einiger konkre-
ter Anwendungsbeispiele illustriert. Mit GeoGebra 4.2
steht nun die erste offizielle Version der CAS Ansicht
zur Verfiigung und wir hoffen auf zahlreiche Riick-
meldungen und Anregungen fiir die Weiterentwicklung
iiber unser Nutzerforum®. In Zukunft sollen insbesonde-
re ein einfach zu bedienender Formeleditor fiir die Ein-
gabe erginzt und die Moglichkeiten des dynamischen
3D Grafikfensters von GeoGebra 5 fiir die CAS Ansicht
geniitzt werden, etwa zur Darstellung von Funktionen
in zwei Variablen. Weiterhin sind auch GeoGebra Ver-
sionen mit CAS Ansicht auf HTMLS5 Basis geplant, die
dann in Browsern ohne Java-Unterstiitzung funktionie-
ren sollen - inkl. mobiler Gerite wie Tablets und Smart-
phones.
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