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Abstract: Dieser Beitrag ist eine Zusammenfassung der gleichnamigen Dissertation.
Der Schwerpunkt der Arbeit liegt auf der theoretischen Analyse randomisierter Such-
heuristiken wie evolutionarer Algorithmen, insbesondere in Bezug auf ihre Laufzeit
bei der Losung kombinatorischer Optimierungsprobleme. Neben einfachen randomi-
sierten Suchheuristiken, die zu jedem Zeitpunkt nur einen Suchpunkt betrachten, wer-
den auch evolutionédre Algorithmen mit groleren Populationen untersucht. Dabei wer-
den jeweils neue und allgemeine Methoden zur Analyse randomisierter Suchheuris-
tiken entwickelt. AbschlieBend wird ein spezialisierter Algorithmus fur ein aktuelles
kombinatorisches Optimierungsproblem vorgestellt.

1 Einleitung

Nicht nur in der industriellen Praxis, sondern auch im taglichen Leben muissen fortwahrend
schwierige Optimierungsaufgaben gelost werden. Bespielsweise soll bei der Planung des
eigenen Tagesablaufs eine moglichst gute Verteilung der wahrzunehmenden Termine und
Aufgaben gefunden werden. Der Versuch, einen moglichst guten Tagesplan zu erstellen,
entspricht in abstrakter Form einem Problem, dem in der Informatik eine gro3e Bedeutung
zukommt. Neben solchen Problemen der Ablaufplanung fallen auch andere, leicht zu be-
schreibende Aufgaben wie die Ermittlung kiirzester Wege in Stralennetzen, die Bildung
moglichst gut harmonierender Arbeitsteams, die optimale Bepackung von Transportmit-
teln u.v.a. m. in das Arbeitsgebiet der sogenannten kombinatorischen Optimierung, das
eine lange Tradition in der Mathematik und Informatik besitzt. Das Attribut ,.kombinato-
risch® konnen wir damit erklaren, dass es bei den geschilderten Problemen immer direkt
oder indirekt darum geht, eine optimale Kombination von Objekten zu finden.

Eine Aufgabe der Informatik besteht darin, Algorithmen, d.h. Verfahren, bereitzustellen,
die kombinatorische Optimierungsprobleme effizient losen. Einen Algorithmus nennen wir
effizient, wenn er bei Eingabelange 7, d. h. bei im Wesentlichen n zu behandelnden Ob-
jekten, mit einer Anzahl von Rechenschritten auskommt, die polynomiell in # ist, z. B. nZ,
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n3, also insbesondere nicht exponentiell wachsend, wie es z. B. bei 2" Rechenschritten der
Fall ware. Durch bloes Ausprobieren aller Kombinationen gelangt man niemals zu effizi-
enten Algorithmen fur ein Optimierungsproblem. Tatsachlich stellt der Entwurf effizienter
Algorithmen fur kombinatorische Optimierungsprobleme einen der wichtigsten Zweige
der theoretischen Informatik dar, in dem fortwahrend Forschungsergebnisse benotigt und
erzielt werden.

An dieser Stelle wird die Kluft zwischen Theorie und Praxis offenkundig. Die Vielfalt der
besonders in der industriellen Praxis auftretenden Optimierungsprobleme schlief3t es aus,
dass fur jedes neu zu losende Problem bereits ein effizienter Algorithmus in der Literatur
der theoretischen Informatik vorliegt. Der Entwurf mafgeschneiderter Algorithmen fur
das neue Optimierungsproblem erfordert dann Expertenwissen sowie finanzielle und zeit-
liche Ressourcen, die haufig nicht gegeben sind. Bei solchen Engpdssen bedarf es dann
eines Kompromisses, der nicht so zeit- und kostenintensiv wie der Entwurf spezieller
Algorithmen ist, sich aber andererseits effizienter darstellt als das mechanische Auspro-
bieren aller Kombinationen. Aus dieser Warte stellt die praktische Informatik zahlreiche
allgemeine Optimierungsverfahren zur Verfugung. Diese sind nicht oder nur begrenzt auf
spezielle Problemklassen zugeschnitten und konnen mit geringem zeitlichen Aufwand und
begrenztem theoretischen Hintergrundwissen programmiert oder an das vorliegende Prob-
lem angepasst werden. Solche allgemeinen Verfahren bezeichnen wir als Suchheuristiken.

Trotz der Vielzahl an allgemeinen Suchheuristiken, die bis heute vorgeschlagen worden
sind, sticht eine Klasse von Suchheuristiken aufgrund ihrer Einfachheit und ihres Erfolgs
in der Praxis stets hervor, namlich die evolutiondren Algorithmen. Urspringlich mit dem
Ziel, die naturliche Evolution nachzubilden, konzipiert, vgl. z. B. [Sch95, Rec94, Hol75],
handelt es sich bei evolutionaren Algorithmen um die heutzutage vielleicht erfolgreichsten
und meistangewandten Suchheuristiken. Ein typischer evolutionarer Algorithmus fur ein
kombinatorisches Optimierungsproblem, beispielhaft fur ein Problem der Lastverteilung
auf Maschinen, besitzt folgende Eigenschaften. Er hilt zu jedem Zeitpunkt eine Population
genannte Menge von Losungen vor, d. h. in unserem Beispiel eine Menge von Belegungs-
planen der Maschinen. Jeder Losung der Population ist ein Wert zugeordnet, den man
meist Fitness nennt. Wenn eine moglichst gleichmaflige Auslastung der Maschinen ge-
wunscht ist, konnte eine beispielhafte Fitness(funktion) die Auslastung der am wenigsten
ausgelasteten Maschine angeben. Der evolutioniare Algorithmus versucht dann in mehre-
ren Runden eine Losung mit moglichst hohem Fitnesswert zu finden. Der im Folgenden
beschriebene, typische Ablauf einer Runde ist ein zentrales Merkmal evolutionérer Algo-
rithmen.

Zu Beginn einer Runde wird aus der aktuellen Population eine Menge von Losungen aus-
gewahlt, um mutiert zu werden. Unter Mutation ist dabei eine geringfugige Veranderung
der Losung zu verstehen, bei der Lastverteilung beispielsweise die Verlagerung einer Auf-
gabe von einer Maschine auf eine andere. Aus den durch Mutation erzeugten Losungen
werden dann in der Regel Losungen mit hohem Fitnesswert ausgewahlt, um Losungen
der aktuellen Population zu ersetzen. Damit entsteht die Population fur die nachste Run-
de. Komplexere evolutionare Algorithmen konnen pro Runde noch weitere Operationen
durchfuhren, aber im Rahmen der Dissertation beschranken wir uns auf verschiedene Vari-
anten der Mutation und der Selektion, d. h. der Auswahl der zu mutierenden Losungen und
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des Verfahrens, gemall dem die mutierten Losungen in die nachste Population eingehen.
Insbesondere die Mutation geht uiblicherweise randomisiert, d. h. mit Zufallsentscheidun-
gen, vonstatten. Anstelle des eher ideologisch begriindeten Begriffs der evolutiondren Al-
gorithmen sprechen wir daher meist von randomisierten Suchheuristiken. Die Klasse der
randomisierten Suchheuristiken umfasst die evolutiondren Algorithmen vollstandig und
wird zuweilen sogar als allgemeiner angesehen.

Obschon randomisierte Suchheuristiken seit Jahrzehnten erfolgreich auf kombinatorische
Optimierungsprobleme angewendet werden und eine unitberschaubare Menge von Publi-
kationen diesen Erfolg dokumentiert, sind bei der theoretischen Analyse randomisierter
Suchheuristiken erst in den vergangenen Jahren bedeutsame Fortschritte zu verzeichnen.
Einen Einblick in die Ergebnisse, die bis zum Jahr 2000 gewonnen wurden, bieten u. a.
die Dissertationen von Droste und Jansen [Dro00, Jan0O]. Dennoch reichen die theoreti-
schen Einsichten weiterhin noch bei weitem nicht aus, um das Verhalten randomisierter
Suchheuristiken bei der Losung kombinatorischer Optimierungsprobleme befriedigend zu
verstehen. Die hier besprochene Dissertation soll einen weiteren Beitrag bei der Errichtung
eines theoretischen Fundaments zur Analyse randomisierter Suchheuristiken leisten.

2 Aufbau und Ziele der Dissertation

In der Dissertation widmen wir uns hauptsachlich der theoretischen Analyse randomi-
sierter Suchheuristiken zur kombinatorischen Optimierung, fuhren aber zum Abschluss
ebenfalls beispielhaft vor, auf welche Weise der Entwurf ma3geschneiderter Algorithmen
fur gut verstandene kombinatorische Optimierungsprobleme vonstatten gehen kann. Die
Dissertation ist sogar dreigeteilt angelegt. Im ersten Teil betrachten wir sehr einfache ran-
domisierte Suchheuristiken mit Populationsgrofe 1, d. h. randomisierte Suchheuristiken,
die in jeder Runde lediglich eine Losung vorhalten. Der zweite Teil beschaftigt sich mit
dem Einfluss groBerer Populationen auf die Effizienz randomisierter Suchheuristiken und
der dritte Teil befasst sich schlielich mit dem oben erwahnten Entwurf effizienter spezia-
lisierter Algorithmen.

Alle in der Arbeit betrachteten randomisierten Suchheuristiken verwenden dasselbe Ver-
fahren, um Losungen fur kombinatorische Optimierungsprobleme abzuspeichern. Eine
Losung wird stets als Folge von n Bits abgespeichert, die entweder den Wert 0 oder den
Wert 1 annehmen. Im eingangs erwahnten Beispiel eines Lastverteilungsproblems kon-
nen wir den Fall, dass n Aufgaben auf zwei Maschinen zu verteilen sind, offensichtlich
auf diese Weise kodieren. Jedoch werden auch Losungen komplexerer kombinatorischer
Optimierungsprobleme in Rechnern stets als Folge von Bits abgespeichert, sodass wir uns
in der gesamten Dissertation auf solche Darstellungen beschranken. Wir betrachten also
Fitnessfunktionen, die jeder n-stelligen Bitfolge einen Wert zuweisen. Aus rein mathema-
tischer Sicht sind derartige Funktionen bereits intensiv untersucht worden und verkorpern
ebenfalls die uibliche Gestalt von Fitnessfunktionen in populdren evolutiondren Algorith-
men. Die von uns untersuchten randomisierten Suchheuristiken sollen eine Bitfolge finden,
die den grofStmoglichen Fitnesswert besitzt. Damit die Verfahren moglichst allgemein an-
wendbar sind, treffen sie keine weiteren Annahmen uiber die Fitnessfunktion.
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Die im ersten Teil der Dissertation betrachteten Suchheuristiken heifen (1+1)-EA und
RLS (randomisierte lokale Suche). Sie unterscheiden sich nur in der Mutation, d.h. der
eingangs erwahnten zufélligen Veranderung der Losung, und laufen wie folgt ab. Vor Be-
ginn der ersten Runde wird eine zufillige Losung erzeugt, in der jedes Bit mit gleicher
Wahrscheinlichkeit den Wert O und den Wert 1 annimmt. In jeder Runde wird die aktuelle
Losung mutiert und die damit erzeugte neue Losung mit der bisherigen Losung verglichen.
Ist die Fitness der neuen Losung mindestens so grofl wie die der alten, macht die Such-
heuristik in der nachsten Runde mit der neuen und sonst mit der alten Losung weiter. RLS
erzeugt die neue Losung, indem genau ein zuféllig ausgesuchtes Bit gedreht wird, d. h. sein
Wert von 0 in 1 bzw. umgekehrt geandert wird. Der (1+1)-EA hingegen betrachtet hier je-
des Bit fur sich und dreht es mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/n. Die Mutation von RLS
erzeugt also nur eine lokale Verdnderung an genau einem Bit, wahrend der (1+1)-EA le-
diglich im Durchschnitt pro Runde ein Bit dreht, aber in manchen Runden auch mehrere
Bits verandert. Die Analyse von RLS ist aufgrund der lokalen Mutationen haufig einfacher
als beim (1+1)-EA. Auf die komplexeren Suchheuristiken mit gro3en Populationen, die im
zweiten Teil der Dissertation relevant sind, werden wir spater eingehen.

Wenn wir spezielle randomisierte Suchheuristiken auf kombinatorischen Optimierungs-
problemen untersuchen, versuchen wir mithilfe mathematischer Beweise auszurechnen,
wie viele Schritte (d. h. Runden) der Suchheuristik erforderlich sind, bis eine optimale Lo-
sung gefunden ist. Diese Zahl nennen wir Laufzeit. Aufgrund der zufélligen Entscheidun-
gen der Suchheuristik ist die Laufzeit selbst ein zufalliger Wert und kann sich dndern, wenn
wir die Suchheuristik ein zweites Mal starten. Somit werden wir lediglich Durchschnitts-
werte fur die Laufzeit beweisen konnen, aber solche Durchschnittswerte sind ein guter und
akzeptierter Indikator fur die Effizienz. Ein zentrales Ziel der Dissertation besteht darii-
ber hinaus darin, allgemeine, wiederverwertbare Methoden zur theoretischen Analyse der
Laufzeit randomisierter Suchheuristiken zu entwickeln. In den folgenden Abschnitten wer-
den wir beschreiben, auf welchen Optimierungsproblemen der (1+1)-EA, RLS sowie die
populationsbasierten Suchheuristiken untersucht wurden, welche Ergebnisse erzielt und
welche Analysemethoden dazu erarbeitet wurden.

3 Randomisierte Suchheuristiken fur Funktionenklassen

Die n Bits, die den Wert unserer Fitnessfunktionen bestimmen, konnen wir in der Form
von n Variablen x1,. .., x, formalisieren. Jede Fitnessfunktion lasst sich dann als sogenann-
tes Polynom schreiben, d. h. als Summe und Differenz von Produkten, die aus Variablen
und Zahlen bestehen. Ein sehr einfaches Beispiel ist die von drei Bits abhangige Funktion
f(xl,)Cz,)C3) =x1+2-x1-%—3-X1-X2-X3.

Man kann beweisen, dass die von uns betrachteten Suchheuristiken nicht alle Fitnessfunk-
tionen auf n Variablen effizient optimieren konnen. Daher sind wir daran interessiert, ob
sie effizient sind, wenn nur ein Teil aller denkbaren Funktionen erlaubt ist. Eine nahelie-
gende und mathematisch sinnvolle Einschrankung besteht darin, die Anzahl der Variablen
in jedem Produkt einzuschranken. Die grofite Anzahl von Variablen nennt man den Grad
der Funktion, der im obigen Beispiel 3 betragt, da das letzte Produkt drei Variablen ent-
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halt. Droste, Jansen und Wegener gelang als Ersten der Nachweis, dass der (1+1)-EA alle
Funktionen vom Grad 1 effizient optimiert [DJWO02].

Es warf sich die Frage auf, wie effizient Suchheuristiken auf Funktionen von groflerem
Grad sind. Weil wiederum bewiesen werden kann, dass sie nicht auf allen Funktionen
vom Grad 2 oder grofer effizient sind, haben wir weitere Einschrankungen vorgenommen.
Die Klasse der monotonen Polynome enthilt alle Funktionen, bei denen in der obenge-
nannten Darstellung keine negativen Vorzeichen auftreten; unser Beispiel ist also kein
monotones Polynom. In der Dissertation beweisen wir, dass RLS auf allen monotonen
Polynomen vom Grad d im Durchschnitt eine Laufzeit benotigt, die in der Grofenord-
nung von (n/d)log(n/d+ 1)2¢ liegt, fur kleine d also effizient ist. Fur groBe d gibt es
wiederum den Beweis, dass die Suchheuristiken nicht auf allen betrachteten Funktionen
effizient sein konnen. Bei der Analyse des (1+1)-EA auf monotonen Polynomen beweisen
wir, dass die durchschnittliche Laufzeit hochstens in der GroBenordnung N(n/d)2¢ ist,
wenn N die Zahl der Summanden in der Darstellung des Polynoms ist. Da N durchaus
nichtpolynomielle Werte annehmen kann, lasst sich die Laufzeit fur manche Funktionen
vermutlich besser abschiatzen. Ein offenes Problem besteht darin nachzuweisen, dass auch
fur den (1+1)-EA die oben erwihnte GroBenordnung (n/d)log(n/d +1)2¢ gilt. Diese Ver-
mutung erharten wir in der Dissertation, indem wir genau diese Laufzeit fur eine weitere
randomisierte Suchheuristik, die dem (1+1)-EA bereits sehr dhnlich ist, nachweisen.

Um die durchschnittlichen Laufzeiten abzuschétzen, entwickeln wir neue und in allgemei-
neren Rahmen anwendbare Beweistechniken. Der zufallige Prozess, den die Suchheuristik
RLS beschreibt, ist, wie oben erwiahnt, viel einfacher zu analysieren als der des (1+1)-EA,
da RLS in jedem Schritt nur eine lokale Anderung vornimmt. Die neuen Beweistechniken
gestatten es, aus den Laufzeitschranken fur RLS Laufzeitschranken fur den (1+1)-EA her-
zuleiten, ohne den zufilligen Prozess des (1+1)-EA vollstandig untersuchen zu miissen.
Die Techniken eignen sich daruiber hinaus dafur, solche Ubertragungen von Laufzeitana-
lysen auch bei anderen randomisierten Suchheuristiken durchzufuhren.

4 Randomisierte Suchheuristiken fur ein Lastverteilungsproblem

Im ersten Teil der Dissertation wenden wir uns nach der strukturellen Frage, die die Un-
tersuchung der monotonen Polynome verkorpert, einem konkreten kombinatorischen Op-
timierungsproblem zu. Dabei handelt es sich um folgendes Lastverteilungsproblem, das
dem in der Einleitung geschilderten Beispiel sehr dhnlich ist. Gegeben sind n Aufgaben
mit Bearbeitungszeiten wy,...,w,. Ziel ist es, die Aufgaben so auf zwei Maschinen zu
verteilen, dass die grolere Laufzeit der beiden Maschinen moglichst klein wird. Im Ex-
tremfall besitzen beide Maschinen dann dieselbe Laufzeit.

Obwohl einfach zu formulieren, ist kein effizienter Algorithmus bekannt, der dieses Last-
verteilungsproblem fur alle moglichen Spezifikationen der Bearbeitungszeiten wy,...,w,
immer exakt 1ost. Aus der Sicht der theoretischen Informatik zahlt es sogar zu den am
schwersten zu losenden Problemen. Allerdings gibt es fur das Problem sehr gute effiziente
Naherungswertalgorithmen. Diese geben Losungen aus, deren Wert nur um einen kleinen
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Faktor, beispielsweise nur um 1 %, vom Wert einer optimalen Losung abweicht. Wir inte-
ressieren uns daher dafur, ob der (1+1)-EA und RLS gute Naherungswertalgorithmen fur
das Lastverteilungsproblem reprasentieren.

Es gelingt der Nachweis, dass sowohl der (1+1)-EA als auch RLS stets in effizienter durch-
schnittlicher Laufzeit Losungen fur das Lastverteilungsproblem finden, deren Wert um
hochstens 33,3 % vom Wert einer optimalen Losung abweicht. Es besteht aber sogar ei-
ne gute Wahrscheinlichkeit, dass die Suchheuristiken deutlich bessere Losungen finden.
Daher ist es hilfreich, sie mehrfach neu zu starten und die beste gefundene Losung zu
verwenden. Beispielsweise wollen wir damit fur ein festes p Losungen erhalten, die um
hochstens p % schlechter als optimale Losungen sind. Ein weiterer Beweis zeigt, dass man
mit einer hohen Wahrscheinlichkeit nach wenigen Neustarts und mit insgesamt effizienter
Laufzeit tatsachlich solche Losungen findet.

Aus der Sicht der theoretischen Informatik wird ein Algorithmus fur ein Optimierungs-
problem als ineffizient bezeichnet, wenn es auch nur eine Eingabe fur das Problem gibt,
auf der der Algorithmus eine ineffiziente Laufzeit besitzt. Bei exakten Algorithmen fur un-
ser Lastverteilungsproblem lassen sich z. B. meist einfach Bearbeitungszeiten wy,...,w,
spezifizieren, die zu einer ineffizienten Laufzeit fuhren. Allerdings sind solche Einga-
ben eher unrealistisch und stellen aus der Sicht von Praktiker(inne)n meist pathologi-
sche Fille dar, die vielleicht niemals auftreten. Wir begegnen dem, indem wir diese so-
genannte Worst-Case-Analyse abmildern. Pathologischen Eingaben werden nun gerin-
ge Auftrittswahrscheinlichkeiten zugewiesen und die Laufzeiten auf solchen Eingaben
mit deren Wahrscheinlichkeiten gewichtet. Dieses Vorgehen bezeichnet man als Average-
Case-Analyse. Zum Abschluss des ersten Teils der Dissertation fuhren wir erstmals eine
Average-Case-Analyse fur randomisierte Suchheuristiken durch und erhalten, dass unsere
Suchheuristiken selbst ohne Neustarts in effizienter Zeit Losungen finden, deren Qualitit
mit der, die einfache auf das Lastverteilungsproblem zugeschnittene Algorithmen erzielen,
vergleichbar ist. Diese Analyse umfasst eine neue Technik, um Ergebnisse aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie auf die Analyse von randomisierten Suchheuristiken zu ibertragen.
In diesem Zusammenhang wurden sortierte zufallige Objekte, sogenannte Ordnungsstatis-
tiken, untersucht, um den Wert von Losungen, die der (1+1)-EA durch lokale Anderungen
verbessern kann, abzuschiatzen.

5 Der grundsatzliche Nutzen von Populationen

Im ersten Teil der Dissertation haben wir gesehen, dass einfache randomisierte Suchheu-
ristiken, deren Populationsgrofe 1 betragt, oft erstaunlich effizient sind. Demgegeniiber ist
es in der Praxis uiblich, evolutioniare Algorithmen mit groeren Populationen zu verwen-
den. Wir wollen die Auswirkungen der Populationsgrofe auf die Effizienz randomisierter
Suchheuristiken theoretisch untersuchen.

Ziel dieses Abschnitts der Dissertation ist es, eine populationsbasierte randomisierte Such-
heuristik und eine Fitnessfunktion mit den folgenden Eigenschaften anzugeben. Bei einer
geringen Populationsgrofie soll die durchschnittliche Laufzeit der Suchheuristik exponen-
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tiell, d. h. sehr ineffizient, sein und auch ein Neustart der Suchheuristik darf keine nen-
nenswerten Vorteile bringen. Vergrofert man die Population jedoch um einen konstanten
(von n unabhangigen) Faktor, soll die durchschnittliche Laufzeit polynomiell und somit
effizient sein. Da dieser Nachweis gelingt, ist eine theoretisch fundierte Erklarung fur den
Nutzen von Populationen gefunden.

Im Folgenden bezeichnen wir die Losungen, die Element einer Population sind, gemaf3
dem uiblichen Sprachgebrauch als Individuen und die Grofle der Population nennen wir ju.
Die populationsbasierte Suchheuristik, die wir hier zugrunde legen, ist eine Verallgemei-
nerung des (1+1)-EA und lauft im Groben wie folgt ab. Zunachst werden alle Individuen
der Startpopulation jeweils unabhédngig zufallig wie im (1+1)-EA ausgesucht. Es schlieft
sich eine Schleife an, die zunachst ein Individuum zur Mutation wahlt, dieses dann mu-
tiert und aus den danach vorliegenden y + 1 Individuen eines auswihlt, das zu entfernen
ist. In jeder Runde der Schleife wird also hochstens ein Element der Population verandert.
Die Mutation lauft hier genauso wie beim (1+1)-EA ab. Die Selektion zur Mutation be-
vorzugt Individuen mit grofler Fitness und die Selektion des zu entfernenden Individuums
solche mit geringer Fitness, aber mit geringer Wahrscheinlichkeit werden auch schlech-
te Individuen mutiert und gute entfernt. Diese sogenannte fitnessbasierte Selektion ist in
praktischen evolutionaren Algorithmen sehr gelaufig.

Die spezielle Fitnessfunktion, die wir in diesem Teil der Dissertation betrachten, ist sorg-
faltig gewdhlt, um den Nutzen von Populationen nachweisen zu konnen. Allerdings eignet
sich die zugrundeliegende Idee, um weitere Funktionen definieren zu konnen, bei denen
die Laufzeit unserer populationsbasierten Suchheuristik entscheidend von der Populations-
groBle abhangt. Zum einen lasst sich die Populationsgrofe, bei der die durchschnittliche
Laufzeit von einem exponentiellen auf einen polynomiellen Wert umschlégt, in ihrer Gro-
Benordnung einstellen. Bei der zundchst genannten Funktion liegt diese Groenordnung
bei /1, aber auch GroBenordnungen von n\/n, n?y/n, n3/n, ... konnen durch Redefini-
tion der Funktion vorgegeben werden. Daruiber hinaus geben wir eine Funktion an, auf
der eine Population schadlich ist, d. h., dass eine kleine Populationsgrofie zu einer polyno-
miellen durchschnittlichen Laufzeit und eine nur geringfugig grofere Population zu einer
exponentiellen durchschnittlichen Laufzeit fuhrt.

Zur Analyse des Laufzeitverhaltens der populationsbasierten Suchheuristik stellen wir ein
zentrales neues Werkzeug vor, die sogenannten Stammbdume. Fur jedes Individuum aus
der Startpopulation lasst sich im Laufe der Zeit auf folgende, naheliegende Weise ein
Stammbaum aufbauen. Wenn das Individuum zur Mutation gewahlt wird, hingen wir das
durch Mutation entstandene Individuum an das urspriingliche an. Wenn das neue Indi-
viduum ebenfalls mutiert wird, hangen wir das damit erzeugte Individuum wiederum an
das gewahlte an usw. Auf diese Weise entsteht ein Baum aus Individuen, die alle direkt
oder indirekt von einem Ursprungsindividuum aus der Startpopulation abstammen. Man
kann dem Baum sogar entnehmen, wie viele Mutationsschritte stattfanden, um ein gera-
de betrachtetes Individuum aus dem Ursprungsindividuum zu erzeugen. Die Zahl dieser
Schritte, die gerade der Zahl der Vorganger auf dem Weg zuriick zum Ursprungsindivi-
duum entspricht, bezeichnen wir als Tiefe des Individuums. Eine mathematische Analyse
fuhrt zutage, dass auch nach vielen Schritten der randomisierten Suchheuristik mit ho-
her Wahrscheinlichkeit kein Individuum eine gro3e Tiefe besitzt. Eine geringe Tiefe eines
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Individuums bedeutet, dass wenige Mutationen zwischen dem Ursprungsindividuum und
dem betrachteten Individuum liegen. Da in wenigen Mutationen nur verhéaltnismaBig ge-
ringe Anderungen eintreten, konnen wir damit zeigen, dass die aktuelle Population immer
noch @hnlich zur Startpopulation ist. Da die Startpopulation typischerweise kein optimales
Individuum enthilt, gilt dies mit hoher Wahrscheinlichkeit also auch fur die aktuelle Po-
pulation. Folglich uibersetzt sich eine Tiefenbeschrankung fur Stammbaume direkt in eine
Mindestlaufzeit fur die populationsbasierte Suchheuristik. Diese Technik scheint wegwei-
send fur weitere Analysen populationsbasierter Suchheuristiken zu sein.

6 Die Analyse einer einfachen Suchheuristik mit einer Population

Die strukturelle Frage nach dem Nutzen von Populationen haben wir im obenerwéahnten
Teil der Dissertation erfolgreich geklart. Dabei sind Fitnessfunktion und Suchheuristik je-
doch passend gewahlt worden, um die Analysen zu ermoglichen. Auch wenn die dort be-
trachtete populationsbasierte Suchheuristik einem bekannten Paradigma entspricht, exis-
tiert in der Praxis eine grofle Klasse von ebenso wichtigen populationsbasierten evolutio-
naren Algorithmen, fur die noch keine Laufzeitanalysen bekannt sind. Diese Klasse tragt
den Namen Evolutionsstrategien. Wir wollen eine einfache Evolutionsstrategie, die auch in
der Praxis eingesetzt werden kann und den Namen (p+1)-EA tragt, auf Beispielproblemen
untersuchen und dabei den Zusammenhang zwischen Problemgrofie, Populationsgrofe u
und Laufzeit erhellen. Der (u+1)-EA zeichnet sich dadurch aus, dass er in jedem Schritt
gleich wahrscheinlich jedes Individuum aus der aktuellen Population zur Mutation wahlt,
wie der (1+1)-EA mutiert und aus den y+ 1 anschlieBend vorhandenen Individuen eins
mit geringstem Fitnesswert 16scht.

Weil die theoretische Analyse populationsbasierter randomisierter Suchheuristiken immer
noch in den Anfangen steckt, betrachten wir diesmal kein komplexes kombinatorisches
Optimierungsproblem wie das obengenannte Lastverteilungsproblem, sondern drei sehr
einfach zu beschreibende Fitnessfunktionen. Die erste Funktion zahlt die Zahl der Einsen
in der n-stelligen Bitfolge, die zweite die Zahl der fuhrenden Einsen und die dritte liefert
einen guten, konstanten Funktionswert, wenn rechts der am weitesten links stehenden Null
keine Eins mehr auftritt, sowie den optimalen Funktionswert, wenn nur Einsen vorhanden
sind. Als die ersten Schritte zu einer Analyse des (1+1)-EA gemacht wurden, betrachte-
te man ebenfalls diese oder @ahnliche Funktionen (vgl. [DJWO02]), da sie klar strukturiert
sind und damit die Entwicklung von Beweismethoden vereinfachen. In der Dissertation
gelingt die Analyse der Laufzeit des (s+1)-EA auf den genannten drei Funktionen beinahe
vollstandig. In allen drei Fallen stellt sich heraus, dass die durchschnittlichen Laufzeiten
mindestens proportional zu y wachsen und die Wahl y = 1 zur geringsten Laufzeit fuhrt
(in der tblichen Sicht, sich auf die Groenordnungen von Laufzeiten zu beschranken). Bei
den letzten beiden Funktionen sind obere und untere Schranken fur die durchschnittliche
Laufzeit nur um einen kleinen Faktor logn voneinander entfernt.

Bei den drei Beispielfunktionen hat die Population des (u+1)-EA also in Bezug auf die
GroBenordnung der Laufzeit keinen Nutzen. Da Evolutionsstrategien in der Praxis aber
eingesetzt werden, ist es wiederum wuinschenswert, Falle zu identifizieren, bei denen eine



Carsten Witt 211

kleine Erhohung von u die durchschnittliche Laufzeit drastisch senken kann. Zum Ab-
schluss dieses Teils der Dissertation konstruieren wir eine solche Beispielfunktion und
erweitern damit unser Verstandnis von der Arbeitsweise des (u+1)-EA.

Viele der Analysen im Zusammenhang mit dem (z+1)-EA greifen auf die obenerwahnten
Stammbéume zuriick. Wir konnen die neue Beweismethode also auch auf andere popula-
tionsbasierte randomisierte Suchheuristiken ibertragen und damit ihre Laufzeit nach unten
beschranken. Dartiber hinaus erlautern wir mit den sogenannten Potenzialfunktionen, wie
man die Laufzeit solcher Suchheuristiken bequem nach oben abschétzen kann.

7 Der Entwurf von Algorithmen fur ein kombinatorisches Optimie-
rungsproblem

In den ersten beiden Teilen der Dissertation ist es uns gelungen, die Arbeitsweise allgemei-
ner randomisierter Suchheuristiken im Bereich der kombinatorischen Optimierung besser
zu verstehen. Es erscheint erfreulich, dass diese auch aus theoretischer Sicht oft sehr ef-
fizient sind. Nichtsdestoweniger konnen wir von spezialisierten Algorithmen, die auf ein
vorliegendes Optimierungsproblem zugeschnitten sind, noch bessere Losungen und Lauf-
zeiten erwarten. Zum Abschluss fuhren wir beispielhaft vor, wie der Entwurf solcher spe-
zialisierter Algorithmen vor sich gehen kann, zeigen damit aber auch, dass der dazu notige
Aufwand in der Praxis vermutlich nicht immer betrieben werden kann. Somit beleuchten
wir Entwurf und Analyse von spezialisierten Algorithmen einerseits und randomisierten
Suchheuristiken andererseits aus zwei verschiedenen Blickwinkeln.

Das kombinatorische Optimierungsproblem, fur das wir im dritten Teil der Dissertation
Algorithmen entwerfen wollen, entstammt Optimierungsaufgaben im Rahmen der Rech-
nerarchitektur. In modernen Rechnern liegt die Zugriffszeit fur Festplattenspeicher um ein
Vielfaches uber der fur den flichtigen Hauptspeicher. Daher ist es hilfreich, moglichst vie-
le benotigte Speicherinhalte im Hauptspeicher zu behalten, um moglichst selten Inhalte
von Festplatten lesen zu miissen. Dieses Konzept heifit gewodhnlich Caching. Wenn man
die Folge der angefragten Speicherinhalte im Vorhinein kennt und die aktuell benotigten
Inhalte bereits im Hauptspeicher liegen, darf man das Einbringen eines weiteren Inhalts
der Festplatte schon weit vor dem Zeitpunkt starten, an dem der Inhalt benotigt wird. Diese
Technik, die Wartezeiten bei Festplattenzugriffen abmildert, heilit Prefetching.

Bislang existieren wenige Algorithmen, um effizient fur eine gegebene Anfragesequenz
zu entscheiden, wann Prefetching betrieben wird und nach welcher Cachingstrategie In-
halte im Hauptspeicher gehalten werden. Wir entwickeln in der Dissertation einen neuen
effizienten Algorithmus, der Prefetching und Caching integriert. Gegenuiber dem einzigen
bisher bekannten Ansatz, der das Problem effizient und exakt 10st, zeichnet sich unser
Algorithmus dadurch aus, dass er auf gebrauchlichen und nicht zu komplizierten Daten-
strukturen, sogenannten Flussnetzwerken, operiert. Weiterhin entwickeln wir fur ein ver-
allgemeinertes Optimierungsproblem verbesserte Naherungswertalgorithmen.

Mehrere Jahre Forschung waren erforderlich, ehe der erste effiziente Algorithmus fur das
Problem des integrierten Prefetchings und Cachings entwickelt werden konnte. Obschon
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wir damit vermutlich bessere Ergebnisse als bei der Anwendung von Suchheuristiken er-
zielen, mussten wir zuvor mit solchen Kompromissen vorlieb nehmen. Fur die Theore-
tikerin und den Theoretiker schlieBen wir mit der beruhigenden Botschaft, dass sich die
randomisierten Suchheuristiken unserem theoretischen Verstandnis nicht mehr ganzlich
entziehen.
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