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Lokale und globale Losungen

Eine der iltesten Problemstellungen der Zahlentheorie
ist das Beschreiben der Losungsmenge von diophanti-
schen Gleichungen. Eine algebraische Gleichung heil3t
diophantisch, wenn alle in ihr vorkommenden Koeffizi-
enten ganze Zahlen sind. Eine allgemeine diophantische
Gleichung vom Grad 2 in zwei Variablen hat die Gestalt

a1 X%+ aY? + a3 XY + auX + asY + ag = 0,

wobei die sechs Koeffizienten a; aus Z sind. In Grad 3
erhalten wir somit die allgemeine Formel

a1 X2+ asY? + a3 X?Y + au XY? + a5 X% + agY?

4+a7 XY +agX + agY + a9 = 0.

Ublicherweise interessiert man sich nun fiir ganzzahlige
oder rationale Losungen solcher diophantischer Glei-
chungen. In diesem Abschnitt werden wir uns am meis-
ten mit diophantischen Gleichungen in zwei Unbekann-
ten beschiftigen.

Gibt es eine rationale Losung einer diophantischen
Gleichung, so gibt es natiirlich auch eine reelle Losung
fiir diese Gleichung, d. h., gibt es keine reelle Losung,
so kann es auch keine rationale Losung geben. Zum Bei-
spiel hat die Gleichung X2 + Y2 + 1 = 0 keine ra-
tionale Losung, was man leicht tiberpriift, indem man
zeigt, dass es keine reelle Losung gibt. Eine Variante der
obigen Fragestellung erhilt man, indem man homogene
diophantische Gleichungen in der projektiven Ebene IP%Q
betrachtet, d. h., man sucht die Nullstellenmenge von
Polynomen f € Q[X,Y, Z], wobei die Grade der ein-
zelnen Monome alle gleich sind. In Grad 2 erhalten wir
demnach die allgemeine Formel

a1 X?+asY? + asXY + auXZ +asYZ +agZ% =0

mit a; € Q. Durch entsprechendes Durchmultiplizieren
mit dem Hauptnenner der Koeffizienten a; dndert sich

die Losungsmenge nicht und man erhilt stets ein Poly-
nom aus Z[ X, Y, Z]. Ist ein Tripel (x¢, yo, o) eine ratio-
nale Losung eines solchen Polynoms f(X,Y, Z), so ist
auch jedes rationale Vielfache davon eine rationale Lo-
sung. Die so erhaltenen Tripel interpretieren wir als eine
projektive Losung (o : yo : 20). Den Nullvektor wollen
wir dabei allerdings nicht als giiltige Losung akzeptie-
ren. O.B.d.A. konnen wir also stets fiir eine projektive
Losung (zg : yo : zo) annehmen, dass zg, 4o, 20 € Z
und ggT(z, yo, z0) = 1 gilt. Dies ermdglicht uns iiber
eine Losung modulo p™ zu sprechen, fiir eine Primzahl
pundeinn € N.

Umgekehrt konnen wir auch die Gleichung f =
0 mod p™ betrachten und nach Losungen in Z/p"Z fra-
gen. Aus Hensels Lemma ldsst sich folgern, dass es fiir
jede Primzahl p ein berechenbares n, € N gibt, so dass
fiir jedes n > n,, gilt, dass wenn f = 0 eine Losung mo-
dulo p™ hat, dann hat f = 0 auch eine Losung modulo
p"*1. Dabei ist die urspriingliche Losung aus der spite-
ren rekonstruierbar, indem man einfach wieder modulo
p" rechnet. Man sagt, dass die Losungen geliftet werden
konnen. Gibt es fiir eine feste Primzahl p abn = 1 eine
ununterbrochene Kette solcher Hensel-Lifte, so nennen
wir dies eine p-adische Lisung der Gleichung f = 0.
Beschreibt die Gleichung f = 0 iiberdies eine glatte
Kurve in P2, so ist np, = 1, fiir alle bis auf endlich vie-
le Primzahlen p. Mit weiteren Mitteln der algebraischen
Geometrie ldsst sich zeigen, dass es eine untere Schran-
ke m € N gibt, so dass fiir alle Primzahlen p > m
gilt, dass f = 0 mod p eine Losung hat. Dieses m ldsst
sich effektiv bestimmen. Fiir fast alle Primzahlen p weil}
man also im glatten Falle bereits a priori, dass es eine
p-adische Losung gibt. Und fiir die endlich vielen ver-
bleibenden Primzahlen lisst sich die Existenz einer p-
adischen Losung durch die Kenntnis der n,, ebenfalls in
endlicher Zeit auf einem Rechner iiberpriifen. Hat eine
Gleichung eine reelle Losung, sowie fiir jede Primzahl
p eine p-adische Losung, so sagen wir, sie habe iiberall
lokale Losungen.

Fiir eine diophantische Gleichung ist es eine not-
wendige Bedingung iiberall lokale Losungen zu haben,



um eine tatsichliche Losung (globale Losung) zu haben.
(Falls eine globale Losung existiert, dann liefert diese
Losung modulo p™ p-adische Losungen.)

Beispiel 1 (i) Sei f = X2+ Y2 +522 € QX,Y, Z].
Es ist klar, dass (0,0, k) eine Losung von f = 0 mod 5
ist, fiir k € Z\ {0}. Diese konnen wir jedoch nicht zu ei-
ner Losung modulo 52 liften. Da man aus einem solchen
Lift (xo, Yo, 20) die alte Losung rekonstruieren kénnen
muss, folgt, dass xg und yg beide durch 5 teilbar sein
miissen. Dies impliziert sofort, dass auch zy durch 5 teil-
bar sein muss, um f(xo, o, z0) = 0 mod 52 zu erhalten.
Damit hitten wir ggT(xo, Yo, 20) = 5, bzw. &k = 0, und
somit einen Widerspruch. Die Losung (1, 2,2) modulo
5 lasst sich dagegen liften, z. B. zu (1,2, 7) modulo 5.
Nun ist hier n5 = 2, so dass mit Hensels Lemma gefol-
gert werden kann, dass es eine 5-adische Losung gibt.

(i) Sei f = X2+ Y2 +77% € Q[X,Y, Z]. Man
sieht schnell, dass fiir jede Losung (xg, yo, zo) modulo
7 gilt, dass xp und yg durch 7 teilbar sein miissen. Wie
im ersten Beispiel bereits gesehen, konnen derartige Lo-
sungen aber nicht geliftet werden. Da jede Losung mo-
dulo 7 stets ein Lift irgendeiner Losung modulo 7 ist,
folgt sofort, dass es gar keine Losung modulo 72 gibt
und demnach auch keine 7-adische Losung.

Das bereits erwihnte Hasse-Prinzip beschiftigt sich
mit der Frage, inwieweit die Existenz von iiberall loka-
len Losungen ausreicht, um die Existenz einer globalen
Losung zu garantieren. Fiir Gleichungen vom Grad 2 ist
dies tatsédchlich so:

Satz 2 (Hasse-Prinzip / Satz von Hasse-Minkowski)
Sei [ € Q[X,Y, Z] ein homogenes Polynom vom Grad
2 und die Gleichung f = 0 habe iiberall eine lokale Lo-
sung. Dann hat die Gleichung f = 0 auch eine globale
Losung.

Falls man eine globale Losung einer Gleichung vom
Grad 2 kennt, so kann man damit relativ einfach alle
weiteren globalen Losungen finden.

Selmer- und Tate-Shafarevich-Gruppen

Ist der Grad gleich 3, so gilt Hensels Lemma noch im-
mer, jedoch das Hasse-Prinzip nicht mehr. Eines der ers-
ten Gegenbeispiele wurde durch Selmer konstruiert: die
Gleichung

3X% +4Y3 +52° =0

hat iiberall lokale Losungen. Selmer bewies, dass sie
aber keine globale Losung hat. Man bendtigt also ei-
ne andere Strategie als das Hasse-Prinzip, um fiir Glei-
chungen dritten Grades entscheiden zu konnen, ob sie
rationale Losungen haben. Und falls es eine globale Lo-
sung gibt, dann sagt diese Losung auch wenig iiber die
weiteren Losungen der Gleichung. (Man kann aus ihr
zwar oft weitere globale Losungen konstruieren, aber
dies sind im Allgemeinen nicht alle Losungen.)

Wir beschiftigen uns nun mit dem Bestimmen al-
ler globalen Losungen einer diophantischen Gleichung

vom Grad 3, wenn man schon mindestens eine Losung
gefunden hat. Dazu macht man sich eine wichtige geo-
metrische Eigenschaft zu Nutze. Derartige Gleichungen
beschreiben nimlich eine Kurve in der projektiven Ebe-
ne, welche eine sogenannte elliptische Kurve E iiber
ist. Entscheidend ist, dass die rationalen Punkte von F,
im Zeichen E(Q), eine abelsche Gruppe bilden, und je-
de elliptische Kurve F/Q lésst sich affin als folgende
Weierstra3-Gleichung schreiben

E: Y24+ XY +a3Y = X2+ asX? + as X + ag,

mit a; € Q. In diesem affinen Modell fehlt genau ein
Punkt im Unendlichen (0 : 1 : 0), welcher der neutra-
le Punkt des Gruppengesetzes ist. Eine Gerade schnei-
det E in genau drei Punkten (mit Vielfachheit) und die
Addition ist so definiert, dass die Summe solcher drei-
er Schnittpunkte gleich dem neutralen Punkt ist. Da wir
auf E'(Q) addieren konnen, gibt es also fiir jedes n € N
eine natiirliche Multiplikation-mit-n-Abbildung. Nach
dem Satz von Mordell-Weil ist £(Q) als Gruppe end-
lich erzeugt, somit ist der Kokern F(Q)/nE(Q) end-
lich. Uberdies ist bei elliptischen Kurven E/Q der Tor-
sionsanteil von E(Q) leicht zu berechnen. Um E(Q) als
abstrakte Gruppe zu kennen, reicht es somit aus, fiir ein
beliebiges 7 > 2 den Kokern E(Q)/nE(Q) zu bestim-
men.

Folgender traditioneller Ansatz wurde fiir diesen
Zweck versucht. Der Kokern F(Q)/nE(Q) lésst sich

in die sogenannte n-Selmer-Gruppe Sel™ (E/Q) ein-
betten. Es fiihrt hier zu weit diese Gruppe zu definieren,
jedoch weill man, dass sie endlich ist, und ihre Ordnung
ist berechenbar. Die Elemente der n-Selmer-Gruppe
korrespondieren mit Kurven C/Q, die iiber einer Kor-
pererweiterung isomorph zu F sind (sogenannte Twists
von F), und die iiberall lokale Punkte haben. Auflerdem
gilt, dass das Bild von E(Q)/nE(Q) in Sel™ (E/Q)
genau denjenigen Kurven C'/Q entspricht, die mindes-
tens einen rationalen Punkt haben. Diese Kurven erfiil-
len also das Hasse-Prinzip, da sie iiberall lokale Losun-
gen haben und auch eine globale Losung. Die Einbet-
tung von E(Q)/nE(Q) in die n-Selmer-Gruppe ist im
Allgemeinen nicht surjektiv. Die Abweichung zur Sur-
jektivitdt misst die sogenannte Tate-Shafarevich-Gruppe
III(E/Q). Die Elemente der Tate-Shafarevich-Gruppe
entsprechen also den Twists aus der Selmer-Gruppe, die
das Hasse-Prinzip nicht erfiillen. Es ist bekannt, dass
III(E/Q) eine abelsche Torsionsgruppe ist, d. h., je-
des Element hat endliche Ordnung. Die n-Torsion von
III(E/Q), im Zeichen III(E/Q)[n], ist eine endliche
Gruppe und ist mittels der folgenden kurzen exakten Se-
quenz definiert

0 = E(Q)/nE(Q) — Sel™(E/Q)
— II(E/Q)[n] — 0.

Insgesamt ist iiber die Tate-Shafarevich-Gruppe wenig
bekannt und es gibt keinen Algorithmus, um sie zu
berechnen. Dies entspricht ja auch der eingangs ge-
stellten Frage, festzustellen, ob eine Gleichung drit-
ten Gerades einen rationalen Punkt hat. Dies ist auch
heute noch ein offenes Problem. Hiufig kann jedoch



die Gruppenstruktur von E(Q) trotzdem bestimmt wer-
den, indem man mit Hilfe eines Rechners endlich vie-
le Punkte P,..., Py findet, und zeigt, dass fiir eine
natiirliche Zahl n deren Bilder in Sel™ die ganze n-
Selmer-Gruppe erzeugen. Es wird vermutet, dass die
Tate-Shafarevich-Gruppe eine endliche Gruppe ist. Da-
mit wire III(E/Q)[p] bis auf endlich viele Primzah-
len p trivial und somit £(Q)/nFE(Q) fast immer iden-
tisch zur n-Selmer-Gruppe. Basierend auf dieser Ver-
mutung kann mit dem soeben beschriebenen Verfahren
die Gruppenstruktur von E(Q) bestimmt werden, indem
fiir hinreichend viele n die n-Selmer-Gruppe bestimmt
wird und lange genug nach Punkten gesucht wird.

Eines der bekannten FErgebnisse iiber die Tate-
Shaferevich-Gruppe ist, dass, die Ordnung von
#UI(E/Q), wenn II(E/Q) endlich ist, immer eine
Quadratzahl ist. Dies beweist man mit Hilfe einer Paa-
rung auf III(E/Q).

Abelsche Varietiiten

Wir betrachten nun die hoherdimensionalen Verallge-
meinerungen von elliptischen Kurven, die sogenannten
abelschen Varietdten. Die genaue Definition ist ziemlich
technisch, jedoch ist im Wesentlichen eine abelsche Va-
rietét eine glatte projektive Varietit A (d. h. eine (glatte)
Nullstellenmenge von endlich vielen homogenen Poly-
nomen), so dass auf A eine Gruppenstruktur auf alge-
braische Weise definiert werden kann.

Im eindimensionalen Fall sind dies genau die el-
liptischen Kurven. Man erhilt sofort Beispiele von n-
dimensionalen abelschen Varietiten, indem man das
Produkt von n elliptischen Kurven betrachtet. Zwei el-
liptische Kurven E; und E5 ‘spannen’ also eine abel-
sche Fliche F; x F» auf. Die natiirlichen Abbildungen
zwischen projektiven Varietiten sind rationale Funk-
tionen. Eine solche Abbildung zwischen zwei abel-
schen Varietdten gleicher Dimension, die gleichzeitig
ein Gruppenhomomorphismus ist und einen endlichen
Kern hat, nennen wir eine Isogenie. Die Definitionen
der Selmer- und Tate-Shafarevich-Gruppe lassen sich
fiir abelsche Varietéten beliebiger Dimension verallge-
meinern.

Eine konkrete Bestimmung der Tate-Shafarevich-
Gruppe ist, wie im Falle der elliptischen Kurven, nur
in wenigen Einzelfillen moglich. Anders als im Fall
der elliptischen Kurven kann jetzt die Ordnung der
Tate-Shafarevich-Gruppe auch eine Nicht-Quadratzahl
sein. Filschlicherweise wurde jedoch fiir iiber 30 Jah-
re angenommen, dass #I11(A/Q) immer ein Quadrat
ist (sofern endlich). Erst Ende der 1990er Jahren wur-
de das erste Beispiel einer endlichen Tate-Shafarevich-
Gruppe mit nicht-quadratischer Ordnung gefunden [4].
Es handelt sich dabei um eine abelsche Fliche B/Q mit
#1II(B/Q) = 20, wobei wir mit [J eine passende Qua-
dratzahl meinen. Etwas spiter wurde ein Beispiel einer
abelschen Fliche B/Q gefunden mit #11(B/Q) =
3LJ, sowie andere Beispiele in htheren Dimensionen.
Wir werden nun beschreiben, wie man mit Hilfe der
Computeralgebra viele Beispiele von abelschen Flichen

konstruieren kann, deren Tate-Shafarevich-Gruppe als
Ordnung keine Quadratzahl hat.

Abelsche Flichen B/Q mit
#11(B/Q) = 50

Nicht nur bei der Bestimmung der rationalen Punk-
te einer abelschen Varietit spielt die Tate-Shafarevich-
Gruppe eine entscheidende Rolle, sondern auch in ei-
nem der sieben Millennium-Probleme, der sogenann-
ten Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer aus den
1960er Jahren. Auf die Kernaussage dieser bedeutenden
Vermutung werden wir spéter noch eingehen. Zunichst
sei erwahnt, dass Cassels und Tate bewiesen haben, dass
diese Vermutung invariant unter Isogenien ist, das heif}t,
es ist bekannt, dass wenn sie fiir eine abelsche Varietit
A zutrifft, so gilt sie auch fiir jede zu A isogene abel-
sche Varietdt B. Dazu bewiesen Cassels und Tate eine
Gleichung, in der viele wichtige Invarianten zweier iso-
gener abelscher Varietiten zueinander in Beziehung ge-
stellt werden. Diese Invarianten sind der Regulator R,
die Periode P, die duale abelsche Varietit A", der Tor-
sionsanteil A(Q) tops der rationalen Punkte und fiir jede
Primzahl p die lokale Tamagawazahl c,. Das Produkt im
nachstehenden Satz ist wohldefiniert, da ¢, = 1 gilt, fiir
alle bis auf endlich viele Primzahlen.

Satz 3 (Gleichung von Cassels und Tate) [1] [5] Sei
@ : A — B eine Isogenie zwischen zwei abelschen Va-
rietiten A und B iiber Q. Sind 11(A/Q) und 111(B/Q)

endlich, so ldsst sich der Quotient der Ordnungen der

% wie folgt berech-

Tate-Shafarevich-Gruppen
nen:
@ . #A(Q) tors #A\/ (Q) tors . & .
RA #B(Q) tors #B\/(@) tors PA

Wir haben diese Gleichung benutzt, um Beispiele
von abelschen Fldchen mit Tate-Shafarevich-Gruppe der
Ordnung 5 mal ein Quadrat zu konstruieren. Seien dazu
E; und FE5 zwei elliptische Kurven iiber Q, die einen
rationalen Torsionspunkt der Ordnung 5 haben; nennen
wir diesen P; bzw. Py. Nun bilden wir das Produkt die-
ser beiden elliptischen Kurven, d. h., wir erhalten eine
abelsche Flache und betrachten die folgende Isogenie

p:E X By = B,

wobei der Kern von ¢ von dem Punkt (P, P») erzeugt
wird, dass heil3t, er ist eine zyklische Gruppe der Ord-
nung 5. Die abelsche Fliche B/Q ist also der Quo-
tient (E1 x E3)/{(P1, P)). Da die Tate-Shafarevich-
Gruppe eines Produktes das Produkt der beiden Tate-
Shafarevich-Gruppen ist, erhalten wir dass

#UI(E, x Eo) = #1(Ey) - #1(E2) = 0O,

sofern die Kardinalitdten endlich sind, was wir ab jetzt
immer annehmen wollen. Desweiteren ist der Grad der
Isogenie ¢ gleich 5, weswegen sich die Ordnung von
[II(B/Q) nur um eine 5-Potenz von der von III(E; x
E,) unterscheiden kann. Somit wissen wir a priori, dass



#U1(B/Q) = O oder 500 ist. Um dies konkret ent-
scheiden zu konnen, reicht es also (1) modulo Quadraten
zu bestimmen. Dazu zerlegen wir dieses Produkt erneut
in zwei Teile, und zwar in den Regulator- und Torsions-
quotienten

@ . #A(Q) tors #AV (Q) tors
RA #B(Q) tors #BV (Q) tors ’

welches wir den globalen Quotienten nennen, und in
den Perioden- und Tamagawazahlenquotienten

I 2
Y

C
p prim Ap

Pp
Py

welches wir den lokalen Quotienten nennen. Nun nut-
zen wir die Tatsache, dass sich alle elliptischen Kurven
E/Q, die einen rationalen 5-Torsionspunkt haben, mit-
tels einer rationalen Zahl d € Q \ {0} parametrisieren
lassen. Diese elliptischen Kurven entsprechen ndmlich
genau den Weierstraf3-Gleichungen

E:Y?+(d+1)XY +dY = X3 4 dX2

Wir identifizieren also unser Produkt £ x E5 mit dem
Paar (d;, d2), wobei wir wiederum d; = w;/v; als Quo-
tient zweier ganzer, teilerfremder Zahlen u;,v; € Z
schreiben. Der lokale Quotient und auch der Torsions-
quotient lassen sich nun sehr einfach aus der Primfak-
torzerlegung der u; und v; und aus dem Verhalten der
d; modulo 5-ter Potenzen bestimmen. Dafiir definieren
wir fiir alle Primzahlen p eine rationale Zahl lokal,,. Gilt
P | uiviugva, so ist lokal, = 1/5. Falls p = 1(5) ist
und p ist ein Teiler von ggT(u? + 1lujvy — v, uj +
11ugve — v3) dann ist lokal, gleich 5. Falls p = 5 und
25 teilt u; — 7v; = ug — 7vg dann ist lokals gleich 5.
Fiir die iibrigen Fille gilt lokal, = 1.

Satz 4 [2, Thm. 4.3] Der lokale Quotient ldsst sich als
folgendes endliches Produkt berechnen:

Der Torsionsquotient 146t sich ebenso sehr einfach
bestimmen.

Satz 5 [2, Prop. 4.6] Der Torsionsquotient hat den Wert

loder5, di,dy € Q*,

52, di € Q*,d; ¢ Q*,i # j,

57, (1) # (d1) = (dg) # (1) in Q*/Q*,
5%, (1) # (d1) # (d2) # (1) in Q*/Q*.

Der Einfachheit halber haben wir im Torsionsquotienten
den Fall, dass beide d; 5-te Potenzen sind, nicht weiter
spezifiziert.

Beispiel 6 Seien E1/Q und E2/Q gegeben durch dy =
ui /vy = 1/11 und dy = ug/ve = 2/9. Mit den obigen

Sétzen rechnet man leicht nach, dass der lokale Quo-
tient 1/ 5% ist: Fiir die drei Primzahlen p = 2,3,11
gilt lokal, = 1/5 und fiir alle anderen Primzahlen gilt
lokal,, = 1. Der Torsionsquotient ist gleich 53. Mit dem
Computer bestimmt man nun den sogenannten analyti-
schen Rang der beiden elliptischen Kurven, welcher in
beiden Fillen gleich 0 ist. Dies impliziert sofort, dass
der Regulatorquotient gleich 1 ist. AuBerdem ist dies ei-
ner der wenigen bewiesenen Fille, bei denen wir wissen,
dass die Tate-Shafarevich-Gruppen endlich sind. Wir er-
halten also vollkommen unkonditionell die Gleichung

HIT1(B) = 5 - #111(Ey x Ey) = 500.

Regulatorquotient &
Computer-Algebra

Es bleibt somit noch iibrig den Regulatorquotienten
Rp/REg, xE, zu berechnen. Fiir diesen Quotienten gibt
es nach unseren Kentnissen keine einfache Formel, wie
fiir die anderen beiden Quotienten. Wir kénnen aller-
dings einen Algorithmus angeben, mit welchem er in
vielen Fillen mit Hilfe des Computers berechnet werden
kann. Dazu miissen wir zunéchst die Gruppen E;(Q)
und E»(Q) bestimmen. Eine Moglichkeit wire es hier
fiir geeignete n, die n-Selmer-Gruppen zu bestimmen
und hinreichend viele Punkte auf F1(Q) zu finden, wie
wir oben bereits erwihnt haben. In viele Féllen kann
man dies jedoch umgehen, indem man entweder bewie-
sene Fille der Birch und Swinnerton-Dyer-Vermutung
ausnutzt oder diese Vermutung annimmt. Da E(Q) ei-
ne endlich erzeugte Gruppe ist, gilt abstrakt E(Q) =
7" & E(Q) tors, fiir eine nicht-negative ganze Zahl r,
genannt der Mordell-Weil-Rang von E/Q. Die Ker-
naussage der Birch und Swinnerton-Dyer-Vermutung
betrifft den analytischen Rang und besagt, dass die-
ser gleich dem Mordell-Weil-Rang ist. Es ist bewie-
sen, dass wenn der analytische Rang gleich 0 oder 1
ist, dann gleicht er tatsidchlich dem Mordell-Weil-Rang.
In diesem Fall weil man zudem noch, dass die Tate-
Shafarevich-Gruppe endlich ist.

Dieser analytische Rang ist die Ordnung einer Null-
stelle einer holomorphen Funktion. Falls diese Ordnung
hochstens drei ist (was fiir die meisten Beispiele gilt),
so kann man diesen analytischen Rang vergleichsweise
einfach und schnell (auf einem Rechner) bestimmen.

Ist der analytische Rang 0, so weil man, dass
E(Q) endlich ist. Falls der analytische Rang 1 ist, dann
braucht unser Algorithmus einen einzigen beliebigen
Punkt unendlicher Ordnung. Solch einen Punkt zu fin-
den ist allerdings keine triviale Aufgabe, denn die Zih-
ler und Nenner der Koeffizienten dieser Punkte kon-
nen sehr grol werden. Nimmt man z. B. die ellipti-
sche Kurve mit d = 83/74, welche analytischen Rang
1 hat, so dauert es sehr lange den ersten Punkt unend-
licher Ordnung zu finden, wenn man systematisch al-
le rationalen X-Werte durchliduft und priift ob es da-
zu einen rationalen Y -Wert gibt. Der ‘kleinste’ X -Wert
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dieses Beispiels hat einen negativen Zihler mit 44 Zif-
fern und einen Nenner mit 40 Ziffern. Das Berechnen
von Selmer-Gruppen stellt sich hier zusétzlich als sehr
hilfreich heraus, da man mit deren Kenntnis auch den
Punktesuch-Algorithmus deutlich beschleunigen kann.
Im Falle dass der Rang gleich 1 ist, kann auch mit der
Theorie der Heegner-Punkte auf einem Computer ein
Punkt unendlicher Ordnung auf der elliptischen Kurve
gefunden werden.

Falls der analytische Rang gréBer als eins ist, dann
ist die Birch und Swinnerton-Dyer-Vermutung noch of-
fen. Fir diese Kurven nehmen wir stets an, dass der
analytische Rang mit dem Mordell-Weil-Rang iiberein-
stimmt.

Hat man nun eine ‘Basis’ von F;(Q) und
E5(Q) bestimmt, so kann daraus der Regulatorquoti-
ent Rp/RE, « g, berechnet werden. Falls beide Gruppen
endlich sind, so ist der Regulatorquotient gleich 1. Sonst
benutzt man die Erzeuger von F;(Q) (modulo Torsions-
punkten) um endlich viele Zahlen in Q*/Q*® und in
Q(p5)*/Q(p5)*> zu bestimmen. Dann muss man die
Ordnung der durch diese Zahlen erzeugten Untergrup-
pen bestimmen. Nun kann man mit Hilfe der Theorie
abelscher Varietiiten zeigen, dass der Regulatorquotient
genau dann ein Quadrat ist, wenn das Produkt dieser
Ordnungen ein Quadrat ist.

Ergebnisse

Das oben beschriebene Verfahren haben wir auf alle
Paare von elliptischen Kurven F; und F, angewen-
det, fiir deren Parameter d; und dy die Zihler und
Nenner betragsméBig durch 100 beschrénkt sind. Dar-
aus resultierten ungefihr 18, 5 Millionen abelsche Fli-
chen, wovon 49, 31% eine Tate-Shafarevich-Gruppe mit
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Ordnung 50J haben. Jedoch ist dieses Ergebnis be-
dingt durch Annahme der Birch und Swinnerton-Dyer-
Vermutung.

Betrachtet man davon nur die abelschen Flichen,
so dass beide zugehorigen elliptischen Kurven analy-
tischen Rang 0 oder 1 haben, (d. h., die Birch und
Swinnerton-Dyer-Vermutung ist schon bewiesen fiir £/
und E»), so ergibt dies 14, 7 Millionen abelsche Fldachen
von denen 49,95% eine Tate-Shafarevich-Gruppe mit
Ordnung 5[] haben [3].

Insbesondere zeigt dies, dass man haufig in der
Lage ist, zu unterscheiden, ob die Ordnung der Tate-
Shafarevich-Gruppe ein Nicht-Quadrat ist, ohne deren
Ordnung selbst zu berechnen.
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