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Zusammenfassung:
In den letzten Jahren ist es in der algebraischen Kryp-

toanalyse immer wichtiger geworden, spezielle Systeme po-
lynomialer Gleichungssysteme zu lösen: der Grundkörper ist
endlich, es gibt i.A. genau eine Lösung, und diese ist über
dem Grundkörper definiert. In dieser Dissertation entwickelt,
implementiert und analysiert der Autor eine Reihe von Me-
thoden, um auch große Beispiele solcher Gleichungssysteme
zu lösen. Er verwendet dabei Techniken, die aus verschiede-
nen Gebieten der Mathematik stammen.

(1) Methoden aus der linearen Algebra basieren auf den
Techniken von J. de Loera und anderen, bei der das polyno-
miale Gleichungssystem durch immer größere lineare Glei-
chungssysteme approximiert und jeweils nur die Lösbarkeit
untersucht wird. Diesen Ansatz kombiniert der Autor ge-
schickt mit der Idee der Mutants von J. Ding.

(2) Methoden aus der diskreten Optimierung, insbeson-
dere Integer Programming (IP), Mixed Integer Program-
ming (MILP) und Mixed Integer Non-Linear Programming
(MINLP) werden anwendbar, indem man das Gleichungsyss-
tem in eine Menge linearer Ungleichungen über Z umwan-
delt. Hierzu werden eine Reihe von Konversionsalgorithmen
entwickelt und miteinander verglichen. Wie zu erwarten ha-
ben sie einen großen Einfluß auf das Laufzeitverhalten der
verwendeten IP-Solver.

(3) Weitere betrachtete Methoden sind die Umwandlung
in ein SAT-Problem und anschließende Verwendung eines
SAT-Solvers, Umwandlung in ein lineares Diophantisches
Gleichungssystem überZmit Berechnung der Smith Normal-
form, und die Umwandlung in ein relles oder komplexes Glei-
chungssystem mit Verwendung von Methoden aus der nume-
rischen Analysis, insbesondere der Newton-Methode und der
Homotopie-Fortsetzungsmethoden.

Die Arbeit hat einen erheblichen Umfang und wird durch
eine Vielzahl an Implementationen und Timings expliziter
Beispiele aus der Kryptoanalyse ergänzt.
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Zusammenfassung:
Während die Algorithmen zur Berechnung von Gröbner-

Basen für Ideale im kommutativen Polynomring hochent-
wickelt und weitgehend optimiert sind, ist die Situation für

zweiseitige Ideale im nicht-kommutativen Polynomring (al-
so in der freien assoziativen Algebra) weit weniger erfeulich.
Es gibt kein Standardlehrbuch für die theoretischen Grund-
lagen, es gibt nur wenige, oft nicht sehr zugängliche Imple-
mentationen, und mögliche Optimierungen der Buchberger-
Prozedur sind nur ansatzweise untersucht worden. Die Dis-
sertation von X. Xiu versucht hier etwas Abhilfe zu schaf-
fen. Nachdem die Grundlagen ausführlich entwickelt werden,
untersucht und optimiert der Autor die Buchberger-Prozedur.
Dazu werden die Obstruktionen (also die nicht-kommutativen
Analoga der kritischen Paare) sorgfältig minimiert und es
werden nicht-kommutative Analoga der Gebauer-Möller Kri-
terien zur Paarvermeidung entwickelt. Auch die Art und An-
zahl der notwendigen Interreduktionen wird eingeschränkt,
so dass sich eine stark optimierte, performante Version der
Buchberger-Prozedur ergibt.

In weiteren Kapiteln werden Anwendungen auf Berech-
nungen für Untermoduln freier zweiseitiger Moduln, eine
nicht-kommutative Version des F4-Algorithmus, Gröbner-
Basisberechnugnen in Restklassenringen nicht-kommutativer
Polynomringe (z. B. in Gruppenringen) und Methoden zur
Bestimmung der Gelfand-Kirillov Dimension sowie der
nicht-kommutativen Hilbert-Funktion beschrieben.

Der Autor hat alle Algorithmen effizient in einem C++
Paket für das Computeralgebrasystem ApCoCoA implemen-
tiert, das frei verfügbar ist. Die Dissertation enthält auch viele
mit diesem Paket berechnete Beispiele und Timings.
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Zusammenfassung:

Polynomial ideals have been intensely studied by compu-
ter scientists. The method of Buchberger allows to effectively
solve the membership problem to which a variety of other
interesting problems can be reduced. Mayr and Meyer sho-
wed, that these computations are very expensive in the worst
case. As a consequence, special ideal classes have to be iden-
tified for which the membership problem can be solved more
efficiently. As previous results show, the complexity of the
membership problem is mainly related to the degrees of the
representation problem and Gröbner bases. Thus the first part
of the thesis studies degree bounds for various ideal classes.
The main contributions are upper and lower bounds for Gröb-
ner bases depending on the ideal dimension and some results
for toric ideals. In the second part, these findings are applied
to questions of complexity. The presentation comprises an
incremental space-efficient algorithm for the computation of
Gröbner bases, an algorithm in polylogarithmic space for the
membership problem in toric ideals and the space-efficient
computation of the radicals of low-dimensional ideals.
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