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Das LIR Raumunterteilungssystem angewendet auf die
Stokes Gleichungen'

Sven Linden?

Abstract: Wir beschreiben einen neuartigen Ansatz zur numerischen Losung der stationédren Stokes
Gleichungen auf sehr grolen Voxel Geometrien. Dazu wird der LIR-Baum als effiziente adaptive
Datenstruktur vorgestellt. Die Voxel Geometrien werden an Stellen vergrobert, in denen die Ge-
schwindigkeit nur wenig variiert. Wihrenddessen wird die volle Auflosung an den Grenzflidchen
zum Festkorper beibehalten. Die andere Hauptidee ist eine spezielle Anordnung von Geschwindig-
keit und Druck, so dass jede Zelle des Baums die Stokes Gleichung unabhéngig von seinen Nachbar-
zellen 16sen kann. Die Geschwindigkeit wird dabei dhnlich wie beim staggered Gitter angeordnet.
Jedoch wird an jeder Zellgrenze eine eigene Geschwindigkeitsvariable eingefiihrt. Die Diskretisie-
rung von Impuls- und Massenerhaltung ergibt ein kleines lineares Blocksystem pro Zelle. Diese
Blockstruktur erlaubt die Anwendung des Block-Gauss-Seidel Algorithmus zur Losung des Glei-
chungssystems. Die vorgestellte Methode wird mit anderen aktuellen schnellen Losern verglichen
und folgern eine hervorragende Leistung in Bezug auf die Laufzeit und den Speicherbedarf.
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1 Einfiihrung

Simulation von Materialien hat in den letzten Jahrzehnten gro3e Aufmerksamkeit erfahren.
Teure und zeitaufwindige Experimente und Konstruktion von Prototypen konnen durch
virtuelles Materialdesign und Simulation physikalischer Gesetze ersetzt werden. Numeri-
sche Simulationen koénnen, abhéingig von der Rechnerleistung, in kurzer Zeit durchgefiihrt
und bewertet werden. Sie sind bedeutend giinstiger als die Durchfiihrung echter Experi-
mente. Die GroBenordnung simulierter Gebiete liegt im Nanometer- bis hin zum Meter-
bereich. Ingenieure sind oft an effektiven Materialeigenschaften (z.B. Permeabilitit) von
pordsen Materialien interessiert. Diese Materialien konnen virtuell generiert oder durch
Computertomographie(CT)-Aufnahmen beschrieben werden.

Die Permeabilitit von porosen Materialien kann ausgehend von den stationédren Stokes
Gleichungen vorhergesagt werden. Dabei werden Geschwindigkeit und Druck unter der
Annahme beriicksichtigt, dass sie nur rdumlich aber nicht zeitlich variieren. Numerische
Berechnungen erlauben die Vorhersage der effektiven Permeabilitiit, Geschwindigkeit und
Druck ausgehend von CT-Aufnahmen oder diskretisierten analytischen Beschreibungen.
Die Auflosung der Diskretisierung ist dabei sehr entscheidend fiir die Qualitit und Ge-
nauigkeit der Simulationsergebnisse. In Materialien mit Besonderheiten in verschiedenen
Skalen sind besonders grof3e repridsentative Volumenelemente (RVE) notig.

! Englischer Titel der Dissertation: “The LIR Space Partitioning System applied to the Stokes Equations”
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Effiziente Datenstrukturen und schnelle Algorithmen werden benétigt um die Stokes Glei-
chungen numerisch auf grolen Gebieten zu 16sen. Diese beiden Herausforderungen wer-
den durch den LIR-Baum als Datenstruktur und der zugrunde liegenden zelluldren Struktur
gelost.

2 Verwandte Arbeiten

Der LIR-Baum ist eine Verallgemeinerung des Octree [JT83] und des KD-Baums [Be90]
und erlaubt mehr Optionen zur Unterteilung. Unnétige Unterteilung entlang einer Raum-
richtung konnen, anders als beim Octree, verhindert werden. Dabei wird die Anzahl der
inneren Knoten, anders als beim KD-Baum, nicht erhoht.

Die Stokes Gleichungen konnen auf viele Arten gelost werden. Fiir regulire Gitter bietet
sich beispielsweise die Explicit-Jump (EJ) Immersed Interface Methode [Wi07] an. Es
ist eine sehr schnelle finite Differenzen Methode. Dabei werden die Stokes Gleichungen
im dreidimensionalen zu einem Grenzflichenproblem im zweidimensionalen umgeformt.
Dies erlaubt die Benutzung der schnellen Fourier Transformation (FFT) und kommt mit
wenigen Iterationen aus.

Die Semi Implicit Methods for Pressure Linked Equations (SIMPLE) ist beschrieben in
[Pa80] und ein héufig angewendeter Algorithmus zur Losung der Navier-Stokes Gleichun-
gen. Es 16st abwechselnd die Impuls- und Druckkorrekturgleichungen. Auch hier gibt es
eine Erweiterung SIMPLE-FFT [CWR13], die mit Hilfe der FFT die Druckkorrekturglei-
chung 16st und damit die Anzahl der Iterationen deutlich reduziert.

Die beiden erwihnten Methoden werden zum Performanz-Vergleich herangezogen.

3 Grundgleichungen

Die Stokes Gleichungen sind eine Vereinfachung der allgemeinen Navier-Stokes Glei-
chungen. Sie gelten in Bereichen, in denen die Geschwindigkeit und damit die Reynolds-
Zahl sehr niedrig ist (Re < 1). Der Einfluss von Temperatur wird vernachléssigt und es
wird eine konstante Fluiddichte angenommen. Daher reicht es aus Geschwindigkeit und
Druck zu beriicksichtigen. Aulerdem beschrinken wir uns auf den stationdren Fall, indem
keine zeitliche Verdnderung der gesuchten Groflen stattfindet. Der Advektionsterm in der
Impulserhaltungsgleichung wird ebenfalls vernachlidssigt.

Definition 1 (Stokes Gleichungen). Sei Q C R” ein abgeschlossenes Gebiet, dann definie-
ren wir die zwei Variablen

u:Q—R" Geschwindigkeit (1
p:Q—R Druck 2)
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Die Stokes Gleichungen werden nun definiert durch

anu —Vp+f=0 Impulserhaltung 3)
V-u=0 Massenerhaltung 4
ugo =0 No-Slip Bedingung (%)

wobei 1 € R, die dynamische Viskositdtskonstante beschreibt.
Ingenieure und Wissenschaftler sind oft an effektiven (homogenisierten) Materialkonstan-
ten interessiert.

Definition 2 (Gesetz von Darcy). Das Gesetz von Darcy beschreibt das lineare Verhdltnis
zwischen Geschwindigkeit und Druckgradient in einem porosen Medium. Es ist definiert
durch

n-u=—K-Vp ©6)
wobei K einen Tensor beschreibt. Im dreidimensionalen Fall wird die effektive Permeabi-

litiit eines reprisentativen Volumenelements durch einen Tensor K € R3*3 beschrieben.

Der Tensor K kann durch die Anwendung von drei achsen-parallelen Druckunterschieden
und die Auswertung der zugehorigen Durchschnittsgeschwindigkeit ermittelt werden.

4 LIR-Baum

Der LIR-Baum ist eine Verallgemeinerung des Octrees und des KD-Baums. Er beschreibt
die Unterteilungsmoglichkeiten des Rechengebiets und dient als Geriist zur Durchfiihrung
von numerischen Simulationen. In diesem Abschnitt werden die grundlegenden algebrai-
schen Structuren und die iterative Konstruktion eines LIR-Baums beschrieben.

Fiir ein eindimensionales endliches Interval existieren drei Optionen: keine Unterteilung,
Unterteilung und das linke Teilinterval nehmen oder Unterteilung und das rechte Teilinter-
val nehmen. Diese drei Optionen werden benutzt, um ein ternires Alphabet zu definieren:

Definition 3. A beschreibt ein terndires Alphabet definiert durch
A:={L,1,R} @)

und beinhaltet die drei Symbole: L - links, R - rechts und I - identitdt. Die fettgedruckte
Notation erlaubt die mengenwertige Betrachtung A := {L,I,R} mit

L:={L} I:={L,R} R:={R} (8)
Die Umwandlung beider Schreibweisen geschieht iiber

v=(v1, ) EANES V=V X - X vy €T 9)
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bbildung 1: Mgliche dreidi ionale Partitionen der Einheit. Insgesamt sind es 154 Konfigurationen aber durch Rotation und Spiegelung erhiilt man 15 Einzigartige.

Vektoren von Symbolen v € A" beschreiben eine multidimensionale Arbeitsanweisung zur
Unterteilung von Gebieten.

Definition 4. Die Menge der Vektoren von Symbolen definiert durch

P::{pgA":Uv:I"Avv.;epvmw:m} (10)
vep VFEW

beschreibt die Menge aller Vektoren, die eine Partition der Einheit bilden. Diese Mengen
bilden die Grundlage des LIR-Baums.

Die Partitionen der Einheit P beschreiben die Menge der Nachfolger, die ein Knoten in-
nerhalb eins Baums besitzen kann.

Definition 5. Sei (I'*",-I) ein Vektor-Wort-Monoid. Der Generator Q : T**" — P ordnet
jedem Vektor-Wort eine Partition der Einheit zu. Damit kann ein Baum mit Hilfe von Q
definiert werden

G=(2,6) X" ECUXX 11

Die Knoten werden mit struktureller Induktion definiert

wveZ
le & we X :>VVEQ(W) (w W-v) ce (12)

Diese Bdume werden LIR-Bdume genannt. Die Blitter werden auch Zellen genannt.

Ein Baum kann durch einen iterativen Prozess mit einer Folge von Generator-Funktionen
(Q;)ien konstruiert werden. Die adaptive Unterteilung des LIR-Baums geschieht mit Hilfe
von drei Regeln, die numerisch giinstige Eigenschaften bewahren. Abbildung 2 zeigt die
Anwendung der drei Regeln auf eine Geometrie mit einer Kugel in der Mitte.

In der ersten Phase der Baumkonstruktion werden die geometrischen Eigenschaften ana-
lysiert. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Geometrie als binarisiertes Bild (mit
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Abbildung2: Konstruktion eines LIR-Baums. Die obere Reihe demonstriert die iterative Geometrieanalyse. Die untere Reihe zeigt die Anwendung der 2 : 1-Verhiltnis Regel und

die Geschwi e fiir eine Stromung entlang der x-Richtung.

Leer- und Festkorpervoxeln) vorliegt. Die Idee besteht darin, entlang Kanten oder Rich-
tungen zu teilen, falls eine zugehorige eindimensionale Kette mit sowohl Leer- als auch
Festkorpervoxeln existiert.

Die Erhaltung von maximalen Groflenverhéltnissen zwischen benachbarten Zellen erhoht
die numerische Stabilitidt und Genauigkeit drastisch. Daher wird nach der Geometrieana-
lysis oder der Geschwindigkeitsanalyse ein 2 : 1 Grolenverhiltnis zwischen benachbarten
Zellen erzwungen. In jeder Zelle wird untersucht, ob es benachbarte Zellen gibt, die mehr
als doppelt so klein entlang einer Raumrichtung sind. Wenn dies der Fall ist, wird entlang
der benachbarten Kante unterteilt.

Nachdem der Loser eine bestimmt Anzahl von Iterationen durchgefiihrt hat, kann die Ge-
legenheit fiir eine Geschwindigkeitsanalyse zur Verfeinerung des Gitters an numerisch
wichtigen Stellen durchgefiihrt werden. Zuerst werden alle Zellen besucht und der maxi-
male Unterschied (Gradient) in dem Geschwindigkeitsfeld ermittelt. AnschlieBend wer-
den, basierend auf einem Schwellwert, alle Kanten unterteilt, deren korrespondierende
Geschwindigkeitsunterschiede den Schwellwert {iberschreiten.

S5 Zellulidre Diskretisierung

Die fundamentale Idee der Diskretisierung in einem LIR-Baum besteht darin, dass je-
de Zelle (finites Volumen) individuell ein gegebenes physikalisches Gesetz (Stokes Glei-
chungen) erfiillen kann. Jede Zelle muss die Impuls- und Massenerhaltung erfiillen, wobei
die Massenerhaltung den schwierigen Part darstellt. Anders als Standardmethoden, die
meistens collocated oder staggered Gitter verwenden, besitzt jede Zelle eine Geschwin-
digkeitsvariablen auf jeder Zellenoberfliche und eine Druckvariable in der Zellenmitte.
Die zwei Geschwindigkeitsvariablen konnen als links- und rechtsseitiger Grenzwert an-
gesehen werden. In diesem Abschnitt wird eine eindimensionale Herleitung der Methode
beschrieben.

Sei 1 < j <k €N, dann wird die Lage der Geschwindigkeitsvariable v; und Druckvaria-
blen p; mit ihren zugehdrigen Nachbarn durch
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Pjq Dj Pjr
I O [l O [l O |
I A T J T \ 1
Vi-1 hj- Vi h;j Vit hjt Vit2

definiert. Die GroBe der Zellen ist gegeben durch #;. Die Stokes Gleichungen, d. h. die
Jj-te Massenerhaltungs-, die j-te und j 4+ 1-te Impulserhaltungsgleichung kénnen durch

V. 1 —V.
j+1 J
=0 13
7 (13)
Vigr 7V YiTVi—i pi—p
T hi_ )
u 1] Jj—1 -3 J J :fj (14)
3(hj+hj1) 3(hj+hj1)
Vi TV VY
hﬂ,] hj pj+1_pj

_ — (15)
3(hj1+hj) 3 (hjs1+h;)) T

diskretisiert werden. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit vereinfachen wir mit yu =
hj_1 =hj=hj;1 =1 die Gleichungen zu

VJ'+1_VJ':0 (16)
(1 =v)=(vj=vii) = (pj—pjm) = f; (17
(Vi = Vi) = (Vi1 =v)) = (P = P)) = finr (18)

Erstens, fiithren wir fiir jede Zellengrenze zwei Geschindigkeitsvariablen ein. Diese re-
préasentieren den links- und rechtsseitigen Grenzwert und miissen nicht gleich sein.

p]*l pj p]+1
s o e o < o I
Vi-1 vivj Vit1Vj+1 Vit2

Doppelt so viele Geschwindigkeitsvariablen fithren zu doppelt so vielen Gleichungen. Die-
se Gleichungen werden so gewdhlt, dass links- und rechtsseitiger Grenzwert gleich sind.

Vi —vi=0 (19)
(0700 =V =057 =) = (= Py 1) 1 (20)
V;:V;r (2))
(("f+2 Vi) = — VT)) — (1 —P) = fi 22)
Vi = Vi (23)

Zweitens, dndern wir die Art und Weise der Indizierung, so dass der Index jeder Geschwin-
digkeitsvariable mit dem Index der Zelle korrespondiert.
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Der oberen Indexsymbole + und — werden durch L und R ersetzt. Die Bezeichnung der
Geschwindigkeitsvariablen v; wird ebenfalls durch u; ersetzt. Damit erhélt man

uf —uf =0 (24)

((”fe up) — (uf  — ufll)) —(p;—pi_1) = fF (25)
uy =uj (26)

((“ﬁl —ufyy) — (“f—”zL)) — (pi1—p) =fF 27)
uby; = uf (28)

Drittens, wird die Impulserhaltungs- und die Gleichheitsgleichung zu zwei Impulserhal-
tungsgleichungen verschmolzen. Dies wird erreicht durch Substitution von uﬁl durch u,L
und u? durch uf | in Gl. 25. Dieselbe Prozedur wird mit Gl. 27 vollzogen und fiihrt zu

ul —ul =0 (29)

(f =) = (uy —ui ) = (py— piy) = I (30)
((u {e—“fl) (uf | — Mle))_(pz_pifl):fiIil (31)
((”i+l —uf) = (uf — ”zL)) — (pig1—pi) = fF (32)
((“ﬁl - “iL+1) (u ,L+1 “zL)) - (Pi+1 —pi) = fﬁa (33)

SchlieBlich werden alle Gleichungen, die zur i-te Zelle gehoren (d.h. Gl. 29, Gl. 30, und
Gl. 32), gruppiert. Das System von linearen Gleichungen kann durch ein lineares Block-
system beschrieben werden

-2 1 -1 u,L —ul 1—Di_q
TR S IO (¥ QU R (34)
-1 1 0 D; 0

Die Blockmatrix ist invertierbar und die Losung erhélt man durch

uf‘ -1 -1 -1 —ul 1 — Di_1
u{% =1-1 -1 1 ’ z+1+pz+1 (35)
D; -1 1 3 0

Dies erlaubt die Nutzung des Block-GauB-Seidel Algorithmus zur Losung des globalen li-
nearen Blocksystems. An den Grenzflachen zu Festkorpern werden die Impulserhaltungs-
gleichen durch No-Slip Gleichungen ersetzt. Die Diskretisierung von

bi D;
2 O s O i |
Ui Ui 14 U
ist definiert durch die Menge der Gleichungen
ul —ul =0 (36)
(f =) = (uy —ui) = (= pia) = fF 37)

=0 (38)
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bbildung 3: idi ionale Geschwindigkeits- und Druckvari; dnung fiir ein Beispiel mit drei leeren Zellen und periodischen Randbedingungen.

Die Impulserhaltungsgleichungen der rechten Geschwindigkeitsvariable uX wird ersetzt
durch eine No-Slip Gleichung. Das zugehorige lineare Blocksystem ist definiert durch

-2 1 -1 “zL _”iL—l —Pi—
0 1 0 |-|uf]|= 0 (39)
-1 1 0 p; 0

Die beschriebene Methode kann sehr einfach auf hohere Dimensionen erweitert werden.
Ein zweidimensionales Beispiel mit einer dhnlichen Geometrie ist beschrieben in Abb. 3.

Die beschriebene Methode kann direkt auf regulédre Gitter angewendet werden. Die sym-
metrische Struktur der Methode erlaubt jedoch die Anwendung auf adaptive Datenstruk-
turen. Dazu muss die Moglichkeit, aus beliebigen Nachbarkonfigurationen reprisentative
Nachbarwerte fiir Geschwindigkeit und Druck zu ermitteln, geschaffen werden. Aus Per-
formanzgriinden werden einfache Interpolations- und Extrapolationsansitze verwendet.

6 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden Experimente und dessen Ergebnisse, in denen wir die be-
schriebenen Methoden auf verschiedene Eingangsdaten angewendet haben, vorgestellt.
Besonderes Augenmerk wird auf den Vergleich mit anderen Losern gelegt, bei denen Per-
meabilitit, Speicherbedarf und Laufzeit verglichen werden. Als Computer kam ein Intel
Xeon E5-2690, 2.9 GHz, 16 Kerne mit 128GB RAM zum Einsatz.

Eine oft benutzte Geometrie fiir Konvergenzanalysen sind periodische Kugelketten. Die
exakten Permeabilititen fiir verschiedene Durchmesser sind bekannt und konnen in [SA82]
gefunden werden. Numerische Analysen zeigen eine Konvergenz erster Ordnung zur ex-
akten Losung unter Gitterverfeinerung.

Als Benchmarkdatensatz dient eine kiinstlich generierte Mikrofaserstruktur. Der Daten-
satz besteht aus zwei verschiedenen Fasertypen in der Mikrometerskala mit einer hohen
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Abbildung4: Verschiedene Ansichten der Fasermikrostruktur: 2D Ansicht (links), 3D Ansicht (mitte), Geschwindigkeitsfeld(rechts). Runde Faser sind in rot und Hohlfastern sind
in griin dargestellt.

Abbildung5: Geschwindigkeits- (left) und Druckfeld (rechts) von einer zwei-dimensionalen Strmung in einem Teil der Fasergeometrie. Die Fasern sind rot gekennzeichnet.

Porositit von 88%. Der Datensatz hat eine GroBe von 1024 x 1200 x 1024 Voxeln mit ei-
ner Voxelldnge von 1pm. Abbildung 4 zeigt eine zwei- und dreidimensionale Ansicht der
Geometrie. Abbildung 5 zeigt einen Anschnitt der adaptiven Struktur des LIR-Baums.

Tabelle 1 zeigt den Vergleich von 3 Losern im Hinblick auf Permeabilitit, Speicherbedarf
und Laufzeit, nachdem die gleichen Terminierungsbedingungen erreicht wurden. Die Per-
meabilititen liegen, mit weniger als 1% Differenz, sehr dicht zusammen. In diesem Bei-
spiel ist der LIR den anderen Methoden EJ und SIMPLE-FFT um den Faktor 10 iiberlegen.
Dies wird durch die kleine Anzahl an Zellen und die Pridsenz vieler groer Zellen erreicht.
Sie beschleunigen die Konvergenz aufgrund des schnellen rdumlichen Informationstrans-
fers.

Datensatz Methods LIR-S LIR-M EJ  SIMPLE-FFT
PermZ [10~''m?]  5.04 504 504 5.03
Fasermikrostruktur Laufzeit [Std] 1.3 2.3 16.0 37.2
Speicher [GB] 14.3 7.2 70.1 93.3

Tabelle 1: Vergleich von drei Losern: LIR-S Laufzeitoptimierung und LIR-M fiir Speicheroptimierung. Es werden Permeabilitiit, Laufzeit und Speicherbedarf verglichen.
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7 Schlussfolgerungen

Die Kombination von LIR-Baum und zelluldrer Diskretisierung erlaubt die numerische
Losung der Stokes Gleichungen auf sehr gro3en Geometrien. In hoch porésen Geometrien
kann eine Verbesserung um den Faktor 10 gegeniiber anderen Losertechnologien, in Bezug
auf Laufzeit und Speicherbedarf, erreicht werden.
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