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Abstract: DieseArbeit ist in der Theoretischerinformatik positioniert, und zwar
in denFachgebieterKomplexitatstheoriemathematischeogik und Datenbanktheo-
rie. Die Arbeit besclaftigt sich mit der Ausdruckssirke der Logik ersterStufe auf
Strukturenmit eingebauterPradikatenwie z.B. lineareOrdnung,Addition und Mul-
tiplikation. Die Hauptegebnissdassensich dendrei Teilbereichen, Arithmetik und
Zahlquantoreh ,die CraneBeach-\érmutung und, Kollaps-Resultatéin der Daten-
banktheorie zuordnen.Ziel deshier vorliegendenArtikelsist, einenEinblick in die
Fragestellungennd Ergebnissezu diesendrei Themenkreisezu geben.

1 Einleitung

In derKomplitatstheoriewird die Schwierigleit einesProblemdiblicherweiselurchden
Zeit- oderPlatzbedarfiemesserjerberitigt wird um dasProblemauf eineridealisierten
Rechenmaschine,B.derTuringmaschinezultsen.Faginsbahnbrechendarbeit [Fa74
hat dieseBerechnung&omplexitat mit der Besdireibungkomplexitatin Verbindungge-
bracht,d.h., mit der Komplexitat bzw. der Reichhaltiglkit einerformalenSprachejn der
dasjeweilige Problembeschriebemverdenkann. Mittlerweile ist esgelungendie meisten
Kompleitatsklasserauf solch deskriptive Art zu charakterisierenynd zwar durch Be-
schreilungsspracherdie Erweiterungerder Logik erster Stufesind. Sohatzum Beispiel
Fagingezeigtdassein Problemgenaudannin Polynomialzeitauf einernichtdeterministi-
schenTuringmaschinédsbarist, wennesdurcheineFormelderexistentiellenLogik zwei-
ter Stufebeschriebenverdenkann(kurz: NP = ¥1). Immermanund Vardi zeigtenauf,
dass(auf geordneterendlichenStrukturen)die KlasseP aller auf einerdeterministischen
Turingmaschinén PolynomialzeitosbarerProlemegenaudie KlasseallerdurchFormeln
derkleinstenFixpunktLogik beschreibbareRroblemadst (kurz: P= FO(LFP)). Ein wei-
teresBeispiel einer deskriptiven Charakterisierunginer Komplexitatsklassast Immer
mansResultatdassdie KlasseLOGSRACE aller auf logarithmischenPlatzauf einerde-
terministischenTuringmaschingdsbarerProblemedurch Formelnder deterministishen
Transitive Closue Logik beschrieberwerdenkann (kurz: LOGSRACE = FO(DTC)).
Einenumfassendetuberblick ibersolchedeskriptivenCharakterisierungevon Komple-
xitatsklassegibt z.B. dasLehrbuch[Im99].

Eine Gemeinsaméit all dieserdeskriptvenCharakterisierungevon Komplexitatsklassen
ist, dasssie bestimmteErweiterungerderLogik ersterStufebenutzengdie ausdrucksstark
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genugsind um zumindest(a) zu zahlen,wie viele Elementeeine gegebeneMenge hat
und (b) arithmetischeDperationerwie Addition und Multiplikation auszutihren. Diese
FahigkeitendesZahlensund desAusfiihrensvon arithmetischerOperationerhelfender
jeweiligen Logik dabei,Berechnungezu beschreibengdie von Maschinemmit bestimm-
tenBeschénkungerder Zeit- oderPlatzressourcedurchgetihrtwerdenkonnen.
Andererseitsiehtmanleicht, dassdie pureLogik ersterStufefir sichgenommerauf ge-
ordneterendlichenStrukturenviel zu ausdrucksschachist um ,richtige' Berechnungen
zu beschreiben.Hier stellt sich auf natirliche Weisedie folgendeFrage: Was passiert
wennmandie Ausdrudsstrke der Logik erster Stufedadurch erweitert,dassman(a) die
Fahigkeit deszahlensoder (b) bestimmtarithmetistie Pradikatehinzufigt?

Im vorliegendenArtik el wird untersuchtunterwelchenUmstndensolcheErweiterun-
gentatsachlichdie Ausdruckssirke derLogik ersterStufevergroRernundumgelehrt,fir
welcheArt von ProblemersolcheErweiterungerderLogik ersterStufekeinezusatzliche
Ausdruckskraftverleihen. Die hier vorgestelltenResultatekdnnenin die folgendendrei
Themenbereichenterteiltwerden:

1. Pure Arithmetik und Z&hlguantoren:

Hier werdenrein arithmetischeStrukturen beispielsweisalie natirlichen Zahlenmit li-
nearerOrdnungund Addition, betrachtetDie grundlegendeFrageist: VergroRernzusatz-
liche Zahlguantoentatsachlich die Ausdrudksstirke der Logik erster Stufeauf rein arith-
metistien Struktuen? Aus derin Kapitel 3 vorgestelltenAntwort auf dieseFragefolgt
u.a.ein einfacheBeweisdesResultatsyon Ruhl, dassErreichbarleit undZusammenhang
von endlichenGraphemichtin derLogik ersterStufemit unarenZahlquantoremndein-
gebauteAddition ausdiickbarsind.

2. Die Crane Beach-\ermutung:

Hier werdenWortspracherbetrachtetdie einenneutrmalen Budstaberhaben,d.h., einen
Buchstabender in jedemWort eingefigt oder geloschtwerdenkann, ohnedessenZu-
geldrigkeit zur Sprachezu andern. Die grundleggendeFrageist: Vergro3ernzusitzliche
arithmetisdie Pradikate tatsachlich die Fahigkeit der Logik erster Stufe Sprachen mit
neutralem Budhstabenzu bestireiben? Diese Fragestehtin engemZusammenhangu
UniformitatsmaRerfiir die SchaltkreisbkmplexitatsklasseAC’: Die Antwort auf obige
Frageist genaudann,ja', wenneinebestimmteuniformeVersionder Schaltkreiskmple-
xitatsklasseAC® Sprachemit neutralemBuchstaberenttalt, die nicht sternfrei-rgular
sind. ThériensVermutung,dassobige Fragestetsmit ,neirf beantvortet werdenkann,
wurdeunterdemNamenCrane Bead-\ermutungbekannt.In Kapitel 4 werdensowohl
positive alsauchnegative Instanzerder CraneBeach-\érmutungvorgestellt.

3. Kollaps-Resultatein der Datenbanktheorie:

Hier werdenDatenbanknbetrachtetdie in eineKontextstruktureingebettesind, die aus
einerunendlicherMengevon potentiellerDatenbanklementersowie auseinerReihevon
eingebautemrithmetischerPradikatenbesteht.In dervorliegendenArbeit werdensoge-
nannte<-generishie Anfragenbetrachtet,d.h. DatenbankanfragerderenErgebnisnur
vonderrelatvenOrdnungdereinzelnerDatenbanklementaintereinandeabhangt,nicht
abervonderenKonstellatiorin BezugaufdierestlichereingebauteRradikate .Die grund-
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legendeFrageist: VergroRernzusitzliche eingebautePradikatetatsachlich die Fahigkeit
der Logik erster Stufe <-generistie Anfragen auszudiidken? Man sprichtvon einem
Kollaps-Resultgtwenndie Antwort auf obige Frage, neirf’ ist. Die meistenbisherbe-
kannterKollaps-Resultatélir <-generisch®atenbankanfragdmeschanktensichaufdie
Klasseder endlichenDatenbankn. Nun kannallerdingseine Datenbankrelatiorglie un-
endlich viele Tupelenthalt, ducheinenAlgorithmusreprasentiertverden derbei Eingabe
einesbeliebigenTupelsermittelt, ob dasTupel zur Datenbankrelatioigetbrt odernicht.
In Kapitel 5 werden,mit der MethodedesEhrenfeucht-Friss£-Spiels Kollaps-Resultate
auchfir solcheunendlihenDatenbankngezeigt.

Ziel desvorliegenderArtik elsist, einenUberblickiiberdie Fragestellungennddie wich-

tigstenErgebnissaler DissertatiofSc0]] zu geben.Der RestdiesesArtik elsist folgen-
dermal3eraufgebautin Kapitel 2 werdeneinigegrundlegendeBegriffe erklart. Kapitel 3

besclaftigt sichmit purerArithmetik und ZahlquantorenKapitel 4 handeltvon derCrane
Beach-\érmutung.In Kapitel 5 gehtesum Kollaps-Resultaten derDatenbanktheorie.
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2 GrundlegendeNotationen

Z, Q und R bezeichnerdie Mengender ganzenZahlen,der rationalenZahlenund der
reellenZahlen. N := {0,1,2,..} ist die Mengeder natirlichen Zahlenund N,,, die
Mengeder positven natirlichenZahlen. Fur eineMenge A und ein festesm € N, ist
A™ = {(a1,-.,am) : a1,..,a, € A} die Mengealler m-Tupel Uber A. Eine m-
stelligeRelationuber A ist eineTeilmengevon A™.

Struktur en

Eine Signaturr bestehtausKonstantensymboleand RelationssymbolenjedesRelati-
onssymbolR € 7 hateinefesteStelligkeitar(R) € N,,.

Eine7-Struktur A = (A, 74) bestehtauseinerbeliebigenMenge A, die als dasUniver-
sumvon A bezeichnetird, und einerListe 74, die filr jedesKonstantensymbat € 7
ein Elementc® € A undfir jedesRelationssymboR € 7 eineRelationRA C A (H)
entralt.

2.1Beispiele. (a) Seirp := {D} die Signatur die auseinemeinzigenzweistelligenRe-
lationssymbolD bestehtDasLiniennetzder DeutscherBahnkannmanalsfolgende



156 Die Ausdrucksstéarke der Logik erster Stufe mit eingebauten Pradikaten

Tp-StrukturAgannauffassenDasUniversumvon Agann bestehtiusallenStadtenamen,
unddie RelationD-em hestehfausallen Stadtetupelr(sy, s»), fur die eseineDirekt-
verbindungvon Stadts; zu Stadts, gibt.

(b) Seity = {0,1,<,+} die Signatur die ausden zwei Konstantensymbolef und
1, dem zweistelligenRelationssymbok. und demdreistelligenRelationssymboh-
besteht.Die 7y-Struktur A := (N, 0V, 1V, <V +N) wird auchals die Preshurger
Arithmetik bezeichnetwobei 0V und 12V die naiirlichen Zahlen0 und1 sind, <
die lineareOrdnungaufN istund+" ausallenTripeln (a, b, c) € N* bestehtfir die
a+b=c qilt. O

Die Logik erster Stufe

In diesemAbschnittwird einesehrknappeDefinition derLogik ersterStufegegebengine
detaillierteEinfuhrungin die Logik ersterStufefindetsichz.B.in demLehrbuch[EFT96].
Seir eine Signatur Wir benutzenz,, x5, .. als Variablensymbole Atomae 7-Formeln
sindvon derFormy; =y> und R(y1, - . , Ym ), Wobeiy, .., y., Konstantensymbolausr
oderVariablensymbolsind, R ein Relationssymbchusr undm die Stelligkeit von R ist.
Eine 7-Formel der Logik erster Stufe(kurz: FO(t)-Formel) wird ausden atomarenr-
Formeln mittels der BooleschenVerknipfungen— (Negation), A (logisches,und'), v
(logisches,odef'), dem Existenzquantod und dem Allquantor vV aufgebaut.D.h.: Je-
deatomarer-Formelist aucheine FO(r)-Formel, und sind FO(7)-Formelny und+ und
einVariablensymbol gegebensosindauchdie folgendenFormeln FO(7)-Formeln: —p,
P AY, Ve, Jyp und Vyp.

Die freienVariableneiner FO(r)-Formely sinddie Variablensymbolediein ¢ auRerhalb
desWirkungsbereichginesQuantorsd oderY vorkommen.Vereinfachtschreiberwir oft
»(y1,--,y¢) UM anzuzeigendassys, . ., y, die freien Variablenvon ¢ sind. Sind eine
7-Struktur A = (A, 74) sowie Elementea;, . ., a; ausdemUniversumvon A gegeben,
sosagenwir , A erflllt p(as, . .,a.)* undschreibenA = ¢(aq, .., ap)", fallsdie Formel
¢ wahrwird, wennmanjedesSymbolausr mit seinerBelegungausr* undjedesfreie
Vorkommender Variablenyy, . . , y, mit denElementeruy, . . , a interpretiert.

2.2 Beispiel. Seitp = {D} die SignaturausBeispiel 2.1.(a), sei Agann die Struktur,
die dasLiniennetzder DeutscherBahnreprasentiertund sei g1 x umsteign(z, y) die durch
D(z,y) V 3z D(z,2z) A D(z,y) gegebeneFO-Formel. Fur beliebigeS#dtes; und ss
gilt: Agann = @1xumsteign(s1, s2) genaudann,wennesmoglich ist, von s; nachs, zu
reisenunddabeihtchstenginmalumzusteigen. O

EingebautePradikate

In FormelnderLogik ersterStufekannein eingebautes’radikatbenutztwerdenalsein &-
stelligesRelationssymbollaseinefestelnterpretatiorhat,die unabtangigvon derjeweils
betrachtetekonkretenStrukturist, in derdie Formelausgevertetwird.

1FOstehtfir die englischeBezeichnungfirst-orer logic* derLogik ersterStufe
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2.3Definition. Seik € N,,.

Ein k-stelliges eingebaute$radikat P auf einemUniversumU ist eine festek-stellige
RelationilberU, d.h.,P C U,

Ein k-stelligeseingebautesPradikat P auf Anfangssiickenvon N hat fur jedesN € N
einefestelnterpretation PV C {1,.., N} O

TypischeBeispielefiir eingebautéPradikateauf demUniversumN sind daszweistellige
Pradikat<, dasalle Tupel (a, b) mit a < b enthalt, die dreistelligenPradikate+ und x,

diealleTripel (a, b, ¢) mit a+b = ¢ bzw. a-b = ¢ enthalterunddaszweistelligePradikat
Bit, dasausallen Tupeln(a, b) bestehtfur die gilt, dassdasb-te Bit derBinardarstellung
vona einel ist. Auf AnfangsdickenvonN werdendiesePradikateentsprechendinge-
schiankt,sodassz.B. +% ausallenTripeln (a, b,c) € {1,.., N}3 mit a + b = ¢ besteht.

3 Arithmetik und Zahlquantoren

In diesenmKapitelwerdendie reinarithmetischerstrukturen(N, <), (N, <, +) und(N, <,
+, x) betrachtetWir erweiterndie Logik ersterStufeum sogenannt&Zahlquantoen
Seir eineSignatumit 7 C {<, +, x }. Die 7-FormelnderLogik erster Stufemit unaren
Zahlquantoen (kurz: FOunGr)-Formeln)erhélt mangenausavie die FO(r)-Formeln,
mit dem Zusatz,dassauf3erden Quantorerd undY auchnochunare Zahlquantorerder
Form 3=y zugelassersind. D.h.: Ist ¢ eine FOunGr)-Formel mit freien Variablen
Y, 21,--, 24 SOISt 3=%y ¢ eine FOunGr)-Formel mit denfreienVariablenz, z1, . . , 2.
Fur natirliche Zahlena, di, . ., d¢ gilt: (N,7V) = (37%y¢)(a,di,..,d¢) genaudann,
wennesgenau verschiedenaatirlicheZahlenb gibt, sodass(N, 7™) = (b, dy, . ., dy).
Analogkannmanfir jedeZahlk € N,, dieKlasseder FOk-ary(Qr)-Formelndefinieren,
indemmanZzahlquantoremerForm 3=y, .., yx ¢ zulasstdie erlaubendie Anzahlder
k-Tupelzu zahlen fur die die Formelp wahrwird.

Hinsichtlichder Ausdruckssirke dieserLogikenergibt sichin [Sc0]] folgendesBild:

FO(<,+,x) = FOunG<,+,x) = FOk-aryG<,+) Vk2>2
\
FO(<,+) = FOunG<,+) = FOunG <)
\
FO(<)

Abbildung1: Die Ausdruckssirke derLogik ersterStufemit undohnezZahlguantoremufrein arith-
metischerstrukturermit UniversumN. Einesenkrechtédinie bedeutetdassdie obereFormelklasse
einegrolRereAusdruckssirke besitztalsdie untereFormelklasse.

Dasdaruntemvohl interessantesteeueResultaist, dasgdie Logik ersterStufetiber(N, <,
+) ausdrucksstargenugist, um samtlicheunarenZahlquantorerzu simulierend.h.:
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3.1Theorem (FOunC(<,+) = FO(<,+) auf N).

Zu jeder FOunG<, +)-Formel » mit freienVariableny ,..,y, gibt eseine FO(<, +)-
Formel« mitfreienVariablenys, . ., y., sodassfur alle natirlichenZahlena,, . ., a, gilt:
(N, <,+) E ¢(a,-.,a;) genaudann,wenn(N, <, +) = ¥(ay,..,as). O

DiesesResultatiasstsich auchauf Anfangsdificke von N tUibertragendasheil3t: Zu jeder
FOunG<, +)-Formelp(y1, .., y¢) gibt eseine FO(<, +)-Formel ¥ (y1, . ., ye), SOdass
fur alle natirlichenZahlenN undalle Zahlena,, . . ,a, € {1,.., N} gilt:

<{17 L] N}J <7 +> ': QO(Cll, . 7a() genal'danniwenn <{17 . 7N}7 <7 +> |: ¢(a17 . ,Clg).

Unter Anwendungvon Theorem3.1 erhalt man(a) eineneinfachenBeweis desResultats
von Ruhl [Ru99, dassErreichbarleit und Zusammenhangon endlichenGraphennicht
in derLogik ersterStufemit unarenZahlguantoremndeingebauteAddition ausdiickbar
sind, und (b) einenBeweis dafur, dassdie Crane Beah-\ermutungu.a.fur FOunG<,
+, x) falschist.

4 Die Crane Beach-\ermutung

Die CraneBeach-\érmutungist nachdem Ort benannt,an dem sie erstmalsformuliert
(undteilweiseauchbewiesen)wurde,und zwar CraneBeach,St. Philip, Barbados.Um
die Vermutungprazisewiedeigeberzu kbnnen berdtigenwir einigeweitereNotationen:
EinWort UbereinemendlichenAlphabetA ist eineendlicheZeichenlette die ausBuchsta-
benausA gebildetist. Wir schreiberA* um die Mengealler solchenWorte zubezeichnen.
EineWbrtsprache (oderkurz Sprache) ist eineTeilmengevon A*. Um Worte durchStruk-
turenzureprasentiereenutzerwir die Signatur{ < } Ura, wobeir fir jedenBuchstaben
a € AeinunaresRelationssymbaf), enthalt. JededNortw = wy - - -wy € A* derLange
N wird reprasentiertiurchdie ({ <} UTa)-Struktur {(w, <) := ({1,..,N}, <, 78), wobei
TR die Liste derRelationenQ¥ := {i € {1,..,N} : w; = a}ist, firallea € A Das
heif3t,dasUniversumvon{w, <) bestehtwusallenPositionerin w, unddie Aussagea (i)
ist fir einePositioni genaudannwahr, wennani-ter Positionin w derBuchstabe steht.
Man kannnun FO(<, Ta)-Formelnbenutzerum AussagerilberWorte ausA* zumachen.
Einer Formel g, die keinefreien Variablenhat, ordnenwir die Wortsprachel.(y) zu, die
ausdenjenigenWortenw € A* bestehtfur die gilt (w, <) | ¢; hier sagenwir auch
»die Formely bestreibt die Wortsprachd. (). Um mehrWortsprachemurchFormeln
beschreiberzu konnen kannmanzusatzlicheeingebautéradikatezulassen.

4.1 Beispiel. Die Wortsprachel; := {a”b™ : n € N,,,m € N} lasstsichdurchdie
FO(<,7a)-Formel o, := 3z1);(x) beschreibenwobei ¢ (z) := Vy (y<z A Qa(y)) V
(y=2z A Qa(y)) V (z<y A Qu(y)).

Die Sprachel, := {a™b™ : n € N,,} lasstsichdurchdie FO(<, +, 7a)-Formel ¢, :=

Az (zpl () A3z (z+z=2 AVy (y<z V y=z))) beschreiben. O

Esist seitlangembekanntdassmanmit FO(<, 7a)-Formelngenaudie sternfreiregularen
Wortspracherbeschreiberkannund dassdie SpracheL., ausBeispiel4.1 nicht regular
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ist. Beispiel4.1zeigtalso,dasszusatzlicheeingebautd’radikatedie Ausdruckssirke der
Logik ersterStufewirklich vergroRerrkdnnen.— ManweiRsogardassir jedebeliebige
MengePrad von eingebauterPradikatendie FO(<, Pras, 74)-Formeln genaudiejenigen
Wortsprachemeschreibekdonnendie zur,Prad-uniformert VersionderSchaltkreiskm-
plexitatsklasseAC® getbren. Andererseitsst bekanntdassdie sehreinfache,unterdem
NamenPARITY bekannteSprache{w € {a,b}* : die Anzahlderasin w istgeradé
nochnichteinmalzur nicht-uniformenversionvon AC® getbrt unddaherauchnichtdurch
FO(<,Prad, a)-Formelnbeschreibbaist. Eine Ursachehierfir ist, dassder Buchstabe
b ein fur die SprachePARITY neutrler Buchstabest, d.h., dassman durch Einfugen
oderLdschernvon bsin einemWort aus{a, b}* nicht desserZugelorigkeit bzw. Nicht-
zugetvrigkeit zur Spracheandernkann. Sokannzum BeispielauchdasLeerzeicherals
neutralerBuchstabeur IATeX-Code sawie fir die meistenProgrammierspracheswufge-
fasstwerden. In Analogie zur Nicht-Beschreibbanit von PARITY formulierte Thérien
diefolgendeVermutung:

4.2 Definition (Crane Beach-\ermutung).

SeiPrid eine Menge von eingebautenPradikatenund sei F eine Formelklassgz.B. FO
oder FOunQ@. Die CraneBeach-\érmutungfiir (<, Prad) ist genaudannwahr, wenn
fur jedesAlphabetA undjedeSprache L C A*, die einenneutralen Buchstaberhat, gilt:

Falls L durch eine F(<, Prad, 74)-Formel bestireibbar ist, so kann L auch durch eine
K<, 7a)-Formelbestiriebenwerden. O

Ubersetzin die TerminologiederSchaltkreis-mplexitatstheoridesagtlie CraneBeach-
Vermutungfir FO(<, Prds), dassalle zur Pris-uniformenVersionvon AC® getbrigen
Sprachemit neutralemBuchstabersogarsternfreiregular sind.

Ein Hauptresultain [ScO] ist, dassdie CraneBeach-\érmutungfir FO(<, +, @, Teilg)

wabhr ist, wobei () eine bestimmte,unendlichgroReMengevon natirlichenZahlenund
Teil  die Liste aller Teilmengernvon @ ist. Als weiterespositivesResultatwird gezeigt,
dassfur jede MengePrid von eingebauterPradikatendie CraneBeach-\érmutungfir
BC(EFO)(<, Prad) wahrist, wobei BC(EFO) die Einsché&nkungder Logik ersterStufe
auf Boolesch&Kombinationervon rein existentiellenFormelnist. Der Beweisdieserbei-
den Resultatewird mit der MethodedesEhrenfeutt-Fraise Spiels(siehez.B. [Im99])

gefuhrt,undzwar indemeineGewinnstratgie fur einenderbeidenSpielerin einem, ein-
fachefi Spiel (d.h.in einemSpiel,in demmandie PradikateausPrad ignorierenkann)
Ubersetzwird zu einer Gewinnstratgie in einem, schwieriget Spiel (in demauchdie
PradikateausPrad bericksichtigtwerdenmiissen).

Andererseitsind aucheine Reihevon nggativeninstanzerder CraneBeach-\érmutung
bekannnt. So konntelImmermanbeispielsweiseeigen,dassdie Vermutungfiir FO(<,
+, x) falsch ist, d.h., esgibt eine SpracheL mit neutralemBuchstabengdie durcheine
FO(<, +, x)-Formel beschriebenverdenkann, nicht jedochdurch eine FO(<)-Formel.
Unter Benutzungvon Theorem3.1 wird in [Sc0] gezeigt,dassdie CraneBeach-\érmu-
tungfur FOunG<, Prad) genaudannfalsd ist, wennmanmit Hilfe derPradikatein Prad
eineMengevon natirlichenZahlenbeschreiberkann,die nicht semi-linearist. Dies hat
z.B. zur Folge, dassdie Vermutungfiir FOunG<, +, x) undfir FOunG<, @) falschist
(wobei @ die obenerwahnteMengeist, mit der die Vermutungfir FO(<, +, @, Teilg)
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wahrist).

In ihrer urspiringlichen,uneingeschianktenund von ImmermanfalsifiziertenVersionbe-
sagtedie CraneBeach-\érmutungdassbereitsFO(<)-Formelnausreichemm alle Spra-
chenmit neutralenBuchstaberzu beschreiberndie mit beliebigeneingebauteradikaten
in derLogik ersterStufebeschreibbasind. Ein Resultataus[Sc0] zeigtdasAusmal3jn
demdieseVersionder CraneBeach-\érmutungfalschist: Esgibt keineabzhlbare Men-
gePras von eingebauterPradikatenund keineabzhlbareErweiterungF der Logik erster
Stufe, so dassman durch K<, Prad)-Formelnalle Sprachermit neutralemBuchstaben
beschreiberkann, die mit beliebigen eingebauterPradikatenin der Logik ersterStufe
beschreibbasind.

5 Kollaps-Resultatein der Datenbanktheorie

RelationaleDatenbankn werdenin der Datenbanktheori®ft als relationaleStrukturen
Ubereinemfesten,moglicherweiseunendlichenUniversumU modelliert(siehez.B. das
Lehrbuch[AHV95)). Eine DatenbankiberU kannalsoalseiner-Struktur A = (U, 74)
aufgebsstwerden,wobei 7 eine Signaturist, die ausendlichvielen Relationssymbolen
besteht.Der aktiveDomainvon A, kurz: adon{.A), ist die Mengealler ElementeausU,
die zu mindestenginemTupel gedren,dasin einerder Relationeraus liegt. Somit
ist U die Mengealler potentiellenDatenbanklementewahrendadon{.A) die Mengeder
Elementeist, die tatsachlich in der Datenbank4 vorkommen. Eine Datenbankwird als
endlich bezeichnetfalls ihr aktiver Domainendlichist.

EineBoolestieAnfrage @ isteineAnfrage,diejederDatenbankA eine, Antwort’ Q(A) €
{ja, nein} zuordnet Ein Beispielfur eineBoolescheAnfrageist die AnfrageQparity : »ISt
die AnzahlderElementem aktivenDomaingerade?' . Analogkannmanauchk-stellige
Anfragen@ betrachtengdie jederDatenbankA eine k-stelligeRelation@(A) C U* zu-
ordnen.Der Einfachheithalberwerdenim Folgenderausschlief3liciBoolescheAnfragen
betrachtetalle erwahnterErgebnissgeltenaberanalogauchfir k-stelligeAnfragen.Als
Anfragesprache werdenwir hier die Logik ersterStufe betrachtendie allgemeinals der
relationaleKernderDatenbankanfragespracB&L angesehewird.

Im Bereichder Constrint Datenbankn (siehe[KLPOQ]) betrachtetman Datenbankn,
die in eine Kontextstruktureingebettesind, die ausdem UniversumU aller potentiellen
Datenbanklementesavie zusatzlicheneingebautefPradikatenauf U besteht.Als solche
Kontextstrukturenwerdenz.B. (N, <, +) oderauch(R, <, +, x) genutzt.Datenbankan-
fragen,diein derLogik ersterStufeformuliert sind,kdnnennunaufRerauf die Datenbank-
relationenausT auchauf die eingebauterPradikateder Kontextstruktur zugreifen. Die
NutzungsolchereingebauterPradikatekanndie Ausdruckssirke der Logik ersterStufe
enormerhbhen.Beispielsweisést bekanntdassobigeAnfrage@parirv in derLogik erster
Stufe ausgediickt werdenkann, falls die Datenbankn die Kontextstruktur(N, <, +, x)
eingebettetst, nichtaberfalls ausschlieRlictaufdie Datenbankrelationein 7 zugegriffen
werdenkann.

Zumeistverlangtman, dasseine Anfrage generisd ist, d.h., dasssie auf ,identischeh
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Datenbankn,unabtangigvon derenkonkreterRepiasentationauchidentischeErgebnis-
seliefert. Wann genauzwei Datenbankn als identischangeseherverden,hangtvom
jeweiligen Anwendungskntext abh  Im Bereichder raumlichen Datenbankn, in denen
die Datenbanknin einelinear geordneteKontextstruktur eingebettesind, werdenzwei
Datenbankn.A = (U, 74) und B = (U, 78) z.B. genaudannals ,identisch angesehen,
wennsie <-isomorphsind. Falls dasKontextuniversumU ausder Mengeder natirlichen
Zahlenbesteht bedeuteties, dasseseine ordnungserhaltendéjjektive Abbildung von
adontA) nachadon{B) gibt, die die Relationervon A auf die Relationenvon B abbil-
det. Falls dasKontextuniversumausdenreellenZahlenbestehtpedeutees,dasseseine
ordnungserhaltendbijjektive Abbildungvon R nachR gibt, die die Relationernvon A auf
die Relationernvon B abbildet.

Eine BoolescheAnfragewird nunals <-generist bezeichnetfalls sieauf <-isomorphen
DatenbanknidentischeErgebnissdiefert. Beispielsweisést die obenerwahnteAnfrage
QPARITY <'generiSCh.

Analog zur CraneBeach-\érmutungstellt sich nun folgendeFrage: Gegebeneine Kon-
textstruktur(U, <, Prad) undeineKlasse#” von DatenbankniiberU, kannFO(<, Prad)
mehr <-generischeAnfragenbeschreiberals FO(<) — oder gibt esumgelehrt zu je-
der FO(<, Pras, 7)-Formely eineFO(<, 7)-Formel, die aufallenDatenbanknaus.z”
aguialentzu ¢ ist? Falls letzterederFall ist, sosprichtmanvon einemKollaps-Resultat
genauersagt man ,die Kontextstruktur (U, <, Prdd) erlaubt den natiirlich-generistien
Kollapsfur FOaufder Datenbankklassez™ . Im Falle der Gilltigkeit einessolchenKol-
lapsekonntemanbeispielsweiseemNutzererlaubenzur einfacherer-ormulierungsei-
nerDatenbankanfragdie Pradikatein Prad zuHilfe zunehmerunddannautomatiscldie-
seFO(<, Prad)-Anfragein einedquivalenteund effizientauszuwertendeO(<)-Anfrage
umwandeiln.

Einen umfassenderberblick tiber solche natirlich-generischerkollaps-Resultatdiir
die Klassealler endlichen Datenbankn findet man z.B. in [KLPOQ]. Nun kann aller
dings eine Datenbankrelationgie unendlid viele Tupel enthalt, duch einen Algorith-
musreprasentiertverden,der bei EingabeeinesbeliebigenTupelsermittelt, ob dasTu-
pel zur Datenbankrelatiorgelirt oder nicht. Daherware es wiinschenswertKollaps-
Resultateauchfir unendlicie Datenbankn zu erzielen. Die meistenbisherbekannten
MethoderzumNachweisvon Kollaps-Resultatenutzenjedochganzwesentlichdie End-
lichkeit der betrachteterDatenbankn. In [Sc0] wird die Methodeder Ubersetzung
von Gewinnstrategienim Ehrenfeutit-Fraiss Spielvorgestelltund genutzt,um Kollaps-
Resultateauchfir unendlicheDatenbanknzu erzielen. Es stellt sich sogarherausdass
der natirlich-generische&kollaps genaudann gilt, wenn die Ubersetzungron Gewinn-
stratgien im Ehrenfeucht-Fris€ Spiel mdglich ist. Mittels dieserMethodewird bei-
spielsweisegezeigt,dassdie Kontextstrukturen(N, <, Teil) und(N, <, +, Q, Teil ) den
natirlich-generischerKollaps fur FO auf der Klassealler beliebigen Datenbankn er
lauben. HierbeibestehtTeil ausallen Teilmengenvon N, @ ist die bereitsin Kapitel 4
erwahnteunendlichgroReMenge von natirlichen Zahlen, und Teilg bestehtausallen
Teilmengenvon Q.

DieseKollaps-Resultatiassersichvom KontextuniversumN auchauf dasKontextuniver-
sumR Ubertragenso dassmanfolgendesErgebniserhélt: Die Kontextstrukturen(R, <,
Teil) und (R, <, +, Q, Teil g, Q, Z, Gruppen) erlaubenden natirlich-generischetKollaps
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fur FO auf der Klassealler N-einbettbaen Datenbankn. HierbeibestehtTeil ausallen
Teilmengernvon R und®ruppen ausallenTeilmengernvon R, die beiglich + eineGruppe
sindunddie Zahl 1 enthalten Eine Datenbankeil3tN-einbettbar fallsihr aktiver Domain
ordnungserhaltenth die natirlichen Zahleneingebetteiverdenkann. Eine Datenbank
heiRtN-reprasentierbar falls jedeihrer Relationeraushdchstensabzhlbarvielenmehr
dimensionalen,Rechteckr’ besteht,die durch eine N-einbettbareMengereprasentiert
werdenkdnnen. Mittels einesLifting TheoemskdnnenKollaps-Resultatélir die Klasse
der N-einbettbarerDatenbankn sogarauf die (groRere)Klasseder N-reprasentierbaren
Datenbanknuibertragerwerden.
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