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Abstract: In der Dissertation werden Methoden zur Losung spezieller inverser Pro-
bleme untersucht. Typischerweise sind inverse Probleme schlecht gestellt. Ein gut ge-
stelltes Problem erfiillt nach Hadamard die Eigenschaften, dass eine eindeutige Losung
existiert, die stetig von den Daten abhingt. Ist dies nicht der Fall nennt man das Pro-
blem schlecht gestellt. In vielen Anwendungen ist es nicht notwendig das inverse Pro-
blem im Detail zu 16sen. Man ist nur an Gebieten interessiert, die sich in gewissen
physikalischen Eigenschaften zur Umgebung unterscheiden. Beispielsweise sucht man
in nicht destruktiven Testmethoden Locher, Risse oder Inklusionen in einem Material.
Wir bezeichnen diese Unterteilung des untersuchten Gebietes in Inklusion und Umge-
bung als binédre Teilung des Gebietes. In dieser Arbeit studieren wir drei verschiedene
Methoden um diese bindren inversen Probleme zu 16sen.

1 Einfithrung

In der Industrie und Medizin stieg in den letzten Jahren die Wichtigkeit von inversen
Problemen enorm an. Ein bekanntes Beispiel eines inversen Problems ist die Computer
Tomographie. Hier wird eine Rontgenquelle um einen Korper bewegt und die resultie-
rende Intensitdt des Rontgenstrahls gemessen. Diese Intensitdt gibt Aufschluf} tiber die
Abschwichung der Strahlung durch den untersuchten Korper. Diese Messungen bezeich-
nen das direkte Problem. Das inverse Problem besteht nun darin, das Innere des Korpers
durch die Messungen der Intensitéiten zu rekonstruieren. Dazu wird die sogenannte Ra-
dontransformation verwendet.

In dieser Arbeit 16st man das inverse Problem nicht exakt, sondern man ist interessiert dar-
an Regionen zu finden, die sich in gewissen physikalischen Eigenschaften unterscheiden.
Dies wird in vielen Anwendungen benétigt, wie zum Beispiel das Finden von Minen im
Boden. Ein medizinisches Beispiel wire die Erkennung von Tumorzellen mit elektrischer
Impedanztomographie, da die Leitfdhigkeit von Tumorzellen groBer ist als die von gesun-
den Zellen. Im Detail sei B C IR" ein Gebiet und 2 C B eine Teilmenge, in der sich
bestimmte Eigenschaften beziiglich Q := B\ Q unterscheiden. In Abbildung 1 ist eine
derartige Geometrie dargestellt. Das Ziel ist es die Inklusion 2 zu detektieren und dies
fiihrt zu einer bindren Unterteilung des Gebietes B. Im folgenden werden drei Methoden
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Abbildung 1: Darstellung einer bindren Unterteilung des Gebietes B.

untersucht, die eine bindre Losung eines inversen Problems liefern.

Die ersten beiden Methoden sind Regularisierungsverfahren. Im Allgemeinen fiihren Re-
gularisierungsmethoden zu keiner binére Teilung. Deshalb betrachten wir ein inverses Pro-
blem mit Nebenbedingung. Diese Nebenbedingung erfiillen wir in der ersten Methode
durch Einfiihrung eines Projektionsoperators. Anschliefend 16sen wir das umformulierte
Problem mittels spezieller Level Set Regularisierung, die ein Tikhonov- und ein Totalvaria-
tionsfunktional beinhaltet. Die erarbeitete Methode ist eine Erweiterung zur bestehenden
Regularisierungstheorie, da wir eine Operatorgleichung betrachten, bei der der Operator
zerlegt werden kann in einen nicht linearen stetigen und einen unstetigen Teil. Der zweite
Zugang ist eine Relaxation des Problems indem wir ein Ginzburg-Landau Funktional in
den Regularisierungsprozess einfiihren. Dieses Ginzburg-Landau Funktional erzwingt im
Grenzfall eine bindre Teilung.

Als drittes wird eine Alternative zu Regularisierungsmethoden zur Erkennung von Inklu-
sionen untersucht. Dies ist die so genannte Faktorisierungsmethode. Diese Methode ver-
gleicht Messungen am Rand eines Korpers mit Inklusionen und Messungen auf einem
Referenzkorper ohne Inklusion. Die Differenz dieser Paare von Messungen wird faktori-
siert. Diese Faktorisierung erzeugt das Bild eines virtuellen Operators, der die Inklusion
wie folgt charakterisiert. Geeignete singuldre Funktionen gehdren zum Bild des Operators
genau dann, wenn die Singularitét innerhalb der Inklusion liegt. In der Dissertation wird
diese Methode erstmals auf ein zeitabhingiges Problem erweitert.

2 Regularisierungsmethoden

Wir betrachten die schlecht gestellte Operatorgleichung
Fiz)=y (1)

mit F' : dom(F) — Y, wobei dom(F') C X der Defintionsbereich von F ist. X ist ein
Banachraum und Y ein Hilbertraum. Weiters sei y° € Y eine Storung der Daten iy € Y’
und wir nehmen an, dass

ly —4’lly <9.
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Wir sind nun daran interessiert eine stabile Losung von (1) aus der Kenntnis von ¢° zu
finden.

Da (1) schlecht gestellt ist, muf3 es keine Losung geben beziehungsweise falls eine Losung
existiert muf3 diese nicht eindeutig sein. Weiters muf} die Losung nicht stetig von den Daten
abhingen, so dass wir das schlecht gestellte Problem durch eine Familie von gut gestellten
Problemen approximieren. Dadurch ist eine Moglichkeit gegeben eine Losung auf einem
stabilen Weg zu finden. Diese speziellen Methoden heiflen Regularisierungsverfahren. In
[EHNO6, Kir96] wird das Konzept dieser Verfahren beschrieben.

Im folgenden sei F' ein stetiger nicht linearer Operator und eine Losung von (1) soll die
Nebenbedingung erfiillen, dass sie in der Menge von zulédssigen Funktionen

Pi={z:2z=1+xa}

enthalten ist. Hier ist €2 eine Menge von endlichen Umfang und x, bezeichnet die charak-
teristische Funktion der Menge €. Eine Funktion z € P ist im allgemeinen einen unstetige
Funktion mit zwei Werten und dies reprisentiert eine bindre Zerlegung des Gebietes B.
Weiters sei LP(B) die Menge der p-integrierbaren Funktion iiber B.

Im Abschnitt 2.1 wird eine Losung der Operatorgleichung mit Nebenbedingung mit Level
Set Methoden untersucht. Eine detailierte Beschreibung dieser Methode ist in [FLS05]. Als
nichstes benutzen wir das Ginzburg-Landau Funktional in der Regularisierungsprozedur
um die Nebenbedingung zu erfiillen. Eine kurze Einfiihrung dieses Verfahrens wird in
Abschnitt 2.2 gegeben. Eine genau Untersuchung kann in [FG08] nachgeschlagen werden.

2.1 Level Set Regularisierung

Wir betrachten eine Level Set Methode um die Operatorgleichung (1) unter der Nebenbe-
dinung, dass eine Losung in P enthalten ist. Dazu fiihren wir den Projektionsoperator

HYB) — P
P: 1 firg() <0
o)~ { 2 fiir ¢(-) >0
ein, wobei H'(B) der Sobolovraum der quadratintegrierbaren Funktion mit quadratinte-
grierbarer Ableitung ist. Nun schreiben wir das Problem mit Nebenbedingung um in ein
Problem ohne Nebenbedingung, indem wir den Projektionsoperator in Gleichung (1) ein-
fithren, i.e.,

F(P(9)=y. 2)

Jetzt untersuchen wir eine schlecht gestellte Operatorgleichung ohne Nebenbedingung,
wobei der Operator aufgeteilt werden kann in einen nicht linearen stetigen und einen uns-
tetigen Teil. Man beachte, dass der analytische Umgang mit dem Operator F'o P schwierig
ist, da P nicht schwach abgeschlossen und unstetig ist. Deshalb ist die Standardtheorie hier
nicht anwendbar. Durch die Einfiihrung eines neuen Konzepts eines Minimieres fiir Regu-
larisierungsfunktionale ist es gelungen eine Konvergenzanalysis fiir derartige Operatoren
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zu entwickeln. Dieser Zugang heilit Level Set Regularisierung, da der Rand eines Objektes
durch die Level Sets einer Funktion gegeben ist.

Ein Standardverfahren um die schlecht gestellte Operatorgleichung (2) zu 16sen ist die
Tikhonovregularisierung. Das heift wir minimieren das Funktional

1
SIEP@) =y} + 516 = 6" 3 )

in H'(B), wobei ¢* € H'(B). Ein Minimierer ¢, dieses Funktionals wird als Grenzwert
@q = lim._,¢ ¢ o im schwachen Sinne vertanden, wobei ¢, , das Funktional

1 Q %
§||F(Pa(¢))—yé||2y+§||¢—¢ 7 () 3)
in H'(B) minimiert und

1 for ¢() < —¢,
P(6()) =4 2+ for ¢() € [~,0]
2 for ¢() >0,
approximiert P fiir ¢ — 0.

Man kann nun zeigen, dass ein Minimierer ¢. , existiert fiir alle ¢* € H'(B), a > 0
und € > 0. Allerdings gibt es keine analytische Begriindung dafiir, dass fiir eine Folge
(Per.ar ) ker Mit e, — 0 von Minimieren von (3) gilt

lim P(62,.0,) € P

Dies liegt daran, dass der Operator P nicht schwach abgeschlossen ist. Nehmen wir zu-
sdtzlich an, dass die Totalvariation |P (¢, o, )| beschréinkt ist. Dann kann man zeigen,
dass es eine konvergente Teilfolge von (P(¢c, 0. ))ker in L'(B) gibt und somit deren
Grenzwert in P enthalten ist.

Deshalb wird ein zusitzliches Regularisierungsfunktional in den Minimierungsprozef3 ein-
gebunden. Wir betrachten nun das Funktional

SIEP) ~ o1 + 5ol P@)] + 516~ 6" s, - @

Um die Existenz eines Minimieres dieses Funktionals zeigen zu kdnnen miissen wir ein
neues Konzept eines Minimieres definieren.

Definition 1 1. Ein Paar von Funktionen
(2,6) € L*(B) x H'(B)
heifit zuldssig, falls

(i) eine Folge (pr)rer in H* () exisitert, so dass ¢ — ¢ beziiglich der L3-
Norm und



Florian Friihauf 115

(ii) eine Folge (e ) ke von positiven Zahlen mit Grenzwert Null exisitiert, so dass
P.,(¢r) — zin L'(B) .

2. Ein Minimierer von (4) wird als ein zuldissiges Paar von Funktionen (z, ¢) betrach-
tet, welches

1
IIF() =I5 +ap(z,0) )

iiber alle zuldssigen Paare minimiert. Hier ist
. .. 1 * |2
p(z,¢) = infliminf § B Fe, (¢0)] + 5o — ¢* ) |

wobei das Infimum genommen wird beziiglich aller Folgen (cy,)rer, die Item 1(ii)
erfiillen, und aller Folgen (¢y)ker, die Item 1(i) erfiillen.

Ein verallgemeinerter Minimierer von (4) ist ein Minimierer von (5) auf der Menge der
zuldssigen Paare.

Mittels dieser Definition eines verallgemeinerten Minimierers kann nun eine Konvergenz-
analysis durchgefiihrt werden. Das heil3t die Existenz eines verallgemeinerten Minimierers
wird bewiesen, sowie die Existenz einer Minimum Norm Losung (27, ¢1). Eine Minimum
Norm Losung ist ein Paar von zulédssigen Funktion fiir die gilt:

1. F(zh) =y,
2. p(zt,¢") =inf {p(z, ¢) : (2, ¢) zulidssig und F(z) = y} .

Weiters kann die Konvergenz fiir « — 0 und § — 0 von verallgemeinerten Minimierern
von (4) zu einer Minimum Norm Lésung gezeigt werden.

2.2 Ginzburg-Landau Regularisierung

In diesem Abschnitt studieren wir eine Ginzburg-Landau Regularisierungsmethode um die
nicht lineare Operatorgleichung (1) zu 16sen unter der Nebenbedingung, dass die Losung
in P enthalten ist. Bei der Level Set Regularisierungsmethode wurde der Projektionsope-
rator eingefiihrt um die Nebenbedingung zu erfiillen. Hier benutzen wir ein geeignetes
Regularisierungsfunktional.

Das Ginzburg-Landau Funktional ist definiert durch

£() = /B (;|v2|2+ iW@)) dr, W(z)= % (22— 1)°.

Offensichtlich ist, dass lim._,q £(z) < oo genau dann, wenn |z(x)| = 1 fiir fast alle
x € B. Fiir z : B — IR ist dies bewiesen von Modica und Mortola [AD0O].
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Diese Eigenschaft nutzen wir nun aus. Wir minimieren das Funktional
1 € 1
SIFG) =l +a [ SIVa + 2w da, ©
2 B 2 3

Das Potential W muf} jedoch auf die Nebenbedingung angepalit werden. Die Position der
Minimia von W sollen an den gewollten Werten des Minimieres von (6) gewihlt werden.

Eine mogliche Wahl ist
1 2
W(z) =7 ((z=2)(==1)".
Es kann nun fiir @ > 0 und € > 0 die Existenz eines Minimieres von (6) gezeigt werden.
Allerdings ist dieser im Allgemeinen nicht in P enthalten und somit ist die Nebenbedin-
gung nicht erfiillt. Es ist jedoch mdglich fiir den Grenzprozefl von € — 0 zu beweisen,
dass weiterhin ein Minimierer exisitert und dieser die Nebenbedingung erfiillt.

2.3 Numerische Beispiel

Wir untersuchen das inverse Leitfdhigkeitsproblem um die beiden Regularisierungsverfah-
ren zu testen. Das Problem kann wie folgt formuliert werden: Wir wollen Inklusionen mit
konstant gleicher Leitfahigkeit in einem Medium mit einer anderen konstanten Leitfahig-
keit erkennen. Dafiir betrachten wir das Neumann Problem

V- (kVu) = 0 inB,
Hauu|63 = 9,
Jopulopds = 0.

Die #dussere Normale bzgl. B bezeichnen wir mit v und u|sp ist die Spur von v auf 9B.
Hier beschrinken wir uns auf Leitfdhigkeiten

{2 inQ
"T11 inB\Q.

Es sei g # 0. Wir definieren den Operator
F:r— ulpp.

Das inverse Problem ist nun die Rekonstruktion der Leitfihigkeit x aus der Kenntnis der
Neumann Daten ¢ und den zugehorigen Dirichlet Daten u|gp. In Abbildung 2 ist ein
Ergebnis der beiden Methoden dargestellt.

Die beiden Regularisierungsmethoden fiihren zu iterativen Losungsprozeduren. Man star-
tet mit einer Anfangsfunktion und @ndert diese Funktion in Abhéngigkeit der gemessenen
Daten ab. Diese Implemtierungen sind sehr rechenintesiv. Insbesondere verwenden wir
hier ein Landweber Iterationsverfahren ohne a-priori Wissen. Wegen der geringen Kon-
vergenzraten benotigt man mehr als 1000 Iteration und wihrend einer Iteration miissen
zwei partielle Differentialgleichungen mit iterativ wechselden Koeffizienten gelost wer-
den. In den letzten Jahren wurde eine alternative Methode zu Regularisierungsverfahren
entwickelt. Dies ist die sogennannte Faktorisierungsmethode, die im nédchsten Abschnitt
beschrieben wird.
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Abbildung 2: Im linken Bild wird die zu rekonstruiernde Leitfdhigkeit gezeigt. In der Mitte ist das
Ergebnis mit der Level Set Methode dargestellt und rechts das Resultat der Ginzburg-Landau Regu-
larisierung.

3 Faktorisierungsmethode

Die Faktorisierungsmethode wurde von Andreas Kirsch eingefiihrt [Kir98] und seit dem
auf mehrere stationidre und harmonische Probleme erweitert, siche [Bru99, Geb06] und
Referenzen darin. Die Hauptschwierigkeit der Faktorisierungsmethode ist, dass die Me-
thode nicht verallgemeinert werden kann. Jede Anwendung benutzt deren spezielle Ei-
genschaften um zu zeigen, dass das Bild des virtuellen Operators durch die Messungen
charakterisiert werden kann. Eine Erweiterung der Faktorisierungsmethode zu anderen
Problem ist sehr schwierig. Zum Beispiel ist sie bisher nicht fiir parabolische Probleme
anwendbar.

Die Faktorisierungsmethode ist eine nicht iterative Samplingmethode. Fiir die numerische
Implementierung werden mehrere Messungen benotigt um eine Approximation des Bil-
des des virtuellen Operators zu erhalten. Dafiir muf3 ein fixes direktes Problem fiir jede
Messung gelost werden. Im Gegensatz dazu bendtigen die vorgestellten Regularisierungs-
verfahren nur eine Messung.

Im folgenden wird die Idee der Faktorisierungsmethode kurz erldutert anhand der ersten
Erweiterung dieser Methode auf ein zeitabhingiges Problem, deren Details in [FGS07]
nachgelesen werden konnen. Wir bezeichnen mit Z7 = Zx]0,T[, wobei Z € {B, Q,09Q}.
Das direkte Problem ist das parabolisch-elliptisches Randwertproblem

O (xa(z)u(z,t)) = V- (k(z)Vu(z,t)) inBrp,
KOyulop = g,
u(z,0) = 0in B,

wobei x(x) > 0. In [FGS07] wird zunichst das direkte Problem bearbeitet und Bedingun-
gen fiir die Existenz einer eindeutigen Losung gegeben. Ausserdem ist eine numerische
Implementierung mittels Kopplung von Randelementmethoden mit Finite Element Me-
thoden entwickelt worden.

Das Ziel des inverse Problem ist es aus der Kenntnis der Neumann-Dirichlet Abbildung
A, 1 g — u|op die Inklusion 2 zu detektieren. Es wird angenommen, dass x(z) = 1 in
Q@ und k(z) > 1 innerhalb der Inklusion 2. Um die Faktorisierungsmethode anzuwenden
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betrachten wir noch eine Referenzmessung ohne Inklusion, also Ag : g — wug|gp wobei
uo Losung von

Aug(z,t) = 0in By
dvuglop = g
u(z,0) = 0inB

ist. Weiters sei 1) ein gegebener Flul auf 9Q2p. Dann definieren wir einen virtuellen Ope-
rator L : 1 — v|sp, wobei v Losung des Randwertproblems

Av(z,t) = 0inQr
dvlop = 0
dvloa = ¢
v(z,0) = 0inB

ist. Bei den bisherigen Anwendungen wird die Detektion der Inklusion €2 erzielt indem
man zeigt, dass das Bild von (A, — Ao)l/ 2 gleich dem Bild des Operators L ist. Diese
Identitét der Bildraume 148t sich fiir dieses parabolisch-elliptische Problem nicht beweisen.
Allerdings sind hinreichend viele Funktionen in beiden Bildraumen enthalten um mit der
Auswertung der Paare (g;,u; —ug,),% = 1, ..., N, das Bild von L abschitzen zu konnen.

Als nichstes werfen wir einen Blick auf den Bildraum des Operators L. Die Losungen
v des Randwertproblems sind harmonisch und somit besonders glatte Funktionen. Starke
Oszillationen treten nur in der Nihe des Randes von (Q auf. Da am du3eren Rand zusétzlich
homogene Neumannrandbedingungen gelten, konnen Unglattheiten nur in der Nihe der
Inklusion auftreten. Das heifSt je weiter man von (2 entfernt ist, desto glatter werden die
Losung v. Diese Eigenschaft spiegelt sich im Bild von L wieder.

Geeignete Testfunktionen mit einer Singularitit in z werden nun benutzt um die Inklusion
Q zu detektieren. Diese Testfunktion erfiillen dhnliche Glattheitseigenschaften wie die
Funktionen v auBer in der Néhe der Singularitit. Dies nutzen wir in unserem Algorithmus.
Es 148t sich zeigen, dass die Testfunktionen genau dann im Bildraum von L enthalten sind,
wenn die Singularitit z € 2. In Abbildung 3 ist eine Rekonstruktion der Inklusion mit der
Faktorisierungsmethode dargestellt.

4 Zusammenfassung

Es wurden drei Methoden vorgestellt um eine binédre Rekonstruktion von inversen Pro-
blemen zu erhalten. Diese Methoden konnen zum Beispiel zur Segmentierung von me-
dizinischen Bilddaten eingesetzt werden. Insbesondere wurde eine Analysis zu einer Va-
riationsformulierung fiir Level Set Methoden geliefert. Die Ginzburg-Landau Regulari-
sierungsmethode wurde auf nicht lineare Operatorgleichungen erweitert. Die Erweiterung
der Faktorisierungsmethode sollte fiir die Ausdehnung dieser Methoden auf realistische
zeitabhidngige Probleme ein Anfang sein.
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Abbildung 3: Diese Abbildung zeigt die Rekonstruktion einer mondférmigen Inklusion (gestrichelte
Linie). Der schwarze Bereich zeigt das erzielte Resultat.
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