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Mitteilungen der Sprecher

Liebe Mitglieder der Fachgruppe Computeralgebra,

am 18. Februar 2013 fand an der Leibniz-Universität in Hannover die fünfte Sitzung der aktuellen
Fachgruppenleitung statt.

Mit Bestürzung erfuhren die Anwesenden zu Beginn der Sitzung vom unerwarteten Tod von Prof. Dr.
Michael Hofmeister nach kurzer, schwerer Krankheit. Herr Hofmeister war in der Fachgruppenleitung
als Fachexperte Industrie tätig und nahm mit seinem Engagement zur Verbindung universitärer und
industrieller Forschung eine wichtige Rolle ein. Sein Einsatz und Ideenreichtum, unter anderem bei der
Organisation der Industrietagung der Fachgruppe, werden schmerzlich vermisst werden. Einen Nachruf
für Herrn Hofmeister finden Sie auf Seite 5.

Im Mittelpunkt der Sitzung standen die vielfältigen Tagungsaktivitäten der Fachgruppe, der aktuelle
Computeralgebra-Rundbrief sowie die Organisationsstruktur der Fachgruppe.

Die zweite Ausgabe der Industrietagung „Industrial Applications and Prospects of Computer Alge-
bra“ (IAPCA 2013) der Fachgruppe findet am 16. und 17. September 2013 am Zuse-Institut in Berlin
statt. Wir widmen diese Tagung dem Andenken an Herrn Hofmeister. Die Planungen sind zur Zeit in
vollem Gange, nähere Informationen finden Sie auf Seite 6 und unter der dort angegebenen Webseite.

Eine weitere hochrangige und internationale Tagung mit Fachgruppen-Beteiligung ist die Konferenz
„Computer Algebra in Scientific Computing 2013“ (CASC 2013), die vom 9. bis zum 13. September
2013 ebenfalls am Zuse-Institut Berlin stattfinden wird. General Chairs sind Ernst W. Mayr von der
Fachgruppenleitung und Vladimir P. Gerdt, Program Committee Chairs sind Wolfram Koepf von der
Fachgruppenleitung und Evgenii V. Vorozhtsov. Nähere Informationen zur CASC 2013 finden Sie auf der
Seite 31.

Nach dem von Hans-Gert Gräbe von der Fachgruppenleitung veranstalteten erfolgreichen ersten
Workshop zu SymbolicData im vergangenen Dezember ist ein zweiter Workshop für den Zeitraum 25.-
27. Juli 2013 geplant. Hierzu finden Sie weitere Informationen unter der Webseite
http://symbolicdata.org/wiki/Events.

Im Computeralgebra-Rundbrief im Herbst werden wieder die Wahlunterlagen für die nächste Legis-
laturperiode der Fachgruppenleitung verschickt. Wir bitten, bis dahin Vorschläge und Bewerbungen beim
Sprecher Florian Heß (florian.hess@uni-oldenburg.de) einzureichen. Jeder, der hier mitwirken will, ist
herzlich willkommen!

Wir hoffen, Sie mit dem vorliegenden Heft gut zu informieren.

Florian Heß Eva Zerz
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Nachruf

Nach kurzer schwerer Krankheit starb am 15. Februar dieses Jahres Prof. Dr. Michael Hofmeister,
der der Fachgruppe seit 2008 als Fachexperte Industrie angehörte. Das Kernziel seines Engagements
in der Fachgruppe war hierbei das Überbrücken der Kluft und das Initiieren eines Dialoges zwischen
der universitären Forschung in Computeralgebra auf der einen und den industriellen Anwendern
von Computeralgebrasystemen auf der anderen Seite. Auf seine Initiative geht die Tagungsreihe
Industrial Applications and Prospects of Computer Algebra der Fachgruppe zurück, die 2011
begann und in diesem Jahr fortgesetzt werden wird.

Auch sein wissenschaftlicher Werdegang und Berufsweg sind gekennzeichnet durch Aktivitäten in
beiden Welten. Nach einem Studium des gymnasialen Lehramts für die Fächer Mathematik und
Physik promovierte Michael Hofmeister 1986 in Köln in Mathematik. Sein Interessengebiet hier lag
vor allem im Bereich der Kombinatorik, Diskreten Mathematik und Optimierung.

1990 verließ er den Hochschulbereich und ging in die Industrie, zu Siemens in München, wo er
bis zu seinem Tod tätig war. Hier sammelte er vielfältige Erfahrungen im praktischen Einsatz ma-
thematischer Methoden in Industrieprojekten und hob den Kompetenzbereich Discrete Optimization
mit aus der Taufe, der in das später von ihm geleitete Applikationsfeld Modeling, Simulation and
Optimization überging. Aus seiner engen Zusammenarbeit mit technischen Projekten erwuchsen
dabei auch mehrere Patente.

Gleichzeitig blieb er aber auch dem Hochschulbereich verbunden und habilitierte sich 2004 in
Darmstadt, wo er 2009 eine Honorarprofessur erhielt. Seit 2011 war er Honorarprofessor in Erlan-
gen. Diese Verbindung von industrieller Tätigkeit und universitärer Lehre und Forschung nutzte er
nicht nur im Angebot entsprechender Lehrveranstaltungen, sondern auch zur Nachwuchsförderung
durch die Vergabe von Studierenden- und Promotionsstipendien und als Vertreter der Berufspraxis
im Fachausschuss Mathematik der Akkreditierungsagentur für Studiengänge der Ingenieurwissen-
schaften, der Informatik, der Naturwissenschaften und der Mathematik (ASIIN). Darüberhinaus war
es ihm als Gründungsmitglied des Strategiekomitees für mathematische Modellierung, Simulation
und Optimierung (KoMSO) ein besonderes Anliegen, das Potenzial der Mathematik für die Industrie
und für die Gesellschaft besser zu erschließen und nutzbar zu machen.

Mit ihm verliert die Fachgruppe Computeralgebra einen geschätzten Experten und engagierten
Kollegen, der gerade durch seinen facettenreichen Werdegang immer wieder neue Perspektiven und
Gesichtspunkte einbringen konnte. Die Industrietagung im September (siehe Seite 6), zu deren Pla-
nung er schon nicht mehr so beitragen konnte, wie er es gerne gewünscht hätte, möchte die Fach-
gruppe Computeralgebra seinem Andenken widmen; sie wird am ZIB in Berlin stattfinden, dessen
wissenschaftlichem Beirat er ebenfalls angehörte.
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Tagungen der Fachgruppe

Industrial Applications and Prospects of Computer Algebra 2013, 16.–17. September 2013, Berlin

Industrial Applications and Prospects of Computer
Algebra 2013, 16.–17. September 2013, Berlin
http://www.computeralgebra.de/
IndustrialApplications2013

in memoriam Michael Hofmeister

Im September dieses Jahres lädt die Fachgruppe wieder
zu einer Konferenz ein, deren zentrale Themen indus-
trielle Anwendungen der Computeralgebra sind sowie
bestehende und zukünftige Erwartungen, die mit einem
solchen Einsatz verbunden sind. Ziel dieser Tagungsrei-
he ist, den Dialog zwischen den verschiedenen Interes-
sengruppen im Umfeld industrieller Anwendungen der
Computeralgebra zu fördern:

• Universitäten und Hochschulen, die formale Me-
thoden im Umfeld von CA erforschen und zur
Verfügung stellen,

• Tool-Provider, die diese Methoden zur Marktreife
führen, sowie

• Unternehmen und anwendungsorientierte öffent-
liche Forschungseinrichtungen, die diese Metho-
den durch Verwendung der Tools bei der Entwick-
lung neuer Produkte zum Einsatz bringen.

Die Konferenz soll als Forum für alle Interessengrup-
pen dienen, nicht nur, um Erfahrungen auszutauschen,
sondern auch, um die Anforderungen an den industri-
ellen Einsatz der Computeralgebra im Unterschied zu
anderen Einsatzbereichen (wie etwa der Schule und
Hochschule) zu diskutieren. Da die Initiative zu dieser
Konferenzreihe auf den kürzlich verstorbenen Michael
Hofmeister zurückgeht, möchte die Fachgruppe Com-
puteralgebra ihm die diesjährige Tagung widmen.

Wie auch vor zwei Jahren ist wieder ein Vortrags-
programm aus Beiträgen der drei Interessengruppen
vorgesehen, begleitet von Ausstellungen und Postern.
Die Hauptvorträge in diesem Jahr beschäftigen sich un-
ter anderem mit Kryptographie, Industrieeinsatz von
CAS und Algebraischer Statistik. Kurzbeiträge und Pos-
ter sind willkommen; Näheres zum Einreichen und den
Deadlines entnehmen Sie bitte der Homepage.

Das Zuse Institut in Berlin bietet uns in diesem Jahr
das geeignete Umfeld für die Tagung, die Organisati-
on liegt diesmal in den Händen von Frau Baciu (Shell
Oil), die kurzfristig Herrn Hofmeisters Aufgaben über-
nommen hat, Frau Frühbis-Krüger (Leibniz Universität
Hannover) und Herrn Neun (ZIB) als lokalem Organi-
sator.
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Themen und Anwendungen der Computeralgebra

Die Ordnung von Tate-Shafarevich
Gruppen modulo Quadrate
S. Keil, R. N. Kloosterman
(Humboldt-Universität zu Berlin)

keil@math.hu-berlin.de
klooster@math.hu-berlin.de

Lokale und globale Lösungen
Eine der ältesten Problemstellungen der Zahlentheorie
ist das Beschreiben der Lösungsmenge von diophanti-
schen Gleichungen. Eine algebraische Gleichung heißt
diophantisch, wenn alle in ihr vorkommenden Koeffizi-
enten ganze Zahlen sind. Eine allgemeine diophantische
Gleichung vom Grad 2 in zwei Variablen hat die Gestalt

a1X
2 + a2Y

2 + a3XY + a4X + a5Y + a6 = 0,

wobei die sechs Koeffizienten ai aus Z sind. In Grad 3
erhalten wir somit die allgemeine Formel

a1X
3 + a2Y

3 + a3X
2Y + a4XY 2 + a5X

2 + a6Y
2

+a7XY + a8X + a9Y + a10 = 0.

Üblicherweise interessiert man sich nun für ganzzahlige
oder rationale Lösungen solcher diophantischer Glei-
chungen. In diesem Abschnitt werden wir uns am meis-
ten mit diophantischen Gleichungen in zwei Unbekann-
ten beschäftigen.

Gibt es eine rationale Lösung einer diophantischen
Gleichung, so gibt es natürlich auch eine reelle Lösung
für diese Gleichung, d. h., gibt es keine reelle Lösung,
so kann es auch keine rationale Lösung geben. Zum Bei-
spiel hat die Gleichung X2 + Y 2 + 1 = 0 keine ra-
tionale Lösung, was man leicht überprüft, indem man
zeigt, dass es keine reelle Lösung gibt. Eine Variante der
obigen Fragestellung erhält man, indem man homogene
diophantische Gleichungen in der projektiven Ebene P2

Q
betrachtet, d. h., man sucht die Nullstellenmenge von
Polynomen f ∈ Q[X,Y, Z], wobei die Grade der ein-
zelnen Monome alle gleich sind. In Grad 2 erhalten wir
demnach die allgemeine Formel

a1X
2 + a2Y

2 + a3XY + a4XZ + a5Y Z + a6Z
2 = 0

mit ai ∈ Q. Durch entsprechendes Durchmultiplizieren
mit dem Hauptnenner der Koeffizienten ai ändert sich

die Lösungsmenge nicht und man erhält stets ein Poly-
nom aus Z[X,Y, Z]. Ist ein Tripel (x0, y0, z0) eine ratio-
nale Lösung eines solchen Polynoms f(X,Y, Z), so ist
auch jedes rationale Vielfache davon eine rationale Lö-
sung. Die so erhaltenen Tripel interpretieren wir als eine
projektive Lösung (x0 : y0 : z0). Den Nullvektor wollen
wir dabei allerdings nicht als gültige Lösung akzeptie-
ren. O.B.d.A. können wir also stets für eine projektive
Lösung (x0 : y0 : z0) annehmen, dass x0, y0, z0 ∈ Z
und ggT(x0, y0, z0) = 1 gilt. Dies ermöglicht uns über
eine Lösung modulo pn zu sprechen, für eine Primzahl
p und ein n ∈ N.

Umgekehrt können wir auch die Gleichung f ≡
0 mod pn betrachten und nach Lösungen in Z/pnZ fra-
gen. Aus Hensels Lemma lässt sich folgern, dass es für
jede Primzahl p ein berechenbares np ∈ N gibt, so dass
für jedes n ≥ np gilt, dass wenn f = 0 eine Lösung mo-
dulo pn hat, dann hat f = 0 auch eine Lösung modulo
pn+1. Dabei ist die ursprüngliche Lösung aus der späte-
ren rekonstruierbar, indem man einfach wieder modulo
pn rechnet. Man sagt, dass die Lösungen geliftet werden
können. Gibt es für eine feste Primzahl p ab n = 1 eine
ununterbrochene Kette solcher Hensel-Lifte, so nennen
wir dies eine p-adische Lösung der Gleichung f = 0.
Beschreibt die Gleichung f = 0 überdies eine glatte
Kurve in P2

Q, so ist np = 1, für alle bis auf endlich vie-
le Primzahlen p. Mit weiteren Mitteln der algebraischen
Geometrie lässt sich zeigen, dass es eine untere Schran-
ke m ∈ N gibt, so dass für alle Primzahlen p > m
gilt, dass f ≡ 0 mod p eine Lösung hat. Dieses m lässt
sich effektiv bestimmen. Für fast alle Primzahlen p weiß
man also im glatten Falle bereits a priori, dass es eine
p-adische Lösung gibt. Und für die endlich vielen ver-
bleibenden Primzahlen lässt sich die Existenz einer p-
adischen Lösung durch die Kenntnis der np ebenfalls in
endlicher Zeit auf einem Rechner überprüfen. Hat eine
Gleichung eine reelle Lösung, sowie für jede Primzahl
p eine p-adische Lösung, so sagen wir, sie habe überall
lokale Lösungen.

Für eine diophantische Gleichung ist es eine not-
wendige Bedingung überall lokale Lösungen zu haben,
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um eine tatsächliche Lösung (globale Lösung) zu haben.
(Falls eine globale Lösung existiert, dann liefert diese
Lösung modulo pn p-adische Lösungen.)

Beispiel 1 (i) Sei f = X2 + Y 2 + 5Z2 ∈ Q[X,Y, Z].
Es ist klar, dass (0, 0, k) eine Lösung von f ≡ 0 mod 5
ist, für k ∈ Z\{0}. Diese können wir jedoch nicht zu ei-
ner Lösung modulo 52 liften. Da man aus einem solchen
Lift (x0, y0, z0) die alte Lösung rekonstruieren können
muss, folgt, dass x0 und y0 beide durch 5 teilbar sein
müssen. Dies impliziert sofort, dass auch z0 durch 5 teil-
bar sein muss, um f(x0, y0, z0) ≡ 0 mod 52 zu erhalten.
Damit hätten wir ggT(x0, y0, z0) = 5, bzw. k = 0, und
somit einen Widerspruch. Die Lösung (1, 2, 2) modulo
5 lässt sich dagegen liften, z. B. zu (1, 2, 7) modulo 52.
Nun ist hier n5 = 2, so dass mit Hensels Lemma gefol-
gert werden kann, dass es eine 5-adische Lösung gibt.

(ii) Sei f = X2 + Y 2 + 7Z2 ∈ Q[X,Y, Z]. Man
sieht schnell, dass für jede Lösung (x0, y0, z0) modulo
7 gilt, dass x0 und y0 durch 7 teilbar sein müssen. Wie
im ersten Beispiel bereits gesehen, können derartige Lö-
sungen aber nicht geliftet werden. Da jede Lösung mo-
dulo 72 stets ein Lift irgendeiner Lösung modulo 7 ist,
folgt sofort, dass es gar keine Lösung modulo 72 gibt
und demnach auch keine 7-adische Lösung.

Das bereits erwähnte Hasse-Prinzip beschäftigt sich
mit der Frage, inwieweit die Existenz von überall loka-
len Lösungen ausreicht, um die Existenz einer globalen
Lösung zu garantieren. Für Gleichungen vom Grad 2 ist
dies tatsächlich so:

Satz 2 (Hasse-Prinzip / Satz von Hasse-Minkowski)
Sei f ∈ Q[X,Y, Z] ein homogenes Polynom vom Grad
2 und die Gleichung f = 0 habe überall eine lokale Lö-
sung. Dann hat die Gleichung f = 0 auch eine globale
Lösung.

Falls man eine globale Lösung einer Gleichung vom
Grad 2 kennt, so kann man damit relativ einfach alle
weiteren globalen Lösungen finden.

Selmer- und Tate-Shafarevich-Gruppen
Ist der Grad gleich 3, so gilt Hensels Lemma noch im-
mer, jedoch das Hasse-Prinzip nicht mehr. Eines der ers-
ten Gegenbeispiele wurde durch Selmer konstruiert: die
Gleichung

3X3 + 4Y 3 + 5Z3 = 0

hat überall lokale Lösungen. Selmer bewies, dass sie
aber keine globale Lösung hat. Man benötigt also ei-
ne andere Strategie als das Hasse-Prinzip, um für Glei-
chungen dritten Grades entscheiden zu können, ob sie
rationale Lösungen haben. Und falls es eine globale Lö-
sung gibt, dann sagt diese Lösung auch wenig über die
weiteren Lösungen der Gleichung. (Man kann aus ihr
zwar oft weitere globale Lösungen konstruieren, aber
dies sind im Allgemeinen nicht alle Lösungen.)

Wir beschäftigen uns nun mit dem Bestimmen al-
ler globalen Lösungen einer diophantischen Gleichung

vom Grad 3, wenn man schon mindestens eine Lösung
gefunden hat. Dazu macht man sich eine wichtige geo-
metrische Eigenschaft zu Nutze. Derartige Gleichungen
beschreiben nämlich eine Kurve in der projektiven Ebe-
ne, welche eine sogenannte elliptische Kurve E über Q
ist. Entscheidend ist, dass die rationalen Punkte von E,
im Zeichen E(Q), eine abelsche Gruppe bilden, und je-
de elliptische Kurve E/Q lässt sich affin als folgende
Weierstraß-Gleichung schreiben

E : Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6,

mit ai ∈ Q. In diesem affinen Modell fehlt genau ein
Punkt im Unendlichen (0 : 1 : 0), welcher der neutra-
le Punkt des Gruppengesetzes ist. Eine Gerade schnei-
det E in genau drei Punkten (mit Vielfachheit) und die
Addition ist so definiert, dass die Summe solcher drei-
er Schnittpunkte gleich dem neutralen Punkt ist. Da wir
auf E(Q) addieren können, gibt es also für jedes n ∈ N
eine natürliche Multiplikation-mit-n-Abbildung. Nach
dem Satz von Mordell-Weil ist E(Q) als Gruppe end-
lich erzeugt, somit ist der Kokern E(Q)/nE(Q) end-
lich. Überdies ist bei elliptischen Kurven E/Q der Tor-
sionsanteil von E(Q) leicht zu berechnen. Um E(Q) als
abstrakte Gruppe zu kennen, reicht es somit aus, für ein
beliebiges n ≥ 2 den Kokern E(Q)/nE(Q) zu bestim-
men.

Folgender traditioneller Ansatz wurde für diesen
Zweck versucht. Der Kokern E(Q)/nE(Q) lässt sich
in die sogenannte n-Selmer-Gruppe Sel(n)(E/Q) ein-
betten. Es führt hier zu weit diese Gruppe zu definieren,
jedoch weiß man, dass sie endlich ist, und ihre Ordnung
ist berechenbar. Die Elemente der n-Selmer-Gruppe
korrespondieren mit Kurven C/Q, die über einer Kör-
pererweiterung isomorph zu E sind (sogenannte Twists
von E), und die überall lokale Punkte haben. Außerdem
gilt, dass das Bild von E(Q)/nE(Q) in Sel(n)(E/Q)
genau denjenigen Kurven C/Q entspricht, die mindes-
tens einen rationalen Punkt haben. Diese Kurven erfül-
len also das Hasse-Prinzip, da sie überall lokale Lösun-
gen haben und auch eine globale Lösung. Die Einbet-
tung von E(Q)/nE(Q) in die n-Selmer-Gruppe ist im
Allgemeinen nicht surjektiv. Die Abweichung zur Sur-
jektivität misst die sogenannte Tate-Shafarevich-Gruppe
X(E/Q). Die Elemente der Tate-Shafarevich-Gruppe
entsprechen also den Twists aus der Selmer-Gruppe, die
das Hasse-Prinzip nicht erfüllen. Es ist bekannt, dass
X(E/Q) eine abelsche Torsionsgruppe ist, d. h., je-
des Element hat endliche Ordnung. Die n-Torsion von
X(E/Q), im Zeichen X(E/Q)[n], ist eine endliche
Gruppe und ist mittels der folgenden kurzen exakten Se-
quenz definiert

0→ E(Q)/nE(Q)→ Sel(n)(E/Q)

→X(E/Q)[n]→ 0.

Insgesamt ist über die Tate-Shafarevich-Gruppe wenig
bekannt und es gibt keinen Algorithmus, um sie zu
berechnen. Dies entspricht ja auch der eingangs ge-
stellten Frage, festzustellen, ob eine Gleichung drit-
ten Gerades einen rationalen Punkt hat. Dies ist auch
heute noch ein offenes Problem. Häufig kann jedoch
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die Gruppenstruktur von E(Q) trotzdem bestimmt wer-
den, indem man mit Hilfe eines Rechners endlich vie-
le Punkte P1, . . . , Pk findet, und zeigt, dass für eine
natürliche Zahl n deren Bilder in Sel(n) die ganze n-
Selmer-Gruppe erzeugen. Es wird vermutet, dass die
Tate-Shafarevich-Gruppe eine endliche Gruppe ist. Da-
mit wäre X(E/Q)[p] bis auf endlich viele Primzah-
len p trivial und somit E(Q)/nE(Q) fast immer iden-
tisch zur n-Selmer-Gruppe. Basierend auf dieser Ver-
mutung kann mit dem soeben beschriebenen Verfahren
die Gruppenstruktur von E(Q) bestimmt werden, indem
für hinreichend viele n die n-Selmer-Gruppe bestimmt
wird und lange genug nach Punkten gesucht wird.

Eines der bekannten Ergebnisse über die Tate-
Shaferevich-Gruppe ist, dass, die Ordnung von
#X(E/Q), wenn X(E/Q) endlich ist, immer eine
Quadratzahl ist. Dies beweist man mit Hilfe einer Paa-
rung auf X(E/Q).

Abelsche Varietäten
Wir betrachten nun die höherdimensionalen Verallge-
meinerungen von elliptischen Kurven, die sogenannten
abelschen Varietäten. Die genaue Definition ist ziemlich
technisch, jedoch ist im Wesentlichen eine abelsche Va-
rietät eine glatte projektive Varietät A (d. h. eine (glatte)
Nullstellenmenge von endlich vielen homogenen Poly-
nomen), so dass auf A eine Gruppenstruktur auf alge-
braische Weise definiert werden kann.

Im eindimensionalen Fall sind dies genau die el-
liptischen Kurven. Man erhält sofort Beispiele von n-
dimensionalen abelschen Varietäten, indem man das
Produkt von n elliptischen Kurven betrachtet. Zwei el-
liptische Kurven E1 und E2 ‘spannen’ also eine abel-
sche Fläche E1 × E2 auf. Die natürlichen Abbildungen
zwischen projektiven Varietäten sind rationale Funk-
tionen. Eine solche Abbildung zwischen zwei abel-
schen Varietäten gleicher Dimension, die gleichzeitig
ein Gruppenhomomorphismus ist und einen endlichen
Kern hat, nennen wir eine Isogenie. Die Definitionen
der Selmer- und Tate-Shafarevich-Gruppe lassen sich
für abelsche Varietäten beliebiger Dimension verallge-
meinern.

Eine konkrete Bestimmung der Tate-Shafarevich-
Gruppe ist, wie im Falle der elliptischen Kurven, nur
in wenigen Einzelfällen möglich. Anders als im Fall
der elliptischen Kurven kann jetzt die Ordnung der
Tate-Shafarevich-Gruppe auch eine Nicht-Quadratzahl
sein. Fälschlicherweise wurde jedoch für über 30 Jah-
re angenommen, dass #X(A/Q) immer ein Quadrat
ist (sofern endlich). Erst Ende der 1990er Jahren wur-
de das erste Beispiel einer endlichen Tate-Shafarevich-
Gruppe mit nicht-quadratischer Ordnung gefunden [4].
Es handelt sich dabei um eine abelsche Fläche B/Q mit
#X(B/Q) = 2�, wobei wir mit � eine passende Qua-
dratzahl meinen. Etwas später wurde ein Beispiel einer
abelschen Fläche B/Q gefunden mit #X(B/Q) =
3�, sowie andere Beispiele in höheren Dimensionen.
Wir werden nun beschreiben, wie man mit Hilfe der
Computeralgebra viele Beispiele von abelschen Flächen

konstruieren kann, deren Tate-Shafarevich-Gruppe als
Ordnung keine Quadratzahl hat.

Abelsche Flächen B/Q mit
#X(B/Q) = 5�

Nicht nur bei der Bestimmung der rationalen Punk-
te einer abelschen Varietät spielt die Tate-Shafarevich-
Gruppe eine entscheidende Rolle, sondern auch in ei-
nem der sieben Millennium-Probleme, der sogenann-
ten Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer aus den
1960er Jahren. Auf die Kernaussage dieser bedeutenden
Vermutung werden wir später noch eingehen. Zunächst
sei erwähnt, dass Cassels und Tate bewiesen haben, dass
diese Vermutung invariant unter Isogenien ist, das heißt,
es ist bekannt, dass wenn sie für eine abelsche Varietät
A zutrifft, so gilt sie auch für jede zu A isogene abel-
sche Varietät B. Dazu bewiesen Cassels und Tate eine
Gleichung, in der viele wichtige Invarianten zweier iso-
gener abelscher Varietäten zueinander in Beziehung ge-
stellt werden. Diese Invarianten sind der Regulator R,
die Periode P , die duale abelsche Varietät A∨, der Tor-
sionsanteil A(Q) tors der rationalen Punkte und für jede
Primzahl p die lokale Tamagawazahl cp. Das Produkt im
nachstehenden Satz ist wohldefiniert, da cp = 1 gilt, für
alle bis auf endlich viele Primzahlen.

Satz 3 (Gleichung von Cassels und Tate) [1] [5] Sei
ϕ : A → B eine Isogenie zwischen zwei abelschen Va-
rietäten A und B über Q. Sind X(A/Q) und X(B/Q)
endlich, so lässt sich der Quotient der Ordnungen der
Tate-Shafarevich-Gruppen #X(A/Q)

#X(B/Q) wie folgt berech-
nen:

RB

RA
· #A(Q) tors #A∨(Q) tors

#B(Q) tors #B∨(Q) tors
· PB
PA
·
∏
p prim

cB,p
cA,p

(1)

Wir haben diese Gleichung benutzt, um Beispiele
von abelschen Flächen mit Tate-Shafarevich-Gruppe der
Ordnung 5 mal ein Quadrat zu konstruieren. Seien dazu
E1 und E2 zwei elliptische Kurven über Q, die einen
rationalen Torsionspunkt der Ordnung 5 haben; nennen
wir diesen P1 bzw. P2. Nun bilden wir das Produkt die-
ser beiden elliptischen Kurven, d. h., wir erhalten eine
abelsche Fläche und betrachten die folgende Isogenie

ϕ : E1 × E2 → B,

wobei der Kern von ϕ von dem Punkt (P1, P2) erzeugt
wird, dass heißt, er ist eine zyklische Gruppe der Ord-
nung 5. Die abelsche Fläche B/Q ist also der Quo-
tient (E1 × E2)/〈(P1, P2)〉. Da die Tate-Shafarevich-
Gruppe eines Produktes das Produkt der beiden Tate-
Shafarevich-Gruppen ist, erhalten wir dass

#X(E1 × E2) = #X(E1) ·#X(E2) = �,

sofern die Kardinalitäten endlich sind, was wir ab jetzt
immer annehmen wollen. Desweiteren ist der Grad der
Isogenie ϕ gleich 5, weswegen sich die Ordnung von
X(B/Q) nur um eine 5-Potenz von der von X(E1 ×
E2) unterscheiden kann. Somit wissen wir a priori, dass
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#X(B/Q) = � oder 5� ist. Um dies konkret ent-
scheiden zu können, reicht es also (1) modulo Quadraten
zu bestimmen. Dazu zerlegen wir dieses Produkt erneut
in zwei Teile, und zwar in den Regulator- und Torsions-
quotienten

RB

RA
· #A(Q) tors #A∨(Q) tors

#B(Q) tors #B∨(Q) tors
,

welches wir den globalen Quotienten nennen, und in
den Perioden- und Tamagawazahlenquotienten

PB
PA
·
∏
p prim

cB,p
cA,p

,

welches wir den lokalen Quotienten nennen. Nun nut-
zen wir die Tatsache, dass sich alle elliptischen Kurven
E/Q, die einen rationalen 5-Torsionspunkt haben, mit-
tels einer rationalen Zahl d ∈ Q \ {0} parametrisieren
lassen. Diese elliptischen Kurven entsprechen nämlich
genau den Weierstraß-Gleichungen

E : Y 2 + (d + 1)XY + dY = X3 + dX2.

Wir identifizieren also unser Produkt E1 × E2 mit dem
Paar (d1, d2), wobei wir wiederum di = ui/vi als Quo-
tient zweier ganzer, teilerfremder Zahlen ui, vi ∈ Z
schreiben. Der lokale Quotient und auch der Torsions-
quotient lassen sich nun sehr einfach aus der Primfak-
torzerlegung der ui und vi und aus dem Verhalten der
di modulo 5-ter Potenzen bestimmen. Dafür definieren
wir für alle Primzahlen p eine rationale Zahl lokalp. Gilt
p | u1v1u2v2, so ist lokalp = 1/5. Falls p ≡ 1(5) ist
und p ist ein Teiler von ggT(u21 + 11u1v1 − v21, u

2
2 +

11u2v2 − v22) dann ist lokalp gleich 5. Falls p = 5 und
25 teilt u1 − 7v1 ≡ u2 − 7v2 dann ist lokal5 gleich 5.
Für die übrigen Fälle gilt lokalp = 1.

Satz 4 [2, Thm. 4.3] Der lokale Quotient lässt sich als
folgendes endliches Produkt berechnen:

1

5
·
∏
p prim

lokalp.

Der Torsionsquotient läßt sich ebenso sehr einfach
bestimmen.

Satz 5 [2, Prop. 4.6] Der Torsionsquotient hat den Wert
1 oder 5, d1, d2 ∈ Q∗5,
52, di ∈ Q∗5, dj /∈ Q∗5, i 6= j,

52, 〈1〉 6= 〈d1〉 = 〈d2〉 6= 〈1〉 in Q∗/Q∗5,
53, 〈1〉 6= 〈d1〉 6= 〈d2〉 6= 〈1〉 in Q∗/Q∗5.

Der Einfachheit halber haben wir im Torsionsquotienten
den Fall, dass beide di 5-te Potenzen sind, nicht weiter
spezifiziert.

Beispiel 6 Seien E1/Q und E2/Q gegeben durch d1 =
u1/v1 = 1/11 und d2 = u2/v2 = 2/9. Mit den obigen

Sätzen rechnet man leicht nach, dass der lokale Quo-
tient 1/54 ist: Für die drei Primzahlen p = 2, 3, 11
gilt lokalp = 1/5 und für alle anderen Primzahlen gilt
lokalp = 1. Der Torsionsquotient ist gleich 53. Mit dem
Computer bestimmt man nun den sogenannten analyti-
schen Rang der beiden elliptischen Kurven, welcher in
beiden Fällen gleich 0 ist. Dies impliziert sofort, dass
der Regulatorquotient gleich 1 ist. Außerdem ist dies ei-
ner der wenigen bewiesenen Fälle, bei denen wir wissen,
dass die Tate-Shafarevich-Gruppen endlich sind. Wir er-
halten also vollkommen unkonditionell die Gleichung

#X(B) = 5 ·#X(E1 × E2) = 5�.

Regulatorquotient &
Computer-Algebra

Es bleibt somit noch übrig den Regulatorquotienten
RB/RE1×E2 zu berechnen. Für diesen Quotienten gibt
es nach unseren Kentnissen keine einfache Formel, wie
für die anderen beiden Quotienten. Wir können aller-
dings einen Algorithmus angeben, mit welchem er in
vielen Fällen mit Hilfe des Computers berechnet werden
kann. Dazu müssen wir zunächst die Gruppen E1(Q)
und E2(Q) bestimmen. Eine Möglichkeit wäre es hier
für geeignete n, die n-Selmer-Gruppen zu bestimmen
und hinreichend viele Punkte auf E1(Q) zu finden, wie
wir oben bereits erwähnt haben. In viele Fällen kann
man dies jedoch umgehen, indem man entweder bewie-
sene Fälle der Birch und Swinnerton-Dyer-Vermutung
ausnutzt oder diese Vermutung annimmt. Da E(Q) ei-
ne endlich erzeugte Gruppe ist, gilt abstrakt E(Q) ∼=
Zr ⊕ E(Q) tors, für eine nicht-negative ganze Zahl r,
genannt der Mordell-Weil-Rang von E/Q. Die Ker-
naussage der Birch und Swinnerton-Dyer-Vermutung
betrifft den analytischen Rang und besagt, dass die-
ser gleich dem Mordell-Weil-Rang ist. Es ist bewie-
sen, dass wenn der analytische Rang gleich 0 oder 1
ist, dann gleicht er tatsächlich dem Mordell-Weil-Rang.
In diesem Fall weiß man zudem noch, dass die Tate-
Shafarevich-Gruppe endlich ist.

Dieser analytische Rang ist die Ordnung einer Null-
stelle einer holomorphen Funktion. Falls diese Ordnung
höchstens drei ist (was für die meisten Beispiele gilt),
so kann man diesen analytischen Rang vergleichsweise
einfach und schnell (auf einem Rechner) bestimmen.

Ist der analytische Rang 0, so weiß man, dass
E(Q) endlich ist. Falls der analytische Rang 1 ist, dann
braucht unser Algorithmus einen einzigen beliebigen
Punkt unendlicher Ordnung. Solch einen Punkt zu fin-
den ist allerdings keine triviale Aufgabe, denn die Zäh-
ler und Nenner der Koeffizienten dieser Punkte kön-
nen sehr groß werden. Nimmt man z. B. die ellipti-
sche Kurve mit d = 83/74, welche analytischen Rang
1 hat, so dauert es sehr lange den ersten Punkt unend-
licher Ordnung zu finden, wenn man systematisch al-
le rationalen X-Werte durchläuft und prüft ob es da-
zu einen rationalen Y -Wert gibt. Der ‘kleinste’ X-Wert
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dieses Beispiels hat einen negativen Zähler mit 44 Zif-
fern und einen Nenner mit 40 Ziffern. Das Berechnen
von Selmer-Gruppen stellt sich hier zusätzlich als sehr
hilfreich heraus, da man mit deren Kenntnis auch den
Punktesuch-Algorithmus deutlich beschleunigen kann.
Im Falle dass der Rang gleich 1 ist, kann auch mit der
Theorie der Heegner-Punkte auf einem Computer ein
Punkt unendlicher Ordnung auf der elliptischen Kurve
gefunden werden.

Falls der analytische Rang größer als eins ist, dann
ist die Birch und Swinnerton-Dyer-Vermutung noch of-
fen. Für diese Kurven nehmen wir stets an, dass der
analytische Rang mit dem Mordell-Weil-Rang überein-
stimmt.

Hat man nun eine ‘Basis’ von E1(Q) und
E2(Q) bestimmt, so kann daraus der Regulatorquoti-
ent RB/RE1×E2 berechnet werden. Falls beide Gruppen
endlich sind, so ist der Regulatorquotient gleich 1. Sonst
benutzt man die Erzeuger von Ei(Q) (modulo Torsions-
punkten) um endlich viele Zahlen in Q∗/Q∗5 und in
Q(µ5)

∗/Q(µ5)
∗5 zu bestimmen. Dann muss man die

Ordnung der durch diese Zahlen erzeugten Untergrup-
pen bestimmen. Nun kann man mit Hilfe der Theorie
abelscher Varietäten zeigen, dass der Regulatorquotient
genau dann ein Quadrat ist, wenn das Produkt dieser
Ordnungen ein Quadrat ist.

Ergebnisse
Das oben beschriebene Verfahren haben wir auf alle
Paare von elliptischen Kurven E1 und E2 angewen-
det, für deren Parameter d1 und d2 die Zähler und
Nenner betragsmäßig durch 100 beschränkt sind. Dar-
aus resultierten ungefähr 18, 5 Millionen abelsche Flä-
chen, wovon 49, 31% eine Tate-Shafarevich-Gruppe mit

Ordnung 5� haben. Jedoch ist dieses Ergebnis be-
dingt durch Annahme der Birch und Swinnerton-Dyer-
Vermutung.

Betrachtet man davon nur die abelschen Flächen,
so dass beide zugehörigen elliptischen Kurven analy-
tischen Rang 0 oder 1 haben, (d. h., die Birch und
Swinnerton-Dyer-Vermutung ist schon bewiesen für E1

und E2), so ergibt dies 14, 7 Millionen abelsche Flächen
von denen 49, 95% eine Tate-Shafarevich-Gruppe mit
Ordnung 5� haben [3].

Insbesondere zeigt dies, dass man häufig in der
Lage ist, zu unterscheiden, ob die Ordnung der Tate-
Shafarevich-Gruppe ein Nicht-Quadrat ist, ohne deren
Ordnung selbst zu berechnen.
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Neuer Primzahlrekord
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Am 12. Februar 2013 hat Spiegel-Online1 gemeldet,
dass eine neue Rekord–Primzahl gefunden wurde. Die
gefundene Primzahl ist 257.885.161 − 1 und hat ausge-
schrieben 17.425.170 Stellen. Damit ist sie die bisher
größte bekannte Primzahl.

Die Primeigenschaft dieser Zahl wurde am 25. Ja-
nuar 2013 mit Hilfe einer 39-tägigen Berechnung auf
einem PC bewiesen. Bei sehr großen Zahlen ist es selbst
für einen Computer schwierig zu beweisen, dass eine
gegebene Zahl eine Primzahl ist. Für Zahlen von spe-
zieller Form gibt es deutlich effizientere Algorithmen,
welche einen Nachweis der Primeigenschaft erst er-
möglichen. Daher ist es keine Überraschung, dass diese
größte bekannte Primzahl eine sogenannte Mersenne–
Primzahl ist, d. h. eine Primzahl der Form 2p−1, wobei
p selbst auch eine Primzahl sein muss. Dies ist aber nicht
hinreichend, da z. B. 211−1 = 23·89 keine Primzahl ist.
In vergangenen Rundbriefen [1, 2] und dem Sonderheft
[3] zum Jahr der Mathematik wurde schon ausführlich
über dieses Thema und die zugehörige Theorie berich-
tet.

Eine interessante Informationsquelle ist die Home-
page2 des Great Internet Mersenne Prime Search–
Projekts (GIMPS). Dort kann man nachlesen, dass
bisher die kleinsten 42 Mersenne–Primzahlen sowie
sechs weitere bekannt sind. Die vorletzte gefundene
Mersenne–Primzahl wurde übrigens 2009 gefunden, da-
für wurde aber im Dezember 2012 gezeigt, dass die
kleinsten 42 bekannt sind.

Literatur
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22 − 1
23 − 1
25 − 1
27 − 1
213 − 1
217 − 1
219 − 1
231 − 1
261 − 1
289 − 1
2107 − 1
2127 − 1

2521 − 1
2607 − 1

21.279 − 1
22.203 − 1
22.281 − 1
23.217 − 1
24.253 − 1
24.423 − 1
29.689 − 1
29.941 − 1
211.213 − 1
219.937 − 1

221.701 − 1
223.209 − 1
244.497 − 1
286.243 − 1
2110.503 − 1
2132.049 − 1
2216.091 − 1
2756.839 − 1
2859.433 − 1

21.257.787 − 1
21.398.269 − 1
22.976.221 − 1

23.021.377 − 1
26.972.593 − 1
213.466.917 − 1
220.996.011 − 1
224.036.583 − 1
225.964.951 − 1
230.402.457 − 1
232.582.657 − 1
237.156.667 − 1
242.643.801 − 1
243.112.609 − 1
257.885.161 − 1

Die bisher bekannten Mersenne–Primzahlen.

1http://www.spiegel.de/wissenschaft/mensch/17-4-millionen-stellen-computer-entdeckt-rekord-mersenne-primzahl-a-882646.html
2http://www.mersenne.org/
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Neues über Systeme
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Einführung
polymake ist Software für ein weites Spektrum von
Anwendungen in kombinatorischer Geometrie und be-
nachbarten Gebieten. Der Schwerpunkt liegt auf der Po-
lyedertheorie. Andere Aspekte betreffen Graphen und
Matroide, lineare und kombinatorische Optimierung,
kombinatorische und algebraische Topologie sowie to-
rische und tropische Geometrie. Zielsetzung und Orga-
nisation folgen grundsätzlich immer noch den in [9] und
[12] dargelegten Prinzipien, jedoch ist die Funktionali-
tät seitdem in technischer und mathematischer Hinsicht
erheblich erweitert worden. Der Zweck dieses Textes ist
es, einen Einblick in die aktuelle Entwicklung zu geben.
Diese profitiert maßgeblich von der Kooperation inner-
halb des DFG-Schwerpunktprogramms 1489 „Algorith-
mic and Experimental Methods in Algebra, Geometry
and Number Theory“; vgl. [8].

polymake ist quelloffen und wird unter der GNU
Public License auf der Webseite

www.polymake.org

vertrieben. Das letzte polymake-Release 2.12 wurde
im März 2012 veröffentlicht. Es kann auf Unix/Linux-
und Mac OS-basierten Systemen kompiliert werden.
Um Interessierten den Zugang zur aktuellen Entwick-
lung zu ermöglichen, kann seit Januar 2013 ein direk-
ter Abzug aus unserem Subversion-Repository bezogen
werden.

Interfaces
Wie viele Computeralgebra-Systeme besitzt auch po-
lymake ein interaktives Shell-basiertes Interface. Als
Eingabesprache kommt ein Perl-Dialekt zum Einsatz.
Die Algorithmen sind überwiegend in Perl und C++
implementiert. So lassen sich die Vorteile einer inter-
pretierten Sprache mit denen einer kompilierten kom-
binieren. Für die Visualisierung wird in erster Linie

jreality [13] über dessen Java-API verwendet; siehe
hierzu [10].

Zusätzlich zu zahlreichen direkt in polymake im-
plementierten Verfahren spielen Interfaces zu ande-
ren Systemen eine wichtige Rolle. In jüngster Zeit
hinzugekommen sind ein bidirektionales Interface zu
Singular [4], ein Interface von GAP [7], das eben-
falls bidirektional ausgebaut werden soll, sowie Interfa-
ces von polymake zu normaliz [2], bliss [14],
Gfan [11], permlib und sympol [20]. Seit der Ver-
sion 2.12 existiert polymake auch in einer Version als
C++-Bibliothek, das zugehörige API wird von GAP und
Singular verwendet.

Regeln und Erweiterungen
Grundsätzlich erfolgt die Kommunikation zwischen Be-
nutzer und System regelbasiert. Typische Objekte wie
etwa ein konvexes Polytop, sind auf der höchsten Ab-
straktionsebene innerhalb polymake als Listen von
Eigenschaften (properties) codiert. Zu jedem Zeitpunkt
sind einige bekannt, andere noch nicht, und eine Men-
ge von Regeln (rules) legt fest, aus welchen Kombina-
tionen bekannter Eigenschaften neue ausgerechnet wer-
den können. Der zentrale Scheduler legt fest, in welcher
Reihenfolge Regeln ausgeführt werden, um eine Benut-
zeranfrage zu befriedigen. Der Benutzer kann das Ver-
halten des Schedulers durch verschiedene Mechanismen
beeinflussen und die gesamte Regelbasis modifizieren.

Die Regelbasis ist auf zweierlei Weise modulari-
siert. Einerseits sind Objekte und zugehörige Regeln
in Anwendungen (applications) organisiert, die sich
im weitesten Sinn ähnlich wie name spaces verhal-
ten. Die wichtigsten Standardanwendungen sind derzeit
polytope (für konvexe Polyeder), fan (für polyedri-
sche Fächer und Komplexe) und topaz (für Topolo-
gie). Andererseits existiert ein hierzu orthogonales Kon-
zept von Erweiterungen (extensions). Eine Erweiterung
kann zu einer oder mehreren bestehenden Anwendun-
gen neue Objekte oder neue Regeln hinzufügen. Alter-
nativ kann eine Erweiterung auch eine vollständige neue

13

mailto:joswig@mathematik.tu-darmstadt.de
mailto:paffenholz@mathematik.tu-darmstadt.de
www.polymake.org


Anwendung begründen mit gänzlich eigenen Objekten
und Regeln.

Die aktuelle SVN-Version macht bereits in der zen-
tralen Codebasis vom Erweiterungskonzept Gebrauch.
Für das Rechnen mit Graphenautomorphismen stehen
beispielsweise Interfaces zu nauty [17] und bliss
bereit, die sich alternativ konfigurieren lassen. Das In-
terface von polymake zu Singular ist ebenfalls in
eine Erweiterung ausgelagert, die nicht zwingend konfi-
guriert werden muss, so dass es möglich bleibt, poly-
make auch ohne Singular zu nutzen; allerdings fehlt
dann ein Teil der Funktionalität. Erweiterungen inner-
halb der polymake-Distribution werden bundled ex-
tensions genannt.

Beispiel: Hirzebruchflächen
Wir wollen die Benutzung von polymake an zwei ein-
fachen Beispielen aus der algebraischen Geometrie de-
monstrieren. Eine projektive torische Varietät X korre-
spondiert zu einem vollständigen rationalen polyedri-
schen Fächer ΣX , also einer Familie rationaler poly-
edrischer Kegel, die sich paarweise in Seiten schneiden
und den gesamten Raum überdecken; für einen Über-
blick siehe [3]. Besonders wichtig ist die folgende Kon-
struktion. Es sei P ein Gitterpolytop, das heißt, die kon-
vexe Hülle endlich vieler ganzzahliger Punkte in Rd.
Für jede Seite F von P ist der zugehörige Normalenke-
gel die Menge derjenigen linearen Funktionale, die auf
F ihren Maximalwert annehmen. Die Menge aller Nor-
malenkegel bildet den Normalenfächer und hierdurch
eine projektive torische Varietät. In polymake sind
die relevanten Methoden auf die beiden Anwendungen
polytope und fan verteilt.

In unserem ersten Beispiel wollen wir Hirzebruch-
Flächen betrachten. Die Hirzebruchfläche Ha für ein
a ∈ Z≥0 ist eine 2-dimensionale projektive torische Va-
rietät. Der Fläche Ha ist der Fächer Σa mit den durch
(−1, 0), (0, 1), (1,−a), und (0,−1) erzeugten Strahlen
zugeordnet. Bestimmte Gitterpolytope Ha mit diesem
Normalenfächer erzeugen eine Einbettung von Ha in
den projektiven Raum CPn−1, wobei n = #(Ha ∩ Z2)
die Anzahl der Gitterpunkte des Polytops ist. Ein ge-
eignetes Gitterpolytop ist in Abbildung 1 links dar-
gestellt. Das Stanley-Reisner-Ideal einer regulären und
unimodularen Triangulierung ergibt ein Erzeugenden-
system des Initialideals des definierenden Ideals der Va-
rietät [21].

x0 x1 x3 x6

x2 x4 x7

x5 x8

Abbildung 1: Links: Gitterpolytop H , dessen
Normalenfächer die HirzebruchflächeH1 liefert.
Rechts: unimodulare Triangulierung.

Wir wollen dieses Ideal mit polymake bestimmen.
Nach dem Aufruf in einem Terminal erhalten wir den
polymake-prompt zur Anwendung polytope, die
als Standard eingestellt ist.
polytope> $V=new Matrix<Rational>(

[[1,0,1],[1,1,1],[1,1,-1],[1,-2,-1]]);

polytope> $H=new Polytope<Rational>(POINTS=>$V);

polytope> print $H->FACETS

1 1 -1

1 0 1

1 -1 0

1 0 -1

Wir haben das Polytop $H als konvexe Hülle der vier
Punkte

(0, 1) (1, 1) (1,−1) (−2,−1)

definiert und uns die irredundante Ungleichungsbe-
schreibung ausgeben lassen. In polymakewird ein Po-
lytop P durch seine Homogenisierung {1} × P darge-
stellt, daher wird bei der Eingabe allen Punkten eine
1 vorangestellt. Listen von Vektoren werden zeilenwei-
se ein- und ausgegeben. polymake unterscheidet zwei
Darstellungen von Punktmengen. Die Eingabe POINTS
darf redundant sein; dagegen listet die Eigenschaft
VERTICES nur die Ecken des Polytops. Ein Objekt
vom Typ Polytope darf auch ein unbeschränktes Po-
lyeder sein; die Eigenschaft LINEALITY_SPACE gibt
eine Basis des Linealitätsraums an (die redundante Form
zur Eingabe heißt INPUT_LINEALITY). Das Paar aus
INEQUALITIES und EQUATIONS erlaubt die red-
undante Beschreibung eines Polytops durch Unglei-
chungen. Die nicht-redundanten Entsprechungen sind
FACETS bzw. AFFINE_HULL. polymake kennt ver-
schiedene Algorithmen um von POINTS zu FACETS
zu gelangen. Welcher zum Einsatz kommt, hängt von
der lokalen Konfiguration der Regelbasis ab.

Fast alle Datentypen, wie oben Matrix und
Polytope, können von anderen Datentypen abhän-
gen. In unserem Fall haben wir den Typ der Ko-
ordinaten auf Rational festgelegt, was rationalen
Zahlen mit exakter Arithmetik entspricht. Es sind
auch komplexere Varianten möglich, z. B. ergibt new
Array<Vector<Integer»(5) einen Array von
fünf ganzzahligen Vektoren. Die Notation bildet das
template-Konzept der C++-Klassen ab, das den Daten-
typen zugrunde liegt.

Bei der Erzeugung eines Objekts z. B. vom Typ
Polytope können beliebig viele Eigenschaften in der
Form property=>value angegeben werden. Da-
bei liegt es in der Verantwortung des Benutzers, dass
die Eingabe gültig ist, polymake überprüft dies be-
wusst nicht — aus Gründen der Effizienz bzw. we-
gen Grenzen der Entscheidbarkeit. Nach der Definiti-
on des Polytops können Eigenschaften berechnet wer-
den, die sich mit Hilfe der Regelbasis ableiten lassen.
Neben der direkten Konstruktion durch Eigenschaften
kennt polymake viele Standardkonstruktionen. Bei-
spiele sind cube(d) für einen d-dimensionalen Würfel
oder product($P,$Q) für das Produkt zweier Poly-
tope $P und $Q.
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Nun testen wir, ob unser Polytop eine Einbet-
tung ergibt, bestimmen eine reguläre Triangulierung
und speichern sie in einem neuen Objekt vom Typ
SimplicialComplex aus der Anwendung topaz.

polytope> $T=new topaz::SimplicialComplex(FACETS=>

placing_triangulation($H->LATTICE_POINTS));

polytope> print $T->FACETS;

{0 1 2}

{1 2 3}

{2 3 4}

{2 4 5}

{3 4 6}

{4 5 6}

{5 6 7}

{5 7 8}

polytope> $I=ideal::stanley_reisner($T);

polytope> print $I->GENERATORS;

x0*x3 x0*x4 x0*x5 x0*x6 x0*x7 x0*x8 x1*x4

x1*x5 x1*x6 x1*x7 x1*x8 x2*x6 x2*x7 x2*x8

x3*x5 x3*x7 x3*x8 x4*x7 x4*x8 x6*x8

Die Triangulierung ist in Abbildung 1 rechts darge-
stellt. Nach der Definition haben wir uns die Liste der
maximalen Simplizes der Triangulierung ausgeben las-
sen. Die Numerierung (ab 0) der Ecken der Triangulie-
rung entspricht dabei der Reihenfolge in der Liste al-
ler Gitterpunkte $H->LATTICE_POINTS. Anschlie-
ßend haben wir das Stanley-Reisner-Ideal der Triangu-
lierung bestimmt und uns die Erzeuger anzeigen lassen.
Da unser Polytop $H eben ist, ist die Triangulierung
unimodular. Im Stanley-Reisner-Ideal entspricht jeder
Gitterpunkt einer Variablen, und die Monome entspre-
chen minimalen Teilmengen von Punkten, die keine Sei-
te der Triangulierung bilden. Das zugehörige torische
Ideal und Gröbnerbasen können mit der Erweiterung
polymake_algebra weiter untersucht werden [16].

Beispiel: Polyedrische Adjunktion

In diesem Abschnitt wollen wir die Erweiterung
PolyhedralAdjunction vorstellen [18]. Jedes ra-
tionale d-dimensionale Polytop P lässt sich in der Form

P := {x ∈ Rd | 〈 ai, x 〉 ≤ bi für 1 ≤ i ≤ n}

beschreiben, wobei ai ∈ (Zd)∗ ein primitiver ganzzah-
liger Vektor ist, und keine der n Ungleichungen wegge-
lassen werden kann, ohne das Polytop zu verändern (das
System ist irredundant). Das zu P mit Parameter c > 0
adjungierte Polytop ist dann

P (c) := {x ∈ Rd | 〈 ai, x 〉 ≤ bi − c für 1 ≤ i ≤ n} ,

siehe auch [5]. Vor der ersten Verwendung muss eine Er-
weiterung mit import_extension initialisiert wer-
den,

polytope> import_extension("/path/to/extension");

wobei /path/to/extension durch den korrekten
Pfad ersetzt werden sollte.

polytope> $P=new Polytope(INEQUALITIES=>

[[4,-1,1],[0,1,0],[0,0,1],[3,0,-1],[5,-1,0]]);

polytope> $adj_P1=adjoint_polytope($P,1);

polytope> print $adj_P1->VERTICES;

1 1 1

1 1 2

1 4 2

1 4 1

Hier haben wir ein durch fünf Ungleichungen bestimm-
tes Polytop definiert und in der Variablen $P gespei-
chert. Dabei werden Ungleichungen in polymake in
der Form 0 ≤ b + 〈a, x〉 interpretiert, der Vektor
(4,−1, 1) entspricht also der Ungleichung x1−x2 ≤ 4.

Anschließend haben wir via adjoint_polytope
aus der zuvor geladenen Erweiterung das Polytop P (1)

berechnet und uns die Ecken ausgeben lassen. Das Po-
lytop und sein Adjungiertes für c = 1 sind in folgender
Abbildung dargestellt.

Abbildung 2: Ein Gitterpolygon und sein Adjungiertes
für c = 1

Wie zu sehen ist, kann das Polytop P (c) weniger Fa-
cetten haben als P ; und für ausreichend großes c ist es
leer. Das führt zu zwei interessanten Invarianten. Der
nef-Wert von P ist das Inverse des kleinsten c, für das
die Normalenfächer von P und P (c) nicht mehr überein-
stimmen und der Q-Kograd ist das Inverse des größten
c, für das P (c) nicht leer ist.

polytope> print $P->NEF_VALUE;

1

polytope> print $P->Q_CODEGREE;

3/2

Die Motivation für das Studium dieser Invarianten
kommt aus der algebraischen Geometrie. Wie bereits
oben bei den Hirzebruchflächen definiert der Normalen-
fächer eines Gitterpolytops P eine projektive torische
Varietät X . Zusätzlich legt die konkrete Wahl des Poly-
tops auch noch ein Geradenbündel auf X fest. Die ad-
jungierten Polytope gehören dann zu den adjungierten
Geradenbündeln KX + cL, siehe [1, 5]. Diese Korre-
spondenz zwischen algebraischer und kombinatorischer
Geometrie ermöglicht es, algebraische Fragen mit kom-
binatorischen Methoden zu untersuchen. Auf diesem
Weg konnte kürzlich z. B. die Spektralvermutung von
Fujita im torischen Fall bewiesen werden [19].

Wir wollen den Normalenfächer unseres Polytops P
weiter untersuchen. Die meisten Methoden liegen in der
Anwendung fan. Daher wechseln wir zunächst dorthin.

polytope>application "fan";

fan> $nf=normal_fan($P);

fan> print $nf->Q_GORENSTEIN;

1

fan> print $nf->Q_GORENSTEIN_INDEX;

1
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Die Variable $nf enthält nun den Normalenfächer unse-
res Polygons. Mit der nachfolgenden Abfrage haben wir
polymake ausrechnen lassen, ob unsere Varietät die
Q-Gorenstein-Eigenschaft besitzt, ob es also eine posi-
tive ganze Zahl r gibt, so dass das r-fache des kanoni-
schen Divisors KX ein Cartier-Divisor ist. Die Ausga-
be ist ein boolescher Wert, 1 steht hier für wahr (bei
falsch bliebe die Ausgabe leer). Wir können uns mit
Q_GORENSTEIN_INDEX die Zahl r berechnen lassen.
Unsere Varietät ist sogar nichtsingulär, wie wir mit
fan> print $nf->SMOOTH_FAN;

1

verifizieren können. Der Fächer wird durch seine Strah-
len und deren Inzidenzrelation vollständig bestimmt.
Hier zeigen wir, wie man die implizite Numerierung der
Strahlen sichtbar machen kann.
fan> print rows_numbered($nf->RAYS);

0: -1 1

1: 1 0

2: 0 1

3: 0 -1

4: -1 0

fan > print $nf->MAXIMAL_CONES;

{1 2}

{0 2}

{0 4}

{3 4}

{1 3}

MAXIMAL_CONES listet die inklusionsmaximalen Ke-
gel, wobei für jeden Kegel der Index der Strahlen in der
Liste RAYS angegeben wird, der ein Strahl des Kegels
ist. Für weitere Eigenschaften, insbesondere für Rech-
nungen mit Divisoren auf der torischen Varietät steht die
Erweiterung polymake_toric zur Verfügung [15].

Die hier vorgestellten Methoden bilden nur einen
sehr kleinen Teil der Funktionalität von polyma-
ke ab. In den Tutorials und der Dokumentation auf
polymake.org finden sich viele weitere. Dort fin-
det sich auch eine Liste mit wissenschaftlichen Arbei-
ten, die polymake verwendet haben. Weitere Projek-
te, die polymake benutzen, stehen auch auf der Sei-
te computeralgebra.de. Direkte Hilfe in der Shell
gibt es mit help "<item>" zu fast allen Funktionen
und Eigenschaften, z. B.
polytope> help "CANONICAL";

objects/LatticePolytope/properties/CANONICAL:

The polytope is canonical if there is

exactly one interior lattice point.

Für weitergehende Fragen verweisen wir auch auf unser
Forum unter forum.polymake.org.
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Bildverarbeitung, wozu?

Der Mensch ist ein visuelles Wesen, der den weitaus
größten Teil der Informationen über seine Umwelt durch
seinen Sehsinn erhält. Umgekehrt verbreitet er auch ge-
zielt Wissen und Kenntnisse an andere über Zeichen
(„Lesen“) und Bilder, vor allem in neuerer Zeit, da ihm
die Segnungen des modernen Technologie- und Medi-
enzeitalters zur Verfügung stehen. Auch Schüler haben
oft schon wie selbstverständlich Zugriff auf Computer
und Digitalkamera (integriert im „Handy“). Damit sind
ihnen auch schon die Möglichkeiten gegeben, Bilder zu
machen, zu speichern und, vor allem, zu verändern. Die-
se Manipulation von Bildern geschieht mit mathemati-
schen Methoden, und was kann deswegen näher liegen
als die Wirkungsweise elementarer Mathematikkonzep-
te an Bildern zu veranschaulichen, mit Bildern einseh-
bar zu machen?
Um die Verdeutlichung einfacher mathematischer Kon-
zepte an Bildern soll es in diesem Artikel gehen. Dabei
werden wir uns auf folgende Fragen konzentrieren:
Was sind Bilder, wie können sie mathematisch beschrie-
ben werden? Wie werden sie im Computer repräsen-
tiert? Was bedeuten dabei Diskretisierung und Quanti-
sierung? Wie kann man Bilder untersuchen, analysieren
und auf einfache Weise gezielt verändern?

Die Verarbeitung aller Bilder und die Erstellung sämt-
licher Graphiken in diesem Beitrag ist mit Hilfe des
Computeralgebrasystems MAPLE15 [3] geschehen. Es
bietet mit seinem ImageTools Package eine recht be-
queme Möglichkeit verschiedene Bildfile-Formate, wie
z. B. das bekannte .jpg-Format und fast kompressions-
freie .tif-Format, als Files ein- und auszulesen und ins
ascii-format, also in eine Datei mit lesbaren Zahlen, um-
zuwandeln. Mit seinen anderen Funktionalitäten, z. B.
dem Statistics Package, und dem LinearAlgebra Packa-
ge gelingt dann eine statistische Analyse und die Verar-
beitung der Bilddaten. Wer schon ein wenig Erfahrung
mit MAPLE hat, wird durch die Hilfe-Funktion einen
schnellen Einstieg in die Handhabung des Bildverarbei-

tungsmoduls finden. Zweifelsohne gibt es noch weitere
leistungsfähige Computeralgebrasysteme, die Werkzeu-
ge zur Bildverarbeitung anbieten. Dass die Wahl der Au-
toren auf Maple fiel, ist Zufall.

Repräsentationen von Bildern

Bilder als Funktionen
Wir betrachten hier so genannte Grauwertbilder, da die-
se grundlegenden Charakter auch für Farbbilder haben,
und letztere konzeptionell für einen Einstieg ungeeignet
erscheinen.
Ein kontinuierliches Grauwertbild kann als eine Funkti-
on von zwei Veränderlichen betrachtet werden, also als
Abbildung f vom Definitionsbereich Ω = [0, a]× [0, b]
in den Zielbereich R:

f : R2 ⊃ Ω −→ R .

Ihre Definitionsmenge, der rechteckige Bereich Ω heißt
Bildbereich oder auch, etwas missverständlich, Bild-
ebene. Der Wertebereich dieser Funktion ist die Men-
ge aller Grauwerte des Bildes. Dabei werden niedri-
ge Grauwerte dunkel, hohe Grauwerte hell dargestellt.

Abbildung 1: Lena, eines der bekanntesten Testbilder
in der Bildverarbeitung. Links: Original. Rechts: Als
Funktionsgraph einer Funktion in zwei Veränderlichen.

In dieser Seitenansicht des dreidimensionalen Gra-
phen Gf ist Lena nur schwer zu erkennen. Ei-
ne schrittweise Rotation des Graphen, so dass man
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am Ende von oben auf ihn blickt, bringt Klarheit.

Abbildung 2: Von links oben nach rechts unten:
Schrittweise Rotation.

Diskretisierung 1: Bilder als Matrizen
Natürlich kann man keinen Funktionsterm angeben,
dessen Graph das Bild von Lena darstellt. Man kann
das Bild nur in Form einer recht umfangreichen Werte-
tabelle im Computer abspeichern. Das Erstellen dieser
Wertetabelle nennt man abtasten und meint die Diskre-
tisierung des Bildbereiches. Die Bilddaten sind dann nur
auf den Punkten (i, j) eines Rechteckgitters in Ω gege-
ben und wir haben auf diese Weise ein digitales Bild
erzeugt

{fi,j = f(i, j) | i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M} ,

das auch als Matrix angesehen werden kann:

(fi,j)i,j =



0.38 0.48 0.51 0.73 0.43 0.55 0.91 0.20

0.38 0.75 0.44 0.72 0.81 0.67 0.17 0.63

0.39 0.82 0.57 0.46 0.73 0.69 0.65 0.59

0.44 0.58 0.30 0.41 0.74 0.25 0.62 0.50

0.45 0.60 0.63 0.61 0.81 0.14 0.57 0.81

0.48 0.34 0.25 0.36 0.25 0.61 0.45 0.19

0.58 0.18 0.40 0.55 0.68 0.56 0.86 0.36

0.37 0.29 0.42 0.54 0.61 0.46 0.29 0.42


Die Gitterpunkte (man spricht auch von Gitterzellen)
(i, j) heißen Pixel. Es ist in der Bildverarbeitung aus
Gründen der Einfachheit üblich den Abstand der Gitter-
punkte (bzw. Gitterzellenseitenlängen) auf 1 zu normie-
ren. Dies bringt auch eine vereinfachte und sparsame-
re Speicherung der Bilder auf dem Computer mit sich,

da keine expliziten Gitterpunktkoordinaten gespeichert
werden müssen. Wenn man einen Ausschnitt eines digi-
talen Bildes stark vergrößert, tritt die Pixelstruktur deut-
lich sichtbar hervor.

�

Abbildung 3: Links: Lena. Rechts: Auge vergrößert.

Tastet man beispielsweise die Funktion auf einem grö-
beren Gitter ab, so erhält man eine kleinere Matrix, die
durch dieses Vergröbern (engl. down sampling) aller-
dings als ein „verpixeltes“ Bild interpretiert wird, bei
dem viele Deteils verlorengingen.

Abbildung 4: Auflösung in n× n Pixel. Links oben:
512× 512. Rechts oben: 128× 128. Links unten:
32× 32. Rechts unten: 8× 8.

Man sieht sofort: bei einer Auflösung von 8×8 Pixel ist
Lena nicht mehr zu erkennen. Das letzte Bild entspricht
übrigens gerade der eben genannten 8×8-Matrix (fi,j).
Es sei noch angemerkt, dass es sich bei dem Streifen am
oberen Bildrand um kein Diskretisierungsartefakt han-
delt, es ist vielmehr ein Teststreifen, der eine gleichmä-
ßig von null (schwarz) nach eins (weiss) ansteigende li-
neare Funktion darstellt. Dies wird bei noch folgenden
Ausführungen noch eine Rolle spielen.
Diskretisierung 2: Quantisierung
Mit Quantisierung meint man in der Bildverarbeitung
die Diskretisierung des Wertebereichs f(Ω). Das führt
im Extremfall zu binären Bildern, also Schwarz-Weiss-
Bildern: f(Ω) = {0, 1}. Als Speicherplatz noch kost-
bar war, benutzte man auch noch die byte-Codierung
der Grauwerte, die eine Unterteilung in 256 Graustufen
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erlaubte: f(Ω) = {0, 1, . . . , 255}. Dies ist völlig aus-
reichend, da Menschen durch ihre Physiologie bestimmt
nur etwa 40 verschiedene Grauwerte unterscheiden kön-
nen. In den Zeiten leistungsfähiger Computer findet man
heute oft einen quasi-kontinuierlichen Wertebereich bei
Bildern: f(Ω) = [0, 1]. Dies wollen wir auch für diesen
Aufsatz annehmen, falls nicht anderweitig angemerkt.

Abbildung 5: Quantisierung beim Bild Kameramann.
Links: 256 Grauwertstufen. Rechts: 4 Grauwertstufen,
mit deutlichem Effekt auch auf den Teststreifen.

Wann ist ein Bild ein Bild?
Verteilung von Grauwerten

Ein digitales Bild ist eine Art diskretisierte Funktion und
kann als Matrix betrachtet werden, deren Einträge Zah-
len aus dem Intervall [0, 1] sind. Ordnet man diese Ein-
träge in einer fest vorgegebenen Reihenfolge (etwa Zei-
le für Zeile der Matrix) hintereinander an, so erhält man
einen Vektor, aber einen sehr hochdimensionalen: das
256 × 256 Bild von Lena ergibt einen Vektor der Di-
mension 256 · 256 = 65536! Ein Schüler, dem das klar
geworden ist, wird dem allgemeinen Konzept eines n-
dimensionalen Vektors im Mathematikunterricht wohl
etwas offener gegenüber stehen.
Die in einem Bild enthaltene Information steckt in der
räumlichen Verteilung der Grauwerte, und diese können
wir uns „in Schichten“ ansehen, in Form von Niveau-
mengen. Dazu denken wir uns ein digitales Bild mit
256 Graustufen gegeben f : Ω −→ {c0, . . . , c255} ⊂
[0, 1] . Mit dem Begriff der Niveaumenge haben Schüler
und Anfänger im Studium in der Regel Schwierigkei-
ten. Dieses und verwandte Konzepte lassen sich an ei-
nem Bild sinnfällig veranschaulichen. Wie zu erwarten
ist die Niveaumenge zum Grauwert ck ∈ {c0, . . . , c255}
als die Menge

{(i, j) ∈ Ω | f(i, j) = ck} = f−1(ck)

definiert, also als Teilmenge des Bildbereichs, mathe-
matisch eine Urbildmenge. Anders das Niveaubild:

Ifck(i, j) = f(i, j) · 11f−1(ck)(i, j) = ck · 11f−1(ck)(i, j)

mit 11M als der Indikatorfunktion einer Menge M ,

11M (x) =

{
1 falls x ∈M

0 falls x 6∈M

Das Niveaubild hat einen bestimmten Grauwert (näm-
lich ck, siehe Abb. 2) und ist eine Teilmenge des Gra-
phen der (diskretisierten) Funktion.
Auch die Wirkungsweise der Indikatorfunktion als
wichtiges Instrument einer Fallunterscheidung kann da-
mit demonstriert werden.

Abbildung 6: Räumliche Verteilung von Grauwerten.
Links: Niveaubild zum Grauwert 0.5 in 2D. Rechts:
Niveaubild zum Grauwert 0.5 in 3D.

Diese Schichten eines Bildes lassen sich auch wieder
zusammensetzen, man hat die interessante Zerlegung:

f =

255∑
k=0

Ifck =

255∑
k=0

ck · 11f−1(ck) .

Einen ganz anderen Blick auf ein Bild gewinnt man,
wenn die Häufigkeitsverteilung der Grauwerte be-
trachtet wird. Dies bietet einen anwendungsnahen Ein-
stieg zum Thema Histogramme über der Menge der
Grauwerte eines Bildes.
Es geht also darum, wie oft ein Grauwert in einem dis-
kreten Bild f : Ω −→ [0, 1] vorkommt, genauer: Die
Zuordnung

H : c 7−→ |f−1(c)| = Anzahl(f−1(c))

liefert das Histogramm H zur Verteilung der Grauwerte,
H : [0, 1] −→ {0, . . . , |Ω|} . Da es nur um Anzahlen
geht, ist die räumliche Anordnung der Pixel in Ω ohne
Bedeutung für das Histogramm. Und gerade die Chance,
an einem Objekt, dem Bild, diese beiden Aspekte von
„Verteilung“ gegenüber stellen zu können macht den
Reiz dieser Betrachtungsweise aus. Das Histogramm
selbst kann in Form eines Punkte-, Stäbchen- oder, am
häufigsten, in der Gestalt eines Balkendiagramms darge-
stellt werden. Die folgenden Abbildungen zeigen einige
Beispiele.

Abbildung 7: Häufigkeitsverteilung von Grauwerten
bei einem binärem Bild. Links: Schachbrettmuster.
Rechts: Zugehöriges Histogramm.

Und manchmal zeigt ein Histogramm doch mehr als
ein Blick auf das Bild, zum Beispiel beim sogenannten
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„Rauschen“.

Abbildung 8: Häufigkeitsverteilung von Grauwerten
bei zwei häufig auftretenden Arten von Rauschen.
Oben: Gleichverteiltes Rauschen mit Histogramm.
Oben: „Salz und Pfeffer“-Rauschen mit Histogramm.

Auch solche Bilder, die nur Rauschen, d. h., von ei-
nem Pixel zum anderen einen starken und zufälligen
Wechsel in den Grauwerten zeigen, sind Bilder. Am zu-
gehörigen Histogramm wird deutlich, um welche Art
von Rauschen es sich handelt, was wichtig sein kann
zur Entwicklung von „Entrauschungsalgorithmen“.

Nicht nur schauen:
Verarbeiten von Bildern

Bis jetzt haben wir Bilder mehr oder weniger nur analy-
siert. Jetzt geht es um die tatsächliche Verarbeitung von
Bildern und wir stellen uns die Frage, ob man reellwerti-
ge Funktionen T : D ⊃ R −→ R auf Bilder anwenden
und sie auf diese Art transformieren kann. Die Antwort
ist, wie zu erwarten, ja, denn diese Anwendung läuft auf
eine Verknup̈fung von T mit der Funktion f hinaus, de-
ren dreidimensionaler Graph Gf das Bild darstellt (vgl.
Abschnitt 1). Allerdings taugt nicht jede Funktion als
transformierende Abbildung T , genauer: zu einem Bild
repräsentiert durch f : Ω −→ [0, 1] und der Funktion
T : [0, 1] −→ [0, 1] (!) liefert die Verknüpfung T ◦ f
von Transformation T und Bild f das transformierte
Bild,

T ◦ f : Ω −→ [0, 1] .

Im ersten Beispiel werden wir sehen, dass der Begriff
des „Negativs“ eines Bildes nicht völlig zutreffend ist.

=⇒

T (x) = 1− x

=⇒

Abbildung 9: Transformationen von Bildern. Rechte
Spalte: Lena (Bild f ) und zugehöriges Histogramm.
Mittlere Spalte: Transformation T und Graph. Rechte
Seite: „Transformierte“ Lena (Bild T ◦ f ) mit
(gespiegeltem) Histogramm.

Die Transformation verändert auch die Häufigkeits-
verteilung der Grauwerte, d. h. die Histogramme. An
den folgenden Beispielen wird „sichtbar“ wie sich

Monotonie- und Stetigkeitseigenschaften von T im Er-
gebnisbild und -histogramm widerspiegeln.

T (x) = x2 T (x) = 1− sin(π x) T (x) = 11[0.5,0.6](x)

Abbildung 10: Beispiele (spaltenweise gelesen) von
Transformationen. Die angegebenen Transformationen
werden jeweils auf das originale Lena-Bild angewandt.
Aus dem Teststreifen läßt sich die Gestallt des Graphen
GT der Transformation T ableiten.

Man darf hoffen, dass die/der interessierte Schüler/in
vielleicht von sich heraus versucht, mit verschiede-
nen Transformationen ansprechende Effekte zu erzielen
(und z. B. aus einer Bildergeschichte mit selbstaufge-
nommenen Fotos ein Comic-Strip zu machen).
Es ergeben sich auch didaktisch interressante Fragestel-
lungen:
Bei gegebenem T , kann man grob voraussagen, wie Bild
und Histogramm verändert werden wird? Wann kann
ein transformiertes Bild wieder rekonstruiert werden?
Das führt zu einer sinnhaften Auseinandersetzung mit
dem Konzept der Umkehrfunktion in Form der Umkehr-
abbildung T−1. Was ist zu tun, wenn der Wertebereich
einer Funktion T nicht von vorne herein in [0, 1] enthal-
ten ist, T ([0, 1]) 6⊂ [0, 1]? Welches Funktionsdesign ist
dann nötig, stauchen, „klippen“,...?
Rückblick
Wir hoffen mit diesem Aufsatz wenigstens ansatzweise
aufgezeigt zu haben, welches Potenzial die mathemati-
sche Bildverarbeitung bietet, zahlreiche Zusammenhän-
ge und Konzepte der (Schul-)Mathematik vernetzt dar-
zustellen und visuell erfahrbar zu machen. Als Bücher,
die allgemein von Bildverarbeitung handeln, seien hier
[1] und [2] genannt.

Literatur
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Besprechungen zu Büchern der Computeralgebra

Steven D. Galbraith
Mathematics of Public Key Cryptography

Cambridge University Press, 2012,
630 pp., ISBN-13: 9781107013926 , e 51,30

Das vorliegende Buch behandelt die mathematischen
Grundlagen der Kryptographie mit öffentlichem Schlüs-
sel. Im Vordergrund der Darstellung liegen die Mathe-
matik und die Algorithmen aus Algebra, Zahlentheorie
und Geometrie, mit Hilfe derer aktuelle, in der Praxis
verwendete Kryptosysteme mit öffentlichem Schlüssel
und solche der nächsten Generation implementiert oder
angegriffen werden können. Algebraischen Kurven und
der kurvenbasierten Kryptographie wird ein besonde-
res Gewicht gegeben, aber die auf dem Faktorisierungs-
problem beruhende Kryptographie und die gitterbasierte
Kryptographie werden ebenfalls ausführlich behandelt.
Einige der Themen erscheinen hier erstmalig gebündelt
und in Lehrbuchform.

Die an den Leser gestellten Voraussetzungen sind
ein Grundwissen über Gruppen, Ringe, Körper sowie
Kryptographie, Algorithmen und Komplexität, wie sie
in Veranstaltungen eines Bachelorstudiums vermittelt
werden. Der Autor räumt in seiner Darstellung Gründ-
lichkeit und Präzision einen höheren Stellenwert ein als
einer größtmöglichen Allgemeinheit oder Optimalität

der beschriebenen Algorithmen. Zudem sind in den lau-
fenden Text zahlreiche Übungsaufgaben eingearbeitet.
Damit eignet sich das Buch sowohl als Begleitmateri-
al zu einer Vorlesung, als auch zum Selbststudium. Vom
Inhalt her umfaßt das Buch das Kernwissen, welches für
einen Start in die eigene Forschung im Rahmen einer
Promotion im Bereich der mathematischen Kryptogra-
phie erforderlich ist.

Das Buch ist mit 630 Seiten und über 600 Lite-
raturreferenzen umfangreich ausgefallen. Es unterteilt
sich in die folgenden Teile: „Background“, „Algebraic
Groups“ und „Exponentiation, Factoring and Discrete
Logarithms“, „Lattices“, „Cryptography Related to Dis-
crete Logarithms“, „Cryptography Related to Integer
Factorisation“ und „Advanced Topics in Elliptic and
Hyperelliptic Curves“ mit Abschnitten zu Isogenien
und Paarungen. Weitere Details zum Inhalt sind unter
http://www.math.auckland.ac.nz/~sgal018/
crypto-book/crypto-book.html zu finden.

Florian Heß (Oldenburg)

Weitere Bücher können auf der Seite http://www.fachgruppe-computeralgebra.de/Buecher oder direkt bei
Anne Frühbis-Krüger (fruehbis-krueger@math.uni-hannover.de) zur Besprechung angefordert werden.
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Ehrenpromotion in der Computeralgebra

Verleihung des Ehrendoktortitel an
Anthony C. Hearn
Erlangen, 30. November 2012

Ehrendoktor Anthony C. Hearn, Dekanin Marion Merklein, Lauda-
tor Herbert Stoyan.
(Foto: Erich Malter, Erlangen)

Im Rahmen ihrer Jahresabschlussfeier am 30. November 2012
hat die Technische Fakultät der Friedrich-Alexander-Universität
Erlangen-Nürnberg den Grad und die Würde eines Doktors der In-
genieurwissenschaften Ehren halber (Dr.-Ing. E. h.) an Anthony C.
Hearn, Ph.D., verliehen. Die Verleihung wurde von der Dekanin,
Frau Prof. Dr.-Ing. Marion Merklein, Inhaberin des Lehrstuhls für
Fertigungstechnologie, vorgenommen. Die Laudatio hielt Prof. i.R.
Dr. Herbert Stoyan, vormaliger Inhaber des Lehrstuhls für Künst-
liche Intelligenz am Department Informatik, der als LISP-Experte
seit langer Zeit eine besonderes Beziehung zu Anthony Hearn, sei-
nem Computeralgebrasystem REDUCE und dem von ihm entwi-
ckelten Standard Lisp hat. In seiner Würdigung ging er auf den
Werdegang von Anthony Hearn und seine wissenschaftlichen und
organisatorischen Leistungen rund um REDUCE ein, betonte aber
auch dessen weltweiten Einsatz als „Wissenschaftsorganisator“ und
„Wissenschaftsdiplomat“ zu Zeiten, als dies politisch und technisch
noch erheblich schwieriger und weniger selbstverständlich war als
heute. Als „Urgestein der Computeralgebra“ hat es Anthony Hearn
geschafft, ein Programmsystem mit einem fachlich und international
breiten Spektrum von Anwendern zu etablieren, das nunmehr über
fast ein halbes Jahrhundert weiterentwickelt wird, was einen absolu-
ten Ausnahmecharakter haben dürfte. Die Offenheit des Codes und
seiner Entwicklung kennzeichnet zudem Hearns frühen und konse-
quenten Einsatz für frei zugängliche, offene Software.

Die Ehrung für Anthony Hearn schließt sich übrigens an die
gleiche Ehrung an, die im Jahre 2000 John McCarthy, dem Schöp-
fer der Programmiersprache LISP, zuteil geworden war. Es waren
Begegnungen zwischen dem Physiker Anthony Hearn und dem Lo-
giker und Informatiker John McCarthy im Stanford des Jahres 1963,
die den Ausgangspunkt von Hearns Projekt der Programmierung
eines Systems zur „Formelmanipulation“ zur Bearbeitung (seiner)
physikalischer Fragestellungen (Feynman-Diagramme) und damit
den Ausgangspunkt für die Entwicklung von REDUCE markieren.

Anthony C. Hearn bei seiner Dankesrede.
(Foto: Erich Malter, Erlangen)

Anthony Hearn bedankte sich in einer kurzen, prägnanten Ant-
wort für die ihm zuteil gewordene Ehrung. Am Nachmittag des glei-
chen Tages hatte er bereits in einem Kolloqiumsvortrag am De-
partment Informatik seine persönliche Geschichte, verwoben mit
der Entwicklung von REDUCE, dessen vielseitigen Anwendungen
und Anwendern, bis hin zu seiner Sicht auf aktuelle Entwicklun-
gen des wissenschaftlichen Rechnens dargestellt. Der andauernde
Erfolg von REDUCE war und ist ja auch einer der vielen Nutzer,
die zu diesem offenen System wesentliche Beiträge geleistet haben.
Besonders betonte er, dass Kollegen aus Deutschland qualitativ und
quantitativ besonders aktiv waren und weiterhin sind. Mit besonde-
re Genugtuung konnte Anthony Hearn daher die Teilnahme etlicher
deutscher REDUCE-Aktivisten registrieren, die aus Anlass seiner
Ehrung nach Erlangen gekommen waren.

V. Strehl (Universität Erlangen-Nürnberg)
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Promotionen in der Computeralgebra

Ehsan Ullah: New Techniques for Polynomial System Sol-
ving
Betreuer: Martin Kreuzer (Passau)
Zweitgutachter: Lorenzo Robbiano (Genua)
Juli 2012
http://www.opus-bayern.de/uni-passau/
volltexte/2012/2681/

Zusammenfassung:
In den letzten Jahren ist es in der algebraischen Kryp-

toanalyse immer wichtiger geworden, spezielle Systeme po-
lynomialer Gleichungssysteme zu lösen: der Grundkörper ist
endlich, es gibt i.A. genau eine Lösung, und diese ist über
dem Grundkörper definiert. In dieser Dissertation entwickelt,
implementiert und analysiert der Autor eine Reihe von Me-
thoden, um auch große Beispiele solcher Gleichungssysteme
zu lösen. Er verwendet dabei Techniken, die aus verschiede-
nen Gebieten der Mathematik stammen.

(1) Methoden aus der linearen Algebra basieren auf den
Techniken von J. de Loera und anderen, bei der das polyno-
miale Gleichungssystem durch immer größere lineare Glei-
chungssysteme approximiert und jeweils nur die Lösbarkeit
untersucht wird. Diesen Ansatz kombiniert der Autor ge-
schickt mit der Idee der Mutants von J. Ding.

(2) Methoden aus der diskreten Optimierung, insbeson-
dere Integer Programming (IP), Mixed Integer Program-
ming (MILP) und Mixed Integer Non-Linear Programming
(MINLP) werden anwendbar, indem man das Gleichungsyss-
tem in eine Menge linearer Ungleichungen über Z umwan-
delt. Hierzu werden eine Reihe von Konversionsalgorithmen
entwickelt und miteinander verglichen. Wie zu erwarten ha-
ben sie einen großen Einfluß auf das Laufzeitverhalten der
verwendeten IP-Solver.

(3) Weitere betrachtete Methoden sind die Umwandlung
in ein SAT-Problem und anschließende Verwendung eines
SAT-Solvers, Umwandlung in ein lineares Diophantisches
Gleichungssystem über Z mit Berechnung der Smith Normal-
form, und die Umwandlung in ein relles oder komplexes Glei-
chungssystem mit Verwendung von Methoden aus der nume-
rischen Analysis, insbesondere der Newton-Methode und der
Homotopie-Fortsetzungsmethoden.

Die Arbeit hat einen erheblichen Umfang und wird durch
eine Vielzahl an Implementationen und Timings expliziter
Beispiele aus der Kryptoanalyse ergänzt.

Xingqiang Xiu: Non-Commutative Gröbner Bases and
Applications
Betreuer: Martin Kreuzer (Passau)
Zweitgutachter: Gerhard Rosenberger (Hamburg)
Juli 2012
http://www.opus-bayern.de/uni-passau/
volltexte/2012/2682/

Zusammenfassung:
Während die Algorithmen zur Berechnung von Gröbner-

Basen für Ideale im kommutativen Polynomring hochent-
wickelt und weitgehend optimiert sind, ist die Situation für

zweiseitige Ideale im nicht-kommutativen Polynomring (al-
so in der freien assoziativen Algebra) weit weniger erfeulich.
Es gibt kein Standardlehrbuch für die theoretischen Grund-
lagen, es gibt nur wenige, oft nicht sehr zugängliche Imple-
mentationen, und mögliche Optimierungen der Buchberger-
Prozedur sind nur ansatzweise untersucht worden. Die Dis-
sertation von X. Xiu versucht hier etwas Abhilfe zu schaf-
fen. Nachdem die Grundlagen ausführlich entwickelt werden,
untersucht und optimiert der Autor die Buchberger-Prozedur.
Dazu werden die Obstruktionen (also die nicht-kommutativen
Analoga der kritischen Paare) sorgfältig minimiert und es
werden nicht-kommutative Analoga der Gebauer-Möller Kri-
terien zur Paarvermeidung entwickelt. Auch die Art und An-
zahl der notwendigen Interreduktionen wird eingeschränkt,
so dass sich eine stark optimierte, performante Version der
Buchberger-Prozedur ergibt.

In weiteren Kapiteln werden Anwendungen auf Berech-
nungen für Untermoduln freier zweiseitiger Moduln, eine
nicht-kommutative Version des F4-Algorithmus, Gröbner-
Basisberechnugnen in Restklassenringen nicht-kommutativer
Polynomringe (z. B. in Gruppenringen) und Methoden zur
Bestimmung der Gelfand-Kirillov Dimension sowie der
nicht-kommutativen Hilbert-Funktion beschrieben.

Der Autor hat alle Algorithmen effizient in einem C++
Paket für das Computeralgebrasystem ApCoCoA implemen-
tiert, das frei verfügbar ist. Die Dissertation enthält auch viele
mit diesem Paket berechnete Beispiele und Timings.

Stephan Ritscher: Degree Bounds and Complexity of
Gröbner Bases of Important Classes of Polynomial Ideals
Betreuer: Ernst W. Mayr (TUM Informatik)
Gutachter: Gregor Kemper (TUM Mathematik), Chee
Yap (New York University)
Oktober 2012
http://mediatum.ub.tum.de/doc/1006213/
1006213.pdf

Zusammenfassung:
Polynomial ideals have been intensely studied by compu-

ter scientists. The method of Buchberger allows to effectively
solve the membership problem to which a variety of other
interesting problems can be reduced. Mayr and Meyer sho-
wed, that these computations are very expensive in the worst
case. As a consequence, special ideal classes have to be iden-
tified for which the membership problem can be solved more
efficiently. As previous results show, the complexity of the
membership problem is mainly related to the degrees of the
representation problem and Gröbner bases. Thus the first part
of the thesis studies degree bounds for various ideal classes.
The main contributions are upper and lower bounds for Gröb-
ner bases depending on the ideal dimension and some results
for toric ideals. In the second part, these findings are applied
to questions of complexity. The presentation comprises an
incremental space-efficient algorithm for the computation of
Gröbner bases, an algorithm in polylogarithmic space for the
membership problem in toric ideals and the space-efficient
computation of the radicals of low-dimensional ideals.
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Habilitationen in der Computeralgebra

Daniel Robertz:
Formal Algorithmic Elimination for PDEs
Betreuer: Wilhelm Plesken (Aachen)
Gutachter: Dima Grigoriev (Lille), Franz Winkler (Linz)
Dezember 2012

Zusammenfassung:
This thesis approaches partial differential equations

(PDEs) from the viewpoint of algebra and contributes algo-
rithmic methods which allow to investigate effectively the re-
lationship of systems of PDEs and their sets of solutions. Em-
ploying formal techniques, the focus is on polynomial diffe-
rential equations and their analytic solutions.

We borrow quite a few concepts from algebraic geometry.
Whenever a set of points is given by a polynomial or rational
parametrization, an elimination of the parameters from the
equations which express the coordinates of the points yields
equations that are satisfied by the coordinates of every point
of the set. If there exists an implicit description of this set as
solution set of a system of polynomial equations, then elimi-
nation constructs such a description.

This thesis develops algorithmic methods which accom-
plish the analogous elimination task for systems of polyno-
mial partial differential equations and their (complex) analy-
tic solutions. It builds on work by C. Riquier, M. Janet, J. M.
Thomas, J. F. Ritt, E. R. Kolchin, and others, who laid the
foundation of differential algebra.

A given multivariate polynomial, whose coefficients are
analytic functions, is interpreted as a parametrization of a
set of analytic functions, i.e., every element of this set ari-
ses from substitution of appropriate analytic functions for the
indeterminates of the polynomial. Moreover, the substitution
of functions for the indeterminates also involves the compo-
sition with prescribed analytic functions. If the polynomial is
linear, then the resulting set is a vector space over the field of
constants. In general, however, the parametrized set is rarely

closed under addition.
As a simple example we mention that the analytic func-

tions of the form F (x − t) + G(x + t) admit an implicit
description as solution set of the wave equation ∂2u

∂t2 = ∂2u
∂x2 ,

a well-known fact when considered in the reverse direction.
An implicit description of an algebraic variety admits a

straightforward check whether or not a given point belongs to
the variety, namely by verifying if it is a solution of the defi-
ning equations. Similarly, if a set of analytic functions is the
solution set of a system of differential equations, membership
to this set reduces to the check whether or not a given analy-
tic function is annihilated by the corresponding differential
operators.

Depending on the representation of a function at hand, it
may not be obvious at all whether the function has another
representation of a special form, e.g., as sum of functions de-
pending on a smaller number of arguments, etc. A prominent
example, which is only loosely related to the contents of this
thesis, is V. I. Arnold’s solution of Hilbert’s 13th problem
showing that every continuous function of several variables
can be represented as a composition of finitely many con-
tinuous functions of two variables. We restrict our attention
to decomposition problems for analytic functions which may
be answered by constructing a system of partial differential
equations and inequations, whose set of solutions coincides
with the set of decomposable functions.

The algorithmic methods developed in this thesis allow to
improve symbolic solving of PDEs. On the one hand, mem-
bership of a solution to a family of solutions, which is im-
plicitly described by PDEs, is decidable, so that questions re-
garding completeness of the family of solutions can be ad-
dressed. On the other hand, adding a PDE system characteri-
zing analytic functions of a special form to a PDE system to
be investigated, may allow to extract explicit solutions of the
prescribed type. This approach generalizes the well-known
method of separation of variables. A small family of explicit
solutions for the Navier-Stokes equations is computed.
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Berichte von Konferenzen

1. 16. Workshop on Elliptic Curve Cryptography
(ECC 2012)
Santiago de Querétaro, 28.–31. October 2012

http://ecc2012.cs.cinvestav.mx/

Wie schon in den Jahren zuvor bestand das Programm aus-
schließlich aus eingeladenen Vorträgen zu allen Themenbe-
reichen der Kryptographie basierend auf elliptischen Kur-
ven, von mathematischen Grundlagen und Sicherheitsaspek-
ten bis hin zu Implementierungen. Auch Aspekte kryp-
tographischer Paarungen waren Thema mehrerer Vorträge.
Die Vorträge wurden alle als Videos aufgezeichnet und so-
wohl die Vortragsfolien als auch die Videos der Vorträ-
ge sind auf http://ecc2012.cs.cinvestav.mx/
program.php online verfügbar. Die Konferenz wurde her-
vorragend organisiert und geleitet von Neal Koblitz (Uni-
versity of Washington, Seattle, USA), Francisco Rodríguez-
Henríquez (CINVESTAV-IPN, Mexiko) und Horacio Tapia-
Recillas (UAM-Iztapalapa, Mexiko), die tatkräftig von meh-
reren Doktoranden des CINVESTAV-IPN unterstützt wur-
den.

Anders als in den meisten Vorjahren gab es keine Sum-
merschool für Doktoranden in der Woche vor der ECC.
Anstatt dessen begann die Tagung sonntags mit drei zwei-
stündigen einführenden Vorlesungen. Craig Costello (Tech-
nische Universität Eindhoven, mittlerweile Microsoft Re-
search) hielt eine Vorlesung zu mathematischen Grund-
lagen von Kryptographie basierend auf elliptischen Kur-
ven, Francisco Rodríguez-Henríquez (CINVESTAV Mexi-
ko) über Implementierungsaspekte in Hard- und Software
und schließlich hielt Neal Kobliz, einer der beiden Erfinder
von Kryptographie basierend auf elliptischen Kurven, eine
Vorlesung über Angriffe gegen Signatur- und Verschlüsse-
lungsverfahren.

Neben den einführenden Vorlesungen am Sonntag und den
einstündigen Vorträgen der Tagung gab es auch im Rahmen
der sogenannten „Rump Session“ die Möglichkeit, in fünf-
bis zehnminütigen Vorträgen aktuelle Ergebnisse und lau-
fende Projekte vorzustellen. Die Rump Session fand, wie
auch der Empfang der Konferenz, bei typisch mexikani-
schem Essen und einer landestypischen Auswahl von Ge-
tränken statt. Die Folien der Kurzvorträge sind online auf
http://ecc.2012.rump.cr.yp.to/ verfügbar. Das
Rahmenprogramm wurde abgerundet durch eine Stadtfüh-
rung durch das Zentrum von Santiago de Querétaro, das Teil
des UNESCO Weltkulturerbes ist, sowie dem Galadinner am
Dienstag Abend.

Die Tagung war eingebettet in die 45. Tagung der Mexika-
nischen Gesellschaft für Mathematik, die vom 28. Septem-
ber bis zum 2. Oktober ebenfalls in Santiago de Querétaro
stattfand. Teilnehmer der ECC hatten so auch Zugang zu den
Vorträgen dieser nationalen Konferenz.

Termin und Veranstaltungsort für die kommende ECC stehen
mittlerweile auch fest: Die ECC 2013 wird in Leuven, Belgi-
en, vom 16. bis 18 September 2013 stattfinden. In der Woche
vor der Konferenz wird eine dreitägige Summerschool für
Doktoranden und interessierte Masterstudenten stattfinden.
Informationen zur ECC 2013 sind auf https://www.
cosic.esat.kuleuven.be/ecc2013/ online zu fin-
den.

Peter Schwabe (Radboud University Nijmegen)

2. Workshop on SymbolicData Design
Leipzig, 13.–14. December 2012

http://symbolicdata.org/wiki/Events.

2012-12-13

Within the E-Science Benchmarking Project we invited for
a workshop and hackathon to discuss and promote diffe-
rent aspects of the SymbolicData Project. The workshop
took place at HTWK – Hochschule für Technik, Wirtschaft
und Kultur Leipzig. We had two days of intense discussi-
ons about the goals, philosophy, subprojects, links etc. of the
SymbolicData Project [1].

First we discussed the current state of the project. Hans-Gert
Gräbe (Uni Leipzig) explained in detail the work done so
far towards a redesign of the Data collection according to
Linked Open Data standards. Within this refactoring process
we distinguish more clearly between Data (called XMLRe-
sources) and Metadata (called RDFResources; interlinking
of metadata is nowadays best supported by the RDF based
Semantic Web Stack [2]). Such a distinction allows to ex-
press more clearly another point: Data and its semantic mea-
ning are managed within different Computer Algebra Com-
munities, Metadata are required for Cross Community Com-
munication purposes. The main future focus of SymbolicDa-
ta will be on the needs of such a Cross Community Commu-
nication between different Computer Algebra Communities.

Albert Heinle (RWTH Aachen, now U Waterloo) presented
the SDEval framework. It grew up from the profiling and tes-
ting needs of the Free Algebra community [3], but is generic
enough to serve as a best practice how to organize automated
set up, run, evaluation and comparison of dedicated compu-
tational tasks on a large amount of data. The framework is
written in python, heavily uses UNIX process management
facilities to flexibly define and set up computational environ-
ments with dedicated characteristics, and can be reused for a
wide range of computational tasks with different CA softwa-
re. SDEval continues the SymbolicData efforts to establish
standards how to set up environments for testing and bench-
marking of CA software on a larger collection of given data.

Satya Samal (Uni Bonn) presented the PoCaB Project [4],
explained in detail structural approaches within the PoCaB
Databases and how data are generated within the PoCaB fra-
mework. PoCaB mainly addresses topics around categori-
zation of differential equation systems in mass action and
non-mass action kinetics in chemical systems coming from
a biological background. PoCaB is interlinked with different
communities within CA (Polynomial Systems Solving and
the Polymake communities) and also beyond. In particular,
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it heavily exploits biological databases (BioModel Databa-
se, KEGG Database) [5] that come with their own language
SMBL and experiences how to express semantical aspects in
a computer readable way.

Johannes Waldmann (HTWK Leipzig) gave a talk about
Benchmarks and Competitions in Theoretical Computer
Science presenting best practices of three TCS Communi-
ties: Termination, SAT and SMT. He explained the Termi-
nation Problems Data Base [6] and their way of benchmar-
king: They regulary organize Termination Competitions on
previously agreed data from different problem categories at
a central site. This competition accompanies the annual lar-
ge conference in the field. Waldmann emphasized that most
communities have their own (intracommunity) infrastructure
– workshops, mailing lists, wiki (to adjust a „common sto-
ry“) – and domain specific

• input syntax and semantics specification,

• standards for what is an acceptable proof trace,

• methods for selecting competition problems, and

• algorithms for scoring results,

that should be reused as much as possible by efforts like
SymbolicData. Waldmann is involved with the StarExec Pro-
ject [7] that „has the goal to provide a domain-agnostic exe-
cution platform (software and hardware) for running com-
petitions in computational logics and developed some meta-
model of competitions that covers standards for benchmarks,
tools and results“.

At the meeting we decided about the future main road of the
SymbolicData Project. First, the SymbolicData Project will
be refocussed to address needs and efforts of communities
within Symbolic Computation to profile, test and benchmark
implementations on larger sets of data.

There is a commonly complained misrecognition of such ef-
forts because they are not in the focus of reputational pro-
cesses of the respective communities and are in rare cases
acknowledged properly. Such questions arise in other expe-
rimentally based sciences, too.

SymbolicData (v.1 and v.2) had its origin within the Poly-
nomial Systems Community, so such a refocussing has to be
processed also as a reorganization of data for SymbolicDa-
ta v.3. This work is on the way. A list of communities with
benchmarking activities addressed by SymbolicData will be
maintained on the SymbolicData website.

For the future there should be a better interlinking bet-
ween (intracommunity) sources, resources and communica-
tion structures within such a community and SymbolicData.
This will be carefully studied on a number of use cases in
cooperation with the SPP 1489.

SDEval as a python based generic benchmarking compute
framework represents best practice to run dedicated compu-
tational tasks on a large amount of given data. This code is
available from the SymbolicData Public Repository.

In the near future we focus on consolidating SymbolicData
and releasing a stable v.3. As a first step we moved to git and
operate a public repository at github [8]. There is a Sparql
endpoint [9] for SymbolicData that serves the latest RDFDa-
ta. In the second half of July there will be another workshop
in Leipzig to resume current progress.

Links:

[1] The SymbolicData Project. http://symbolicdata.
org.

[2] The Semantic Web Stack. http://en.
wikipedia.org/wiki/Semantic_Web_
Stack.

[3] The SD Free Algebra Subproject. http://
symbolicdata.org/wiki/FreeAlgebra.

[4] The PoCaB Project – Platform of Chemical and Bio-
logical Analysis Using Computer Algebra Methods.
http://pocab.cg.cs.uni-bonn.de.

[5] Bio Model Databases. http://www.ebi.ac.
uk/biomodels-main.

[6] TPBD – the Termination Problems Data Base. http:
//termination-portal.org/wiki/TPDB.

[7] The StarExec Project. http://www.starexec.
org/starexec/public/about.jsp.

[8] For details, see http://symbolicdata.org/
wiki/Using.Git.

[9] The Sparql endpoint operates at http://
symbolicdata.ontowiki.net.

Hans-Gert Gräbe (Leipzig)

3. Conference on Commutative Rings, Integer-
valued Polynomials and Polynomial Functions
Graz, 19.–22. Dezember 2012
http://integer-valued.org

Vom 16. bis zum 22. Dezember 2012 fanden im vorweih-
nachtlichen Graz die „Conference on Commutative Rings,
Integer-valued Polynomials and Polynomial Functions“ so-
wie einführende Minikurse statt. Organisiert wurde die Kon-
ferenz durch Sophie Frisch, Giulio Peruginelli und Roswitha
Rissner von der TU Graz.
Die Konferenz wurde eingeleitet durch eine Reihe von Mini-
kursen, die im Zeitraum vom 16. bis 18. Dezember stattfan-
den. Jean-Luc Chabert, Sarah Glaz, Alan Loper, Irena Swan-
son und Qifan Zhang führten in diesem Rahmen mit je drei
Vorlesungen in ihre Forschungsgebiete ein. Es glang ihnen,
einen hervorragenden Überblick unter anderem zu ganzzah-
ligen Polynomen und Abschlüssen, Prüfer-Bedingungen und
Ultrafiltern zu geben, der als Rüstzeug für die folgende Kon-
ferenz dienlich war.
Eingeladene Sprecher der Konferenz selbst waren die Leiter
der Minikurse Jean-Luc Chabert, Sarah Glaz, Alan Loper,
Irena Swanson und Qifan Zhang sowie Marco Fontana und
Byung Gyun Kang. In insgesamt 41 Vorträgen wurde ein
breites Spektrum an Themen abgedeckt. Einige Schwer-
punkte waren ganzzahlige Polynomen über kommuntativen
sowie nicht-kommutativen Ringen, Implikationen verschie-
dener Prüfer-Bedingungen und der Einsatz von Ultrafiltern.
Einige Vorträge beschäftigten sich auch mit Themen aus
dem Bereich der Computeralgebra, zum Beispiel präsen-
tierte Wolfgang Herfort einen hochinteressanten Beweis der
Gleichung von Hua mit Hilfe von Shirshov-Gröbner-Basen.
Unter dem Titel „Commutative rings, integer-valued polyno-
mials, and polynomial functions“ werden einige der Präsen-
tationen auch in den Proceedings der Konferenz vorgestellt.
Diese sind aktuell noch in Arbeit und werden anschließend
im Springer-Verlag erscheinen.

Stefan Toman (München)
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4. XIV. Mathematica-Tag
Berlin, 26. Februar 2013
www.ordinate.de/mathematicaTag.htm

Zum 14. Mal seit 1999 traf man sich am 26.02.2013 auf
Einladung von WIAS (http://www.wias-berlin.
de) und mathemas ordinate, Carsten Herrmann (http:
//www.ordinate.de) in Berlin-Mitte. Aufgelockert
durch den traditionell von mathemas ordinate spendier-
ten Imbiss gab es eine Reihe interessanter Vorträge. In-
teressierte können Skripte/Mathematica-Notebooks/CDFs
der Vorträge erhalten (bitte eine Email senden an
carsten@ordinate.de). Herr Dr. Fuhrmann vom WI-
AS begrüßte die zahlreich Erschienenen und erläuterte die
Aufgaben und Struktur des WIAS. Carsten Herrmann be-
grüßte die ca. 60 Teilnehmer mit einem kurzen Überblick
über den Tagesablauf.
Im ersten Vortrag sprach Dr. Leonid Shifrin aus St. Pe-
tersburg zum Thema „RLink: linking Mathematica and R“.
Herr Shifrin arbeitet als Consultant für Wolfram Research
und ist der massgebliche Schöpfer des in Mathematica 9
neuen RLinks. R als mittlerweile weit verbreitete Program-
miersprache und Entwicklungsumgebung für statistische Be-
rechnungen und Grafik ist open source und für die wichti-
gen Rechnersysteme verfügbar. RLink ist als App Teil von
Mathematica 9 und verbindet R und Mathematica; es er-
laubt, Daten zwischen R und Mathematica auszutauschen,
R-Code von Mathematica aus auszuführen, R-Funktionen
mit Mathematica-Argumenten auszuführen, und das Ergeb-
nis zu Mathematica zu übertragen. Herr Shifrin demons-
trierte, dass sowohl R- als auch Mathematica-Anwender von
RLink profitieren können.
Im zweiten Beitrag präsentierte Carsten Herrmann sein No-
tebook zum Thema: Survival und Reliability. Die Lebens-
zeitanalyse wird in zahlreichen Anwendungsbereichen, wie
Medizin, Technik etc. verwendet. Mathematica bot bereits in
der Vorversion (siehe vorige Mathematica-Tage) Ansätze zur
Behandlung derartiger Probleme. In Version 9 wurde dies
nun stark erweitert durch Funktionen wie SurvivalModelFit
oder CoxModelFit, die sich gut zur Beurteilung der Survival-
Schätzung und etwaiger Faktoren eignen. Mit 3 neuen Funk-
tionen, die auch alle auf dem Konzept von Lifetime Analysis
aufbauen, hat man dann auch im Bereich Reliability Techni-
ken zur Beurteilung der Ausfallwahrscheinlichkeit von Sys-
temen zur Verfügung.
Anschließend präsentierte Herr Dr. Rolf Mertig von der Fa.
Gluon Vision einen kurzen Überblick über die technischen
Unterschiede zwischen dem gratis CDF (Computable Do-
cument Format) und der CDF Enterprise 9.0, die so etwas
wie standalone Mathematica-Anwendungen zu produzieren
erlaubt. Er sprach auch die sich nun ergebenden „Business
Opportunities“ an, erwähnte einige Beispiele, unter anderem
auch die interessante Sammlung „Mathematica Scientific
Demonstrations“ von Nasser M. Abbasis (http://www.
12000.org/my_notes/mma_demos/index.htm).
Nach der Mittagspause erläuterte Herr Prof. Dr. Rolf Sulan-
ke in seinem Beitrag „Tensoralgebra mit Mathematica“ sei-
nen Ansatz, den er in seinem Notebook dargestellt hat. Darin

wird ein neues Objekt „tensor“ implementiert, das im Unter-
schied zu den in MMa 9.0.1 angesprochenen Tensoren, die
einfach nur Arrays sind, gestattet, kovariante, kontravarian-
te und Tensoren gemischten Typs zu behandeln. Für dieses
Objekt werden alle bekannten Tensoroperationen program-
miert; die gesamte affine Tensoralgebra und die äußere Al-
gebra über einem endlich-dimensionalen Vektorraum kann
mit den neuen Funktionen bearbeitet werden. Die neuen Ten-
sorfunktionen werden mit den in MMa built-in vorhandenen
verglichen; Übergangsfunktionen beschreiben die Zusam-
menhänge. Herr Prof. Dr. Sulanke hat vor allem auch Mühe
darauf verwendet, das Notebook in einem Stil zu verfassen,
der zur Einarbeitung in MMa nützlich ist und es gleichzeitig
für einschlägige Lehrveranstaltungen geeignet macht. Dieser
mathematisch orientierte Vortrag fand recht reges Interesse.
Das Notebook ist lesenswert!

Herr Dr. Markus von Almsick von der Fa. Wolfram Rese-
arch bot dann „Eine Mathematica Version 9 Safari“ durch
durch den „Dschungel“ der über 400 Neuerungen der im
November 2012 erschienenen Version 9 von Mathematica.
Anhand von Beispielen wurde die Tragweite der neuen Kon-
zepte in der Statistik und Stochastik, der Bild- und Signal-
verarbeitung (3D-Volume-Rendering, DICOM Daten), dem
User-Interface (Wolfram Predictive Interface) und bei Diffe-
rentialgleichungen (Diskrete Ereignisse, stochastische Diffe-
rentialgleichungen), Einheiten beleuchtet und diskutiert. In-
teressante Beispiele waren u.a.l: Darstellung des Netzes der
deutschen Bahn, Nutzung von Google-Maps etc.

Herr Dr. Jörg Polzehl vom WIAS Berlin demonstrierte
die Möglichkeiten des „structural adaptive smoothing ap-
proach“, der am WIAS entwickelt wurde, und verglich es
mit den in Mathematica zur Verfügung stehenden Tools. Ein
kurzer Überblick über Anwendungen auf bildgebende Ver-
fahren der Medizin rundete die Darstellung ab.

Abschliessend bot Patrick Scheibe vom Translationszentrum
für regenerative Medizin der Universität Leipzig in seinem
Beitrag „Verbesserung der Autocompletion in Mathemati-
ca“ eine „interessante Reise durch die Innereien“ von Ma-
thematica. In Version 9 gibt es die automatische Autocom-
pletion bei der Funktionseingabe. Die Art und Weise ist je-
doch nicht unbedingt ideal. Patrick Scheibe erläuterte seine
Methode, bei der CamelCase-Completion verwendet wird,
bei der nicht nur die Vervollständigung von Präfixen (Integ
zu IntegerDigists) sondern auch die Angabe nur der Gross-
buchstaben – der Kamelhöcker- (also z. B. nach Eintippen
von LLICP erscheint ListLineIntegralConvolutionPlot) zur
Vervollständigung führt.

Abgerundet wurde der inhaltliche Tag mit einer technischen
Fragen-und-Antworten-Runde (statt des Debugger in Ma-
thematica sollte man die Eclipse-basierte Wolfram Work-
bench verwenden). Mit der üblichen nachmittäglichen Kaf-
feerunde klang der Mathematica-Tag aus. Der „Tag“ ende-
te gegen 17h00. Der nächste, also Mathematica-Tag XV,
soll dann Anfang Dezember 2013 wieder im WIAS statt-
finden (Genaueres siehe http://www.ordinate.de/
mathematicaTag.htm).

Carsten Herrmann
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makeStreamLinex0_, y0_, z0_, l_, n_ :
Block
x, y, z,
len  Sqrt3 xt  yt^2  xt zt  26.5 xt  yt^2 

xt yt  zt^2,
With
sol  x, y, z . FirstNDSolve

x't  3 xt  ytlen,
y't  xt zt  26.5 xt  ytlen,
z't  xt yt  ztlen,
x0  x0, z0  z0, y0  y0, x, y, z, t, 0, l

,
StreamLineTableThroughsolt, t, 0, l, ln  1.0


;

findNextSeedPointstreamlines : _StreamLine ..,
x0_, x1_, y0_, y1_, z0_, z1_, n_ :

Blockpts  Join  streamlines . StreamLine  Sequence,
nearestfunc, seed, maxDist  1,

nearestfunc  Nearestpts;
TableWithdist  Normx, y, z  Firstnearestfuncx, y, z,

Ifdist  maxDist,
maxDist  dist;
seed  x, y, z


,
z, z0, z1, z1  z0n  1.0,
y, y0, y1, y1  y0n  1.0,
x, x0, x1, x1  x0n  1.0;

seed
;

makeStreamsdim : x0_, x1_, y0_, y1_, z0_, z1_, len_, nStreams_,
nStreamPts_, regRes_ : Block
seed  x1  x0, y1  y0, z1  z02.0, streams,
Nest
Append, makeStreamLinefindNextSeedPoint, dim, regRes, len,

nStreamPts &, makeStreamLineseed, len, nStreamPts, nStreams  1
;

plotStreamLinesstreams : _StreamLine .. :
Graphics3D
ColorData54, RandomInteger1, 12,

Functions, ArrowTubes  Partition, 15, 14 &  streams;
ShowplotStreamLinesmakeStreams20, 20, 20, 20, 20, 20, 50,

50, 57, 20, ImageSize  600

Oder einen Bitmap tracer
Die Details dazu sind hier beschrieben

OptionsTraceBitmap  TraceLevels  2, Smooth  1, RemoveSpeckles  1,
PlotPoints  50, MaxRecursion  3;

TraceBitmapimg_Image, opts : OptionsPattern :
Moduledata, nx, ny, levels, smoothing, speckles, imageColors, rgbValues,

levelMasks, levels, smoothing, speckles 
OptionValueTraceLevels, Smooth, RemoveSpeckles;

nx, ny  ImageDimensionsimg;
data  ImageDataColorQuantizeimg, levels, Dithering  False, "Byte",

DataReversed  True;
imageColors  UnionFlattendata, 1;
rgbValues  RGBColor   255. &  imageColors;
levelMasks 
Block

bm  Imagedata . ExceptimageColors, _Integer ..  0,
imageColors  1,

ListInterpolationDeveloper`ToPackedArray
ImageDataGaussianFilterOpeningbm, speckles, smoothing,
"Real" &  Rangelevels;

Show
RegionPlotlevelMasksy, x  .4, x, 1, nx, y, 1, ny,

PlotStyle  rgbValues, BoundaryStyle  DirectivergbValues,
Frame  False, AspectRatio  Automatic, PlotRange  1, nx, 1, ny,
PlotPoints  OptionValuePlotPoints,
MaxRecursion  OptionValueMaxRecursion &  Rangelevels;

img  RasterizePlot3DSinx y, x, 0, 3, y, 0, 3,
ColorFunction  ColorData"DarkRainbow"3 &, Boxed  False,
Axes  False, Mesh  None, BoundaryStyle  Thickness.01, "Image",

ImageSize  500;
TraceBitmapimg, TraceLevels  30, MaxRecursion  3, PlotPoints  100,
RemoveSpeckles  0

Interdisziplinäres Kolloquium zur Anwendung von Mathematica in den Naturwissenschaften

Weierstraß-Institut für 
Angewandte Analysis und Stochastik
Mohrenstr. 39
10117 Berlin

Neuigkeiten  Mathematica 9  
Prädiktive Schnittstelle...3D volumet-
rische Bildverarbeitung... symbolische 
Tensoralgebra...Hybrid und differen-
tialalgebraische Gleichungen...Ver-
bindung mit R...Einheiten (physikal. 
etc.)...Enterprise CDF...Zufallsprozes-
se...Markov-Ketten...Zuverlässigkeits- 
und Survival-Analyse...Zeitreihen und 
stochastische Differentialgleichun-
gen... 

XIV. Berliner Mathematica-Tag

mathemas  ordinate CERTIFIED RESELLER
2010

26. Februar 2013

Informationen/Anmeldung  http:www.ordinate.de/mathematicaTag.html

Analysis of global mean temperature 
Years 1880-2011, centralised with 1951-
1980 baseline ARIMA-Forecast.

Find the forecast for 20 years ahead:

In[4]:= forecast  TimeSeriesForecasteproc, gmt, 20;

In[5]:= ListLinePlotgmt, forecast, InterpolationOrder  0, Filling  Axis

© 2013 , Carsten Herrmann, Patrick Scheibe und diverse andere



Hinweise auf Konferenzen

1. ECCAD – The East Coast Computer Algebra
Day
Annapolis, Maryland, USA, 27.04.2013
http://www.usna.edu/cs/eccad13/

The East Coast Computer Algebra Day (ECCAD) is a one-
day meeting for those interested in computer algebra and
symbolic mathematical computation. It provides opportuni-
ties to learn and to share new results and current work in
progress. The schedule includes prominent invited speakers
along with contributed posters and software demonstrations.
Plenty of time is allowed for unstructured interaction among
the participants. Researchers, teachers, students, and users of
computer algebra are all welcome!

Invited Speakers: Shafi Goldwasser (MIT), Manuel Kauers
(RISC-Linz), Michael Monagan (Simon Fraser University).

This year’s invited speakers represent the diverse interests
of the community. Dr. Kauers’ talk will focus on mathema-
tics and algorithms in symbolic computations with differen-
tial equations. Dr. Monagan’s will deal with issues involved
in producing efficient software implementing algorithms for
computing symbolically with polynomials. Dr. Goldwasser’s
talk will address security and cryptography, focusing on an
interest her community shares with ours — computing with
lattices. In fact, we encourage researchers in security and
cryptography to attend ECCAD this year in order to foster
collaboration and learning between our two communities on
the many areas in which our interests overlap.

Organizing Committee: Dan Roche (US Naval Academy
(chair)), Chris Brown (US Naval Academy), Dave Saunders
(University of Delaware).

2. MEGA 2013 – Effective Methods in Algebraic
Geometry
Frankfurt am Main, 3. – 7.06.2013
http://math.uni-frankfurt.de/mega2013/

MEGA is the acronym for Effective Methods in Algebraic
Geometry (and its equivalent in Italian, French, Spanish,
German, Russian, etc.). This series of biennial international
conferences, with the tradition dating back to 1990, is de-
voted to computational and application aspects of Algebraic
Geometry and related topics.

The conference will comprise invited talks, regular talks (ba-
sed on a competitive submission process), software presen-
tations, as well as a poster session.

Invited speakers are Lucia Caporaso (University Roma Tre),
Felipe Cucker (City University of Hong Kong), Bas Edix-
hoven (University of Leiden), Benjamin Nill (Case Western
Reserve University), Giorgio Ottaviani (University of Firen-
ze), Frank-Olaf Schreyer (University of Saarbrücken), Mar-
kus Schweighofer (University of Konstanz), Seth Sullivant
(North Carolina State University) and Rekha Thomas (Uni-
versity of Washington).

3. ACAT 2013 – 15th International Workshop
on Advanced Computing and Analysis Techni-
ques in Physics Research
Beijing, 16. – 21.5.2013
http://acat2013.ihep.ac.cn/

The ACAT workshop series, formerly AIHENP (Artificial
Intelligence in High Energy and Nuclear Physics), was crea-
ted back in 1990. Its main purpose is to gather researchers

related with computing in physics research together, from
both physics and computer science sides, and bring them a
chance to communicate with each other. It has established
bridges between physics and computer science research, fa-
cilitating the advances in our understanding of the Univer-
se at its smallest and largest scales. With the Large Hadron
Collider and many astronomy and astrophysics experiments
collecting larger and larger amounts of data, such bridges are
needed now more than ever.

The 15th edition of ACAT aims to bring related researchers
together, once more, to explore and confront the boundaries
of computing, automatic data analysis and theoretical cal-
culation technologies. It will create a forum for exchanging
ideas among the fields and will explore and promote compu-
ting, data analysis and theoretical calculation technologies in
fundamental physics research.

4. Workshop Questions, Algorithms, and Com-
putations in Abstract Group Theory

Braunschweig, 21. – 24.5.2013

http://www.icm.tu-bs.de/ag_algebra/

ws-qac/index.php

More than 100 years ago, Dehn proposed his famous pro-
blems on abstract groups: the word problem, the conjugacy
problem and the isomorphism problem. It is long known that
all three problems are undecidable in general. Nonetheless,
they have inspired a rich theory of computations in abstract
group theory.

There are various classes of groups, such as word hyperbo-
lic, automatic and polycyclic groups, for which many natural
decision problems are solvable. On the other hand, there are
constructions of groups with unexprected properties such as
the Tarski or Dehn monsters. Most problems are undecida-
ble in these monsters. It remains open to understand both of
these opposite ends and where the boundary between them
lies.

Recently, the new research topic of cryptography based on
abstract groups has been invented. This topic requires funda-
mental knowledge about the complexity and the efficiency
of various algorithms on abstract groups. This has produced
a new interest in computations with abstract groups.

Our aim is to combine researchers form the areas of abstract
group theory, computer science and algebraic geometry to
obtain new advances in algorithmic group theory.

5. Syzygies in Berlin

Berlin, 27. – 31.5.2013

http://syzygies.math.fu-berlin.de/

The workshop Syzygies in Berlin will bring together mathe-
maticians ranging from graduate students to senior experts to
study classical results and open problems surrounding syzy-
gies, free resolutions and regularity. Syzygies in Berlin will
take place at the Zuse-Institut.

The workshop’s center of gravity is formed by four short
courses (D. Eisenbud, R. Pandharipande, H. Schenk, F.-O.
Schreyer). Interaction between early-stage and senior mathe-
maticians will be facilitated by numerous working sessions,
with computer algebra playing a supporting role. Three in-
vited lectures will introduce participants to recent develop-
ments in the field.
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6. CoCoA 2013 – International School on Com-
puter Algebra

Osnabrück, 10. – 14.6.2013

http://cocoa.dima.unige.it/conference/

cocoa2013/

Die CoCoA-Schule richtet sich an Diplomanden und Dokto-
randen aus der ganzen Welt, die an Themen aus der kom-
mutativen Algebra oder algebraischen Geometrie arbeiten
und das Computeralgebrasystem CoCoA einsetzen wollen.
Es wird zwei Kurse mit zugehörigen Tutorien geben:

(1) Lorenzo Robbiano, Sets of Points and Mathematical
Models (Tutorien: Maria-Laura Torrente)

(2) Winfried Bruns, Algorithms for Toric Geometry (Tu-
torien: t.b.a.)

Die CoCoA Schule findet bereits zum achten Mal statt und
schließt sich an die erstmals in Deutschland stattfindende
Konferenz MEGA 2013 an. Neben den Kursen und Tuto-
rien wird es auch eine Poster-Session geben, in der die Teil-
nehmer ihre eigenen Arbeiten präsentieren sollen. Details
zur Anmeldung und Durchführung sind auf der angegebe-
nen Webseite abrufbar. Anmeldeschluss ist der 31.3.2013.

7. ISSAC 2013 – The 38th International Sympo-
sium on Symbolic and Algebraic Computation

Boston, USA, 26. – 29.06.2013

http://www.issac-conference.org/2013/

The International Symposium on Symbolic and Algebraic
Computation (ISSAC) is the premier conference for research
in symbolic computation and computer algebra. ISSAC 2013
is the 38th meeting in the series, started in 1966 and held
annually since 1981, in North America, Europe and Asia.
The conference presents a range of invited speakers, tuto-
rials, poster sessions, software demonstrations and vendor
exhibits with a centerpiece of contributed research papers.

Invited speakers are Henry Cohn (Microsoft Research,
USA), Hendrik Lenstra (Universiteit Leiden, The Nether-
lands), Mohab Safey El Din (Paris 6, France). Invited soft-
ware speaker is Stephen Wolfram (Wolfram Research Inc.,
USA).

8. CICM 2013 – Conference on Intelligent Com-
puter Mathematics

Bath, UK, 8.– 12.07.2013

http://www.cicm-conference.org/2013

As computers and communications technology advance,
greater opportunities arise for intelligent mathematical com-
putation. While computer algebra, automated deduction, ma-
thematical publishing and novel user interfaces individually
have long and successful histories, we are now seeing incre-
asing opportunities for synergy among these areas. The Con-
ference on Intelligent Computer Mathematics offers a venue
for discussing these areas and their synergy.

The conference will take place at the University of Bath
(www.bath.ac.uk), with James Davenport as the local orga-
niser. It consists of four tracks: Calculemus (Chair: Wolf-
gang Windsteiger), Digital Mathematical Libraries (Chair:
Petr Sojka), Mathematical Knowledge Management (Chair:
David Aspinall) and Systems and Projects (Chair: Christoph
Lange)

9. Fq11 – The 11th International Conference on
Finite Fields and their Applications
Magdeburg, 22. – 26.07.2013
http://www.math.uni-magdeburg.de/~fq11/

The 11th International Conference on Finite Fields and their
Applications will be held at Otto-von-Guericke University in
Magdeburg, Germany. Invited speakers are Anne Canteaut
(INRIA, France), Xiangdong Hou (University of South Flo-
rida, USA), Nicholas Katz (Princeton University, USA), Da-
niel Panario (Carleton University, Canada), Henning Stichte-
noth (Sabanci University, Turkey), Christopher Umans (Ca-
lifornia Institute of Technology, USA) and Geertrui van de
Voorde (Vrije Universiteit Brussel, Belgium).

10. Workshop on SymbolicData Design
Leipzig, 25. – 27.07.2013
http://symbolicdata.org/wiki/Events.

2013-07

We invite for a second Workshop to discuss progress and
prospects of the SymbolicData Project and resume the
work done within the E-Science Benchmarking Project. The
Workshop will take place in Leipzig at HTWK – Hochschule
für Technik, Wirtschaft und Kultur Leipzig.

11. S2AM 2013 - Summer School in Algorithmic
Mathematics
Hamburg, 2.9. – 6.9.2013
http://www.computeralgebra.de/s2am-2013/

Die „Summer School in Algorithmic Mathematics“ ist eine
alljährliche Sommerschule, die sich an junge Wissenschaft-
ler aus der algebraischen Geometrie, Gruppentheorie und
Zahlentheorie richtet. Zusätzlich zu drei interessanten Vor-
tragsreihen, bietet sie den Teilnehmern eine Plattform, sich
und die eigene Arbeit in Form eines Vortrags oder eines Pos-
ters vorzustellen und sich mit anderen auszutauschen.

Die diesjährigen Vortragsreihen werden gehalten von: Claus
Fieker (Kaiserslautern), Anne Frühbis-Krüger (Hannover),
Alice Niemeyer (Aachen).

Die S2AM wird finanziert aus den Mitteln des DfG Schwer-
punkprogramms 1489, und es stehen eine begrenzte An-
zahl an kostenfreien Übernachtungsmöglichkeiten zur Ver-
fügung.

12. CASC 2013 – 15th International Workshop on
Computer Algebra in Scientific Computing
Berlin, 9. – 13.09.2013
http://www14.in.tum.de/CASC2013/

The methods of Scientific Computing play an important ro-
le in the natural sciences and engineering. Significance and
impact of computer algebra methods and computer algebra
systems for scientific computing has increased considerab-
ly over the last decade. Nowadays, computer algebra sys-
tems such as CoCoA, Macaulay, Magma, Maple, Mathema-
tica, Maxima, Reduce, Singular and others enable their users
to exploit their powerful facilities in symbolic manipulation,
numerical computation, visualization. The ongoing develop-
ment of computer algebra systems, including their integra-
tion and adaptation to modern software environments, puts
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them to the forefront in scientific computing and enables the
practical solution of many complex applied problems in the
domains of natural sciences and engineering.

The topics addressed in the workshop cover all the basic are-
as of scientific computing as they benefit from the applicati-
on of computer algebra methods and software.

13. Industrial Applications and Prospects of
Computer Algebra 2013

Berlin, 16. – 17.09.2013

http://www.computeralgebra.de/
IndustrialApplications2013

Am 16. und 17. September 2013 veranstaltet die Fachgrup-
pe Computeralgebra in den Räumen des ZIB in Berlin einen
Workshop zu Industrieanwendungen von Computeralgebra.
Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Schnittstelle zwischen
mathematischen und praktischen Aspekten des Computeral-
gebraeinsatzes sowie auf Computeralgebra-Tools. Weitere
Details finden Sie auf Seite 6.

14. 43. Jahrestagung der Gesellschaft für Informa-
tik: Informatik 2013 – Informatik angepasst an
Mensch, Organisation und Umwelt
Koblenz, 16. – 20.09.2013

http://informatik2013.de/

Die 43. Jahrestagung der Gesellschaft für Informatik fin-
det in Koblenz statt. Vom 16. bis 20. September 2013 wer-
den am Campus der Universität in Koblenz Workshops, Tu-
torien, wissenschaftliche und praxisnahe Sitzungen sowie
sechs Partnerkonferenzen durchgeführt. Führende Personen
aus Wissenschaft, Politik und Praxis geben einen Überblick
über aktuelle Entwicklungen rund um das Leitthema der Ta-
gung sowie über weitere aktuelle Ergebnisse aus Forschung
und Entwicklung.

15. 18th ÖMG Congress and
Annual DMV Meeting
Innsbruck, Österreich, 23. – 27.09.2013

https://math-oemg-dmv-2013.uibk.ac.at/

cms/index.php/home

Plenary speakers are Ernst Hairer (Genf), Gitta Kuty-
niok (Berlin), Michael Lacey (Atlanta), Catharina Stroppel
(Bonn), Michael Struwe (Zürich), Endre Szemerdi (New Jer-
sey), Josef Teichmann (Zürich), Cedric Villani (Lyon and Pa-
ris), Umberto Zannier (Pisa) and Mathias Beiglböck (Wien).
Public lecture will be given by Karl Sigmund (Wien).
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