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Mitteilungen der Sprecher

Liebe Mitglieder der Fachgruppe Computeralgebra,

nachdem die Wahl der neuen Fachgruppenleitung, die Benennung neuer Vertreter der GI und der GAMM
sowie das Jubiläum der Fachgruppe uns in den Mitteilungen der beiden letzten Hefte beschäftigt haben,
ist es höchste Zeit, auch in den Mitteilungen der Sprecher wieder die inhaltliche Arbeit in den Vorder-
grund zu stellen.

In noch ganz frischer Erinnerung ist das Minisymposium zu Computeralgebrasystemen in der Hoch-
schullehre, das wir in Zusammenarbeit mit dem Komptenzzentrum Hochschuldidaktik der Mathematik
(khdm) organisiert haben. Es fand Anfang März auf der gemeinsamen Jahrestagung GDMV18 einer
unserer Trägerorganisationen, der DMV, mit der Gesellschaft für Didaktik der Mathematik (GDM) in
Paderborn statt. Dort fügte es sich sehr gut in den Schnittstellenbereich zwischen Mathematik und
Mathematikdidaktik – einer der vielen Aspekte der Interdisziplinarität der Computeralgebra. Einen
ausführlichen Bericht über das Minisymposium finden Sie auf Seite 6.

Eine weitere Facette der Interdisziplinarität der Computeralgebra, Berührungspunkte zur Chemie,
beleuchtet in diesem Heft der Artikel zu den Bindungspolynomen. Die Rubrik ’Neues über Systeme’ bietet
eine Vorstellung des Web Interfaces für das CAS Giac sowie einen Artikel zu Galois Gruppen in Maple.
Geometrisch wird es dann in den beiden Artikeln zu ’Computeralgebra in der Schule’, ehe sich der Be-
reich Zahlentheorie des Transregio ‘Symbolische Werkzeuge in der Mathematik und ihre Anwendung’
vorstellt als Auftakt zu einer kleinen Reihe von Beiträgen zu den dort vertretenen Forschungsthemen.

Auf der Frühjahrssitzung der Fachgruppenleitung in München haben wir unter anderem einen kriti-
schen Blick auf unseren Internet-Auftritt geworfen und diesem dann eine gewisse Straffung seiner Struk-
tur verordnet. Der aktuelle Zwischenstand ist schon unter

http://www.fachgruppe-computeralgebra.de/

verfügbar. Wer regelmäßig auf der Seite unterwegs war, wird bemerken, dass wir nun für unserere
Preisträger eine eigene Seite haben. Wie vermutlich die meisten Internet-Auftritte weltweit ist auch un-
serer niemals ganz fertig und optimal, so dass uns Kommentare und Anregungen von Ihnen sehr will-
kommen sind. Ebenfalls im Webauftritt wie auch hier im Heft auf Seite 32 finden Sie übrigens wieder die
aktuellen Details zur Möglichkeit der Workshop-Förderung mit der aktuellen Antragsfrist 1.9.2018.

Nun möchten wir Sie aber nicht länger aufhalten und wünschen Ihnen eine angenehme und anregende
Lektüre dieses Hefts.

Gregor Kemper Anne Frühbis-Krüger
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Tagungen der Fachgruppe

Minisymposium CAS in der Hochschullehre -
ein Blick in die Praxis

GDMV2018 Paderborn, 6. bis 9. März 2018

Computeralgebrasysteme (CAS) haben sich in den letz-
ten Jahren und Jahrzehnten auf vielfältige Art in der
Hochschullehre etabliert, auch wenn sie in der Re-
gel nicht selbst im Fokus stehen. Mit technischem
Verstand und didaktischem Geschick wurden Systeme
und Einsatzformen entwickelt, die dieses Minisympo-
sium der GMDV-Tagung näher beleuchtete. Die Ein-
satzmöglichkeiten beginnen dabei schon vor dem Stu-
dium.

In den Vorträgen von Volker Bach und Daniel Haase
wurde deutlich, dass digitale Eingangstests und Vorkur-
se wie der OMB+ und VE&MINT, die zusammen den
TU9-Brückenkurs bilden, für Studieninteressierte Ori-
entierung zu den Anforderungen geben können. Vor al-
lem aber geben sie konkretes Feedback zu fachlichen
Lücken und bieten auch gleich Lerneinheiten zu diesen
Inhalten an. Die Lerneinheiten können mit Animatio-
nen oder Videos angereichert werden, vor allem aber mit
Aufgaben. Ein CAS im Hintergrund erlaubt unter ande-
rem die randomisierte Auswahl von Aufgabentypen für
einen Test. Konkrete Zahlen können als Koeffizienten
ebenfalls zufällig bestimmt werden - evtl. unter Neben-
bedingungen - und ermöglichen beliebig viele Trainings
und Tests.

Ein Blick hinter die Kulissen von VE&MINT (D. Haase)

Die wichtigste Funktion des CAS ist das sofor-
tige Feedback, weil es die Korrektheit der Eingaben
prüfen kann. Die Nutzer sehen sofort, was sie richtig
oder falsch gemacht haben. Als Eingaben sind dabei ne-
ben der Auswahl korrekter Lösungsvorschläge (multi-
ple choice) auch Zahlen oder Terme möglich. Ein zwei-
tes, wichtiges Feedback geht an die Lehrenden: Sie se-
hen ebenfalls sofort und statistisch leicht auszuwerten,
welche Themenbereiche besonders schwierig sind. Bei-
de Kurse verzeichnen mehrere zehntausend registrier-
te Nutzer bzw. Abrufe – hier zeigt sich eindrucksvoll
die mühelose Skalierbarkeit der Systeme. Allerdings be-

steht eine Herausforderung darin, die Nutzer bei der
Stange zu halten. Nur ein einstelliger Prozentsatz der
Nutzer arbeitet sich vollständig durch das Material. Mit
Zertifikaten, Callcentern und moderierten Chatrooms ei-
nerseitsund direkter Einbindung in Lehre vor Ort ande-
rerseits werden Anreize und Hilfestellungen gegeben.
Neben der technischen Weiterentwicklung der Systeme
wird auch an der didaktischen Weiterentwicklung ge-
feilt.

Werden CAS in die Regellehre im Studium, in den
Übungs- (oder sogar Prüfungs-) Betrieb integriert, so er-
geben sich sofort weitere Möglichkeiten. Der Vortrag
von Michael Kallweit konnte zeigen, dass ein CAS in
diesem Kontext mehr als nur das Auslagern von Rou-
tineaufgaben erlaubt. Mit STACK im Hintergrund kann
man Eingaben nicht nur auf die Form, sondern z. B. auch
auf Eigenschaften testen: ”Finde eine Funktion, die ste-
tig, aber bei x = 4 nicht differenzierbar ist“. Solche
offenen Formate befeuern kreatives Arbeiten. Zudem
zeigt sich, dass Studierende, die unterschiedlich rando-
misierte Aufgaben desselben Typs bearbeiten müssen,
nicht einfach Lösungen austauschen können. Stattdes-
sen werden Prinzipien besprochen, die hinter einer Auf-
gabe stehen, sodass stärker konzeptionelles Lernen statt-
findet. Hier wie bei den Brückenkursen zeigt sich, wie
wichtig gute Aufgaben und deren nahtloses Einfügen in
ein Gesamtkonzept sind. Bei mehreren Lernplattformen
stellen inzwischen Lehrende im Sinne guter Lehre ihre
Aufgaben auch unter CreativeCommons-Lizenzen zur
Verfügung. An geeigneten Plattformen zum Austausch
solcher Aufgaben wird intensiv gearbeitet.

STACK-Aufgaben im Praxiseinsatz (M. Kallweit)

Doch der Einsatz von CAS muss nicht zwingend
rein im Hintergrund erfolgen; Studierende können auch
sehr viel lernen, wenn sie ein CAS wie Maple oder
SAGE selbst in die Hand nehmen. Das wurde in den
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Vorträgen von Alice Niemeyer und Thorsten Jörgens
deutlich, bei denen es um Lehrveranstaltungen in der
Studieneingansphase ging, die sich in ihrer Konzepti-
on noch mehr unterscheiden als in der Auswahl der
verwendeten CAS. Frau Niemeyer legte Ziele, Konzep-
te und Lernerfolge des Begleitpraktikums dar, das al-
le Mathematikstudierende der RWTH Aachen durchlau-
fen. Durch den Einsatz eines CAS (hier: Maple) wer-
den dabei tiefere Verständnismöglichkeiten und Dia-
gnosemöglichkeiten des Lernfortschritts geschaffen, als
dies mit konventienellen Lehrmethoden möglich wäre.
Frau Niemeyer schilderte, wie die Gewöhnung an ein
CAS als Türöffner für den Einstieg in ganz verschie-
dene CAS wirkt. Herr Jörgens stellte das von Thorsten
Theobald an der Universität Frankfurt entwickelte Mo-
dul ”Einführung in die computerorientierte Mathema-
tik“ vor, bei dem das CAS SAGE zum Einsatz kommt.
Bei dem Vortrag kamen Themen des Moduls und Bei-
piele für den SAGE-Einsatz zur Sprache. Es zeigte sich,
dass Vorkenntnisse in Python für die Syntax von SAGE
von Vorteil sind.

Bei aller technischen Entwicklung darf man sich
auch didaktisch und kritisch fragen, wie ihr Einsatz das
Lernen am besten unterstützt. Diesen Blickwinkel nahm
Rainer Kaenders in seinem Vortrag ein und demonstrier-
te daneben, wie CAS und Visualisierungen zur Begriffs-
bildung beitragen können, indem sie z. B. die Intuition
befördern.

Jürgen Richter-Gebert lieferte mit seinem bun-
ten Vortrag das Abschlussfeuerwerk des Minisympo-
siums. Seine Visualisierungen sind eindrücklich und
tiefgängig. Die Umsetzung von Modellen z. B. zu be-
wegten Fischschwärmen nach wenigen, einfachen und
transparenten Regeln lässt die Nutzer staunen, entde-
cken und macht Lust auf mehr. Dieses ”mehr“ können
sie ausprobieren und bestenfalls in sehr simpel ge-
haltenen Sprachen selbst programmieren. Jenseits der
(Benutzer-)Oberfläche sind dabei Probleme zu umschif-
fen - etwa die Auswahl einer von mehreren Lösungen

durch das CAS - und Potentiale zu erschließen, die in
Touch-Oberflächen und der Kommunikation mit moder-
nen Grafikkarten zu sehen sind. Hier schließt sich der
Kreis. CAS können helfen, Mathematik zu lernen. Und
Mathematik ist notwendig, um CAS zu entwickeln.

Strukturbildung als emergence Prozess in
Partikelsystemen (J. Richter-Gebert)

Auch wenn der Vortrag von Janko Böhm zum CAS-
Einsatz bei mittleren Semestern leider kurzfristig der
Grippe zum Opfer gefallen ist, war es insgesamt ein in-
teressantes und ausgewogenes Minisymposium, dessen
interessierte Teilnehmer nach jedem Vortrag sehr kon-
struktiv und engagiert im Plenum diskutierten, so dass
das im knappen Zeitplan vorgesehene Raster eher als zu
eng empfunden wurde.

Anne Frühbis-Krüger
Michael Liebendörfer
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Themen und Anwendungen

Über die Anzahl entkoppelter Moleküle
mit demselben Bindepolynom
J. W. R. Martini (KWS SAAT SEa)
Y. Ren (Max-Planck-Institut MIS, Leipzig)
J. Torres (Max-Planck-Institut MIS, Leipzig)

johannes.martini@kws.com
yueren@mis.mpg.de
jtorres@mis.mpg.de

adieses Projekt ist nicht mit KWS SAAT SE affiliiert

Vorwort

Dies ist ein kurzer Bericht über den Inhalt der Artikel [8,
9] und vor allem [13]. Für genauere Details verweisen
wir auf diese Artikel. Begleitmaterial zu den Compu-
terexperimenten ist auf https://software.mis.
mpg.de zu finden.

Einführung

Ein Ligand ist ein Stoff der reversibel an spezifi-
sche Bindestellen eines Biomoleküls binden kann. Die-
ses Biomolekül kann mehrere Bindestellen für unter-
schiedliche Liganden besitzen. Ein prominentes Bei-
spiel hierfür ist Hämoglobin (siehe Abb. 1) welches vier
Bindestellen für Sauerstoff, sowie eine weitere für 2,3-
Bisphosphoglycerat besitzt. Letzteres moduliert hierbei
die Affinität der vier Sauerstoffbindestellen.

Ein gängiges Modell, um Gleichgewichte und stati-
onäre Zustände solcher Systeme zu beschreiben kommt
vom sog. großkanonischen Ensemble der statistischen
Mechanik [14]. Deren Partitionsfunktion, in unserem
Kontext auch als Bindungspolynom bekannt, ist der
Nenner der rationalen Funktion, welches die durch-
schnittliche Anzahl an belegten Bindestellen in Relation
zur Ligandenaktivität beschreibt. Die Nullstellen dieses
Polynoms spielen eine wichtige Rolle in der Charakte-
risierung des Bindungsverhaltens des Systems [4].

Abbildung 1: Sauerstoffkonzentration im Blut in
Relation zur Sauerstoff- und Kohlenstoffdioxid-
konzentration in der Luft, aus einer historischen Arbeit
von Bohr, Hasselbalch und Krogh [3]

Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf Sys-
teme mit zwei Liganden, die wir T und S nennen. Wir
sagen, ein MolekülM hat (n1, n2) Bindestellen, falls es
n1 Bindestellen für T und n2 Bindestellen für S besitzt.
Markieren wir diese mit T1, . . . , Tn1 und S1, . . . , Sn2 ,
so wird M beschrieben durch einen Punkt

M=
(
gT1, . . . , gTn1

, gS1, . . . , gSn2
,(wP )P⊆{Ti,Sj},|P |=2

)
∈ (C∗)n1+n2 × (C∗)(

n1+n2
2 )

wobei (siehe Abb. 2):

8

mailto:johannes.martini@kws.com
mailto:yueren@mis.mpg.de
mailto:jtorres@mis.mpg.de
https://software.mis.mpg.de
https://software.mis.mpg.de


• gTi , gSj in Zusammenhang mit den Bindungsenergien
an den Stellen Ti, Sj stehen,

• wP in Zusammenhang mit der Wechselwirkung zwi-
schen den beiden Stellen in P steht.

gTi

gSj

wTi,Sj

wTi,Tj

wSi,Sj

Abbildung 2: Ein Molekül mit (4,4) Bindestellen.

Für ein solches Molekül M ist das Bindungspolynom
pM ein bivariates Polynom vom Grad (n1, n2),

pM (X,Y ) =

n1∑
i=0

n2∑
j=0

ai,jX
iY j ,

dessen Koeffizienten ai,j wiederum selbst polynomiell
von M abhängig sind (siehe Gleichungen (∗) und (∗∗)).

Normalerweise sind nur reellwertige, positive M
von Interesse. Allerdings lässt sich im Fall von
nur einem Liganden, jedes Molekül einzigartig durch
ein komplexes entkoppeltes Molekül ohne Interakti-
on (wP = 1 für alle P ) repräsentieren [11]. “Re-
präsentieren” bedeutet hier, dass beide Moleküle das-
selbe Bindungspolynom besitzen. Bei zwei verschiede-
nen Typen von Liganden bedeutet “entkoppelt”, dass
keine Wechselwirkung zwischen den Bindestellen vom
gleichem Typ existiert, genauer gesagt wP = 1 für
P ⊆ {T1, . . . , Tn1} und P ⊆ {S1, . . . , Sn2}.

Wir beschäftigen uns mit der Frage, wie viele ent-
koppelte Moleküle sich in Systemen mit zwei Liganden
ein Bindungspolynom teilen. Wir leiten explizite For-
meln für Moleküle mit (n, 1) und (n, 2) Bindestellen
her und untersuchen grössere Moleküle mittels Metho-
den der Computeralgebra.

Moleküle mit (n, 1) Bindestellen

Sei M ein Molekül mit (n, 1) Bindestellen: n Stellen
für den ersten Liganden (als 1, . . . , n markiert) und eine
Stelle für den zweiten Liganden (als A markiert) (siehe
Abb. 3).

Dann ist das Bindungspolynom von M ein bivariates
Polynom vom Grad (n, 1):

pM (X,Y ) =

n∑
i=0

1∑
j=0

ai,jX
iY j .

A

1

2

...

n

gA

g1

g2

gn

wi,A

w1,2

Abbildung 3: Ein Molekül M mit (n, 1) Bindestellen.
Ist M entkoppelt, so ist wi,j = 1 ∀ i, j ∈ {1, ..., n}
(aber nicht notwendigerweise wi,A = 1).

Ist nun M entkoppelt, oder suchen wir ein entkop-
peltes Molekül M mit dem obigen Bindungspolynom,
so müssen dessen Bindungsenergien g1, . . . , gn, gA und
Wechselwirkungen wi,A zwischen den Bindestellen un-
terschiedlichen Typs folgendes algebraisches System
lösen:

a0,0 = 1

a1,0 = g1 + . . .+ gn,
...

an,0 = g1 · . . . · gn,
a0,1 = gA,

a1,1 = gA(g1w1,A + . . .+ gnwn,A)

a2,1 = gA(g1g2w1,Aw2,A + . . .

+ gn−1gnwn−1,Awn,A)
...

an,1 = gAg1 · · · gnw1,A · · ·wn,A.

(∗)

Wir betrachten (∗) als ein parametrisiertes System po-
lynomieller Gleichungen, mit Parametern ai,j , (i, j) 6=
(0, 0), und Variablen gi, gA, wi,A.

Das Gleichungssystem (∗) ist symmetrisch unter der
folgenden Sn × S1-Wirkung, was einer Ummarkierung
der Bindestellen entspricht:

(σ, 1) · (g1, . . . , gn, gA, w1,A, . . . , wn,A)

= (gσ(1), . . . , gσ(n), gA, wσ(1),A, . . . , wσ(n),A).

Durch Umstellen und Anwendung von Vieta’s For-
meln sieht man, dass (∗) für generische Parameter ai,j
immer (n!)2 Lösungen besitzt. Diese kommen in n! Or-
bits unter der Sn×S1 Wirkung, weswegen es generisch
n! verschiedene (unmarkierte) Moleküle gibt, die ein ge-
gebenes Polynom als Bindungspolynom haben [8].

Ein simpler Trick, um die Gruppenwirkung für das
Lösen konkreter Instanzen aus (∗) herauszuteilen, ist ei-
ne Wahl der g1, . . . , gn, gA fest vorzugeben. So kann
man, wenn man zum Beispiel das System für zufällig
gewählte Parameter lösen will, einfach ai,1 für i >
1 und g1, . . . , gn, gA zufällig wählen, anstatt alle ai,j
zufällig zu wählen.

Moleküle mit (n, 2) Bindestellen
Sei M ein Molekül mit (n, 2) Bindestellen: 1, . . . , n
für den ersten Ligand und A,B für den zweiten (siehe
Abb. 4).
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A

B

1

2

...

n

gA

gB

g1

g2

gn

wi,A

wi,B

w1,2

wA,B

Abbildung 4: Ein Molekül M mit (n, 2) Bindestellen.
Ist M entkoppelt, so ist wi,j = 1 = wA,B für alle i, j.

Dann ist das Bindungspolynom von M ein bivariates
Polynom vom Grad (n, 2):

pM (X,Y ) =
n∑
i=0

2∑
j=0

ai,jX
iY j ,

Ist M entkoppelt, so sind die Koeffizienten gegeben
durch:

a0,0 = 1

a1,0 = g1 + . . .+ gn,
...

an,0 = g1 · . . . · gn,
a0,1 = gA + gB,

a1,1 = gA(g1w1,A + . . .+ gnwn,A)

+ gB(g1w1,B + . . .+ gnwn,B),

a2,1 = gA(g1g2w1,Aw2,A + . . .

+ gn−1gnwn−1,Awn,A)

+ gB(g1g2w1,Bw2,B + . . .

+ gn−1gnwn−1,Bwn,B), (∗∗)
...

an,1 = gAg1 · · · gnw1,A · · ·wn,A
+ gBg1 · · · gnw1,B · · ·wn,B,

a0,2 = gAgB,

a1,2 = gAgB(g1w1,Aw1,B + . . .+ gnwn,Awn,B),

a2,2 = gAgB(g1w1,Aw1,Bg2w2,Aw2,B + . . .

+ gn−1wn−1,Awn−1,Bgnwn,Awn,B),
...

an,2 = gAgBg1w1,Aw1,B · · · gnwn,Awn,B.

Betrachen wir in dem konkreten Fall n = 3 ein zufällig
gewähltes Polynom wie das folgende (beachte, dass
gi, gA, gB fest vorgegeben sind um die natürliche S3 ×
S2 Wirkung auszuteilen):

g1 = 2, g2 = 3, g3 = 5, gA = 11, gB = 13,

a1,1 = 71, a2,1 = 73, a3,1 = 79,

a1,2 = 101, a2,2 = 103, a3,2 = 107,

so liefert uns BERTINI [1] 72 Lösungen, wobei keine da-
von reell ist (siehe Abb. 5 für die BERTINI Eingabe).

CONFIG
% refine endpoints to 20 digits
SharpenDigits: 20;

% used to classify sing vs nonsing
CondNumThreshold: 1e15;

% track paths more accurately
ODEPredictor: 2;
TrackTolBeforeEG: 1e-8;
TrackTolDuringEG: 1e-8;
FinalTol: 1e-10;

% values at infinity
SecurityMaxNorm: 1e8;
MaxNorm: 1e8;

END;
INPUT
variable_group w1,w2,w3,w4,w5,w6;
function f1,f2,f3,f4,f5,f6;

f1=(11*(2*w1+3*w3+5*w5)+13*(2*w2+3*w4+5*w6)-71)
/70;

f2=(11*(6*w1*w3+10*w1*w5+15*w3*w5)+13*(6*w2*w4+10*
w2*w6+15*w4*w6)-73)/70;

f3=(330*w1*w3*w5+390*w2*w4*w6-79)/300;
f4=(143*(2*w1*w2+3*w3*w4+5*w5*w6)-101)/150;
f5=(143*(6*w1*w2*w3*w4+10*w1*w2*w5*w6+15*w3*w4*w5*

w6)-103)/120;
f6=(4290*w1*w2*w3*w4*w5*w6-107)/1000;
END;

Abbildung 5: BERTINI Eingabe für ein beliebig
gewähltes Polynom mit (3, 2) Bindestellen. Beachte die
spezielle Konfiguration, um numerischen Fehlern
vorzubeugen.

Konzentrieren wir uns in der Nullstellenmenge M
des Systems (∗∗) auf sog. normierte Moleküle, d.h. Mo-
leküle mit

gi = gA = gB = 1 und wi,A · wi,B = 1,

so kann man beweisen, dass diese eine Multplizität
von 2n! besitzen und Verzweigungspunkte mit Verzwei-
gungsgrad (2n!)2 von folgender Projektion sind:

M⊆ C{ai,j} × (C∗){gi,gA,gB} × (C∗){wi,A,wi,B}

(C∗){gi,gA,gB} × (C∗){wi,A,wi,B}.

Demnach gibt es zu einem generisches Bindungspoly-
nom vom Bigrad (n, 2) exakt 4(n!)3 entkoppelte Mo-
leküle, bzw. 2(n!)2 Orbits unter der Sn × S2 Wir-
kung [13]. Für den Fall n = 3 macht das 864 Lösungen
oder 72 Orbits unter der S3 × S2 Wirkung.

Experimentelle Ergebnisse
Um eine obere Schranke für die Anzahl der Moleküle
mit dem gleichen generischen Bindungspolynom von
Grad (n,m) modulo der naturlichen Sn × Sm Wirkung
zu bestimmen, betrachten wir die gemischten Volumi-
na der jeweiligen Gleichungssysteme. Diese stimmen
nach Bernstein’s Theorem mit den Anzahl der Lösungen
überein, falls die Koeffizienten generisch sind [2].

Abb. 6 listet diese tabellarisch für kleine (n,m),
o.B.d.A. n ≥ m. Diese wurden mit GFAN [6] be-
rechnet, welches einen neuen Algorithmus basierend
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auf tropischen Homotopiemethoden benutzt [7]. Zual-
lererst erkennen wir, dass für (n, 1) und (n, 2) das ge-
mischte Volumen mit den bewiesenen Werten in [8, 13]
übereinstimmt.

1 2 3 4 5 6
1 1 2 6 24 120 720
2 8 72 1152 28800 1036800
3 1944 162432 24624000 1349713408
4 52862976 - -
5 - -
6 -

Abbildung 6: gemischte Volumina für kleine (n,m)

Als nächstes benutzen wir für die kleineren Fälle
Gröbnerbasen um die Anzahl der Lösungen symbolisch
zu bestimmen. Die roten Zahlen heben die mit SIN-
GULAR [5] erfolgreich berechneten Fälle hervor. Hier-
durch wird erstmals für den Fall (3, 3) die Anzahl der
Lösungen bestimmt und bestätigt, dass diese ebenfalls
mit dem gemischten Volumen übereinstimmt.
Schließlich wurde für die beiden nächstgrößeren,
blau gekennzeichneten Fälle versucht die Anzahl der
Lösungen numerisch mittels BERTINI [1] zu berechnen.
Dies stellte sich als extrem rechenintensiv und nume-
risch schwierig heraus. Der Fall (3, 4) benötigte umge-
rechnet 6 CPU Jahre (Debian server with Intel Xeon E7-
8837, 2.67GHz), und bereits der Fall (5, 2) bedurfte ei-
ner speziellen Konfiguration, um numerischen Instabi-
litäten vorzubeugen (siehe Abb. 5). Letzteres war uns in
beiden Rechnungen leider nicht komplett möglich wes-
wegen eventuell nicht alle Lösungen gefunden wurden:

Für (5, 2) erhielten wir 28737 Lösungen, 63 weni-
ger als oder 99.8% der bewiesenen 28800 Lösungen.
Für (4, 3) erhielten wir 156966 Lösungen, 5466 weni-
ger als oder 97% der durch die gemischten Volumina
vermuteten 162432 Lösungen.

Offene Fragen
(1) Für Bindungspolynome vom Grad (n, 1) und (n, 2)
ist die Zahl dazugehöriger entkoppelter Moleküle durch
einfache Formeln beschreibbar. Nehmen wir an, dass
die gemischten Volumia des Gleichungssystems und die
Anzahl der Lösungen übereinstimmen, zeichnet Abbil-
dung 6 ein komplizierteres Muster für die Zahl entkop-
pelter Moleküle vom Grad (n, 3). So enthält beispiels-
weise die vermutete Anzahl entkoppelter Moleküle für
den Fall (3, 4) (162432) den Primfaktor 47. Die Anzahl
entkoppelter Moleküle wäre hier also nicht einfach ein
Produkt von Fakultäten der Grade.

(2) Für univariate Bindungspolynome wird die Exis-
tenz von nicht-reellen Nullstellen als Indikator für Ko-
operativität angesehen [10, 12]. Es ist weder klar, wie
dieses Konzept auf Moleküle mit zwei Typen von Ligan-
den übertragen werden könnte, noch welche gemeinsa-
men Eigenschaften verschiedene entkoppelte Moleküle
teilen. Um ein Verständnis hierfür zu entwickeln, wäre
es beispielsweise nützlich, die Zahl reeller, positiver
Lösungen für kleine Fälle zu berechnen.
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Neues über Systeme

A browser interface to the Giac/Xcas CAS
Bernard Parisse
(Université de Grenoble I)

bernard.parisse@univ-grenoble-alpes.fr

Introduction
Giac is a general purpose computer algebra system li-
brary written in C++. Xcas is a user interface to Giac, it
is popular in French education but Giac/Xcas is not very
well known outside France. Giac covers most symbolic
computations from high-school to university levels, and
has good performance for fast multivariate polynomial
arithmetic (including Groebner basis computations) and
linear algebra.

Many CAS have a small kernel and a large math
library written in a user language. Giac implements a
user language (with syntatic sugar for people used to
Maple, Python, or TI CAS calculators), but all built-in
commands of Giac are implemented in C++ and can be
interfaced to all languages interfacing to C++ (or even
C, interacting with the CAS kernel using C strings char
*). This makes interfacing with other projects easy, and
Giac is already interfaced with some codes (free and
commercial):

• Xcas (GPL): it is the user interface I developed
for Giac,

• Geogebra (GPL): Giac is the math kernel for the
CAS window,

• the HP Prime calculator is running Giac as CAS,

• some applications, like PocketCAS on iOS (com-
mercial), are using Giac for their math kernel.

I will discuss here a new Javascript interface to Giac
that can be used as an alternative to a classic CAS. It
is the math kernel of Xcas for Firefox, a CAS GUI for
desktops and mobile devices, and may also be used in
LATEX documents to produce interactive math-enabled
documents. The main difference with many web-based
CAS user interfaces is that the computations are done
locally by the web browser instead of requiring net ac-
cess for each computation (sending the computation to a
server and getting back the answer). It is therefore pos-
sible to install Xcas for Firefox on a mobile device and

run it in airplane mode – this might be an alternative to
calculators in education.

Xcas for Firefox
You can test Xcas for Firefox at
www-fourier.ujf-grenoble.fr/˜parisse/
xcasen.html

The button opens wizards for common CAS
operations. For programming use . Click on ,
then to see some examples of sessions.

Differences with native application

The feature set of Xcas for Firefox is not as complete as
the Xcas native application feature set, for example it is
not possible to speed up parallelizable algorithms (like
modular determinant, modular Groebner basis, . . . ) on
multi-core architectures. This does not impact educa-
tional use.

On the other hand, Xcas for Firefox is much more
transparent to the user, because it does not require in-
stallation. Exchanging a worksheet is as easy as writing
an email, because a worksheet can be encapsulated in
an HTML link along with metadata like the e-mail ad-
dress of the sender. Clicking on the Mail link of Xcas
for Firefox will therefore automatically open the email
client of the user with the e-mail address filled, either
with the sender e-mail or with the default from Settings.

Technical details and performances

The C++ CAS code is compiled to Javascript (instead
of machine language) using emscripten, then the user-
interface code written in Javascript interacts with a
Javascript entry point to the C++ code using strings.
More precisely, the C-like Giac function

const char * caseval(const char *s)

is exported with a compile flag

-s EXPORTED_FUNCTIONS="[’_caseval’]"

and is made callable from Javascript with
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var docaseval = Module.cwrap(
’caseval’,’string’,[’string’]);

We will see that the performance of floating-point
operations (with double) is not far from a natively
compiled single-threaded application, thanks to asmjs, a
subset of Javascript that the browser can translate to na-
tive code on the fly. Unfortunately, Javascript does not
provide a type for 64-bit integers, which is a much big-
ger performance hit for exact computations, especially
for operations like Groebner-basis computations (for ex-
ample, cyclic7 takes more than 15 seconds instead of
about 2 s natively). Recent versions of desktop browsers
implement a new standard named web-assembly, and
there the performance loss is not as severe, Groebner-
basis computations like cyclic7 are 2 to 3 times slower
than single-threaded native programs, and this is accept-
able unless you run really large computations.

Following are a few benchmarks with Xcas 1.4.9-53
and Firefox 58 on a Mac (Core i5) using the interface at
www-fourier.ujf-grenoble.fr/˜parisse/
xcasen.html

Click on the Settings button , then on
to switch between asmjs and web-assembly (if your
browser supports it).

Approx. linear algebra benchmarks

LU decomposition:

n:=500;
m:=ranm(n,n,uniformd,-1,1):;
time(p,l,u:=lu(m));
maxnorm(l*u-permu2mat(p)*m)

native: 0.05s, wasm: 0.045s, asmjs: 0.055s

Giac built-in QR decomposition:

n:=500;
m:=ranm(n,n,uniformd,-1,1):;
time(q,r:=qr(m,-1));
maxnorm(m-q*r);

native: 0.08s, wasm: 0.09s, asmjs: 0.1s

Schur decomposition:

n:=500;
m:=ranm(n,n,uniformd,-1,1):;
time(p,q:=schur(m));
maxnorm(m-p*q*trn(p));}

native: 0.45s, wasm: 0.5s , asmjs: 0.5s

Exact benchmarks from the Nemo test suite

Series expansion:

n:=200; series("t");
u:= t + O(tˆn);
time(r:=(u/(exp(u)-1))*exp(x*u));

native: 0.6s, wasm: 3.6s, asmjs: 2.9s.

Power of a polynomial with coefficient in a field exten-
sion of Q:

x:=rootof(cyclotomic(20));
f:=(3xˆ7 + xˆ4 - 3x + 1)*yˆ3 +

(2xˆ6-xˆ5+4xˆ4-xˆ3+xˆ2-1)*y +
(-3xˆ7+2xˆ6-xˆ5+3xˆ3-2xˆ2+x);

p:=symb2poly(f,y,[]);
time(s:=pˆ800);

native: 0.3s, wasm: 1.9s, asmjs: 1.7s

Determinant of a matrix with coefficients in a field ex-
tension of Q:

purge(x);
n:=80;
a:=rootof(xˆ3+3x+1);
m:=ranm(n,n,a):;
time(d:=det(m));

native: 6s, wasm: 24s, asmjs: 24s

Determinant of a matrix with coefficients in a field ex-
tension of Z/pZ:

p := 2003*1009; n:=40;
f(j,k):={

k:=rand(6);
return randpoly(x,k) mod p;

};
m:=matrix(n,n,f):;
time(det(m));

native: 0.45s, wasm: 0.4s, asmjs: 0.7s

Characteristic polynomial of a random matrix with inte-
ger coefficients:

n:=100; m:=ranm(n,n,-21):;
time(charpoly(m));

native: 0.05s, wasm: 0.11s, asmjs: 0.9s

Minimal and characteristic polynomial of a random ma-
trix with coefficients in a non-prime finite field. A large
random matrix is constructed by blocks from a small one
and similarity transforms are applied:

restart(1):;
n1:=30; n:=2*n1; GF(103,2,g);
m:=ranm(n1,n1,g):;
M:=blockmatrix(2,2,[m,0*m,0*m,m]):;
for j from 1 to 10 do

p:=idn(n);
q:=p;
r:=rand(n);
d:=ranv(1,-4)[0];
p[r]:=seq(d,n);
p[r,r]:=1;
q[r]:=seq(-d,n);
q[r,r]:=1;
M:=q*M*p;

od:;
time(p:=pmin(M)); time(q:=pcar(m));
p-q;

native: 0.38 and 0.06, wasm: 0.55 and 0.08,
asmjs: 0.63 and 0.09
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Groebner-basis benchmark (available in Doc, Exam-
ples in Xcas for Firefox, remove mod p for compu-
tation on Q)

cyclic7 modulo prevprime(2ˆ24):

native: 0.3s, wasm: 0.4s, asmjs: 1.9s

cyclic7 on Q:

native: 1.7s, wasm:5.3s, asmjs: 16s

Interactive documents written in LATEX
Combining LATEX rendering quality and CAS computing
is not new:

1. many math softwares provide converters to export
data to a LATEX file,

2. some programs handle both LATEX-like rendering
and computation, e.g. texmacs or lyx.

In the first case, however, if the writer changes some in-
puts in his computation, he must export again the result
and include it in his LATEX file, and in the second case
the data format is not standard LATEX and requires addi-
tional software to be installed on the reader device or a
net access to a server to run the computations.

The solution presented here is new in that the writer
edits a standard LATEX file, adds a few simple commands
like \giacinputmath{factor(xˆ10-1)} or
\giacinput{plot(sin(x))} and compiles it to
produce an HTML5+MathML document. The reader
can see the document in any browser (it is optimized
for Firefox), and he can modify computation command-
lines and run them.

The writer can also compile the LATEX file to PDF
for printing purposes by running giac file.tex,
where giac will precompute the Giac commands in an
intermediate tex file and call pdflatex on it.

On the writer side

The writer must install hevea (hevea.inria.fr)
or hevea-mathjax, Giac/Xcas for computing-
enabled output and heveatomml for MathML output.
The files giac.tex, hevea.sty, mathjax.sty,
and giac.js must be copied to the LATEX working di-
rectory.

The writer opens a LATEX file with his usual editor.
In the preamble he adds the following lines:

\makeindex
\input{giac.tex}
\giacmathjax

For support of interactive CAS LATEX commands, the
writer should add

\begin{giacjshere}
\tableofcontents
\printindex

just after \begin{document} and

\end{giacjshere}

just before \end{document}. Printing the table of
contents and index before the first LATEX section com-
mand is recommended, otherwise the HTML output
Table and Index buttons will not link correctly.

The rest of the source file is standard LATEX except
that new commands are available for interactive CAS
support, for example:

• \giacinputmath{cmdline} and
\giaccmdmath{cmd}{args}
embed an interactive command (in the second
form only args is interactive), whose MathML or
plot output is typeset in LATEX’s inline math style
($...$). Both take an optional HTML ‘style’
argument for detailed formatting control.
Example:
\giacinputmath{factor(xˆ10-1)}
\giaccmdmath{factor}{xˆ4-1}

• \giacinputbigmath, \giaccmdbigmath
the same but typeset in LATEX’s display math style
($$...$$).

• \begin{giacprog}...\end{giacprog}
holds a program or multi-line command. The pro-
gram is run whenever the user presses the ok but-
ton. To have the program executed already at load
time, replace giacprog with giaconload.

• \giacslider{v}{vmin}{vmax}{∆v}{v0}{cmd}
adds a slider. When the user modifies the slider
interactively, the new value is stored in variable v
and cmd is executed.
Example:
\giacslider{a}{-5}{5}{0.1}{0.5}
{plot(sin(a*x))}

Once the source file is written, it is compiled to HTML5
with the command

hevea2mml sourcefile.tex
The HTML output and the giac.js files should be
available to the Web server in the same directory.

For a more precise description, please refer to
www-fourier.ujf-grenoble.fr/˜parisse/
giac/castex.html

On the reader side

The reader’s browser opens an HTML5+MathML file
(linking to the giac.js Javascript). The MathML is
rendered natively on Firefox or Safari, while Chrome
or Internet Explorer will automatically load MathJax to
render MathML – this is of course noticeably slower
if the document is large. Computations are run by the
reader’s browser (the CAS is Javascript code). This is
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\newcommand{\giacinput}[2][style="width:400px;height:20px;font-size:large"]{
\ifhevea
\@print{<textarea onkeypress="UI.ckenter(event,this,1)"}
\@getprint{#1>#2}
\@print{</textarea>

<button onclick="
previousSibling.style.display=’inherit’;
var tmp=UI.caseval(previousSibling.value);
tmp=UI.rmquote(tmp);
nextSibling.innerHTML=’&nbsp;’+tmp;
UI.render_canvas(nextSibling);

">ok</button>
<span></span>
<br>}

\else
\lstinline@#2@

\fi
}

Figure 1: The definition of giacinput with HTML code highlighted in blue and Javascript in red.

slower than native code but faster than network access
to a server and it does not require setting up a specific
server for computations.

How this is done

All \giac... commands are defined in giac.tex.
An example definition is shown in Fig. 1.

In general, if hevea compiles the file, the
\ifhevea part is active, and the command will out-
put an HTML5 <textarea> element and a OK
<button>, with a callback to Javascript code that will
evaluate the CAS command through UI.caseval and
fill the next HTML5 <span> field with the result.

The CAS evaluation is performed by the same
method as inside Xcas for Firefox.
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Introduction
This article discusses some computations which use Ga-
lois groups. The computations I will mention are avail-
able in MAGMA [1] for some coefficient rings. The main
Galois group algorithm has been previously discussed
in [3] and the computer algebra system MAGMA has
also been previously discussed in [4]. We will first con-
sider the computation of the Galois group itself, look at
some examples and then at further computations. Both
algebraic number fields and function fields will be con-
sidered.

Elements of the Galois group of a polynomial will
permute the roots of that polynomial. In the late 1990s
to early 2000s there were a number of algorithms which
improved on each other by increasing the degree of
polynomials they could handle. The algorithm we use
and build on is that of Fieker and Klüners [2] which re-
moved degree bounds altogether. This is because they
do not use tabulated information which was used before.

The Magma transcripts in this article have been
edited for better readability, with user input shown in
blue. See [9] and [8] Chapters 7–9 for further details of
the Galois group algorithm mentioned below.

Main algorithm
We provide here a brief description of the algorithm.
An extended description of this algorithm can be found
in [9]. We start by computing a splitting field for the
polynomial – a local one works well – and the roots of
the polynomial.

Since we use the top–down approach of Stauduhar
[6] we compute a group G which will contain the Ga-
lois group of f , the smaller the better, by considering
the Galois groups of the subfields of the extension of F
by a root of f .

Then we look through the maximal subgroups of G
and check whether any of these contain the Galois group
of f . To do this efficiently, we would like to check the
cheapest subgroup first. So we compute polynomials
invariant under a maximal subgroup of G but not invari-
ant under G and also determine a cost for attempting a
descent into each of these subgroups.

Once we have decided which subgroup H to check
next we evaluate the invariant for this subgroup at the

roots of f , which must be known to some precision in
order for us to make a proven decision. This precision
depends on the index of H in G as well as the degree
of the invariant. If the evaluation of the invariant at
the roots of f is in the coefficient field for a representa-
tive τ of some coset of H in G, then we have a smaller
group which contains the Galois group of f by a theo-
rem of Stauduhar [6]. We start the loop again and check
whether the Galois group of f is contained in any of the
maximal subgroups of this new group G.

This process stops when we run out of maximal sub-
groups of the smallest group known to contain the Ga-
lois group which shows that this group is the Galois
group of f .

As simply stated this algorithm works for all num-
ber fields and global function fields. The differences be-
tween the coefficient fields are in the details which are
explained in [9].

Example over Fq(t) ([8] Ex. 12, [9] Ex. 1)

Let F = F7(t) and f = x8+t+1 ∈ F [x],Gal(f) ⊆ S8
with order 40320. We are able to compute subfields
of the extension of F defined by f and this gives us a
group of order 64 to begin with which contains the Ga-
lois group instead of the order-40320 symmetric group.
This group has 6 maximal subgroups.

> SetVerbose("GaloisGroup", 3);
> F<t> := FunctionField(GF(7));
> P<x> := PolynomialRing(F);
> G, R, S := GaloisGroup(xˆ8 + t + 1);
Degrees of subfields [ 4, 2 ]
Computing group of subfield given by
xˆ4 + t + 1

Proven subfield group (D_4) of order
8 found. Reduced order of starting
group using subfields to 64, TGI: 8T26

Have to consider 6 subgroups (classes)

Lifting roots in Power series ring
over GF(7ˆ16) to precision 10

Further reduce to 4 (using rejected)
Further reduce to 2 (using sieve)

Some other information means we need to consider only
2 of them. The first group we look at does not contain
the Galois group so we move onto the other group which
we find does contain the Galois group.
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Stauduhar: group index 2 (TGI: 8T15)
no cosets remain, group impossible

Stauduhar: group index 2 (TGI: 8T15)
Found 2 cosets as simple zeros and 0
cosets as multiples DESCENT

Try to descend from group of order 32
Have to consider 6 subgroups (classes)
Further reduce to 4 (using rejected)

We need to consider whether the Galois group is con-
tained in any of 4 of its maximal subgroups.

Stauduhar: group index 2: D_8
no cosets remain, group impossible

Stauduhar: group index 2 (TGI: 8T8)

Stauduhar: group index 2: (TGI: 8T8)
no cosets remain, group not possible

Stauduhar: group index 2 = D_8
Stauduhar: group index 2: (TGI: 8T8)

The Galois group is not contained in the first subgroup
we look at but then we consider 3 of the other subgroups
and find that it is not contained in a conjugacy class of
8T8 but it is contained in another conjugacy class ofD8.

Stauduhar: group index 2 (D_8)
Found 2 cosets as simple zeros and
0 cosets as multiples DESCENT

We now have a group of order 16 containing the Ga-
lois group and we can use other information to deter-
mine that none of its maximal subgroups contain the Ga-
lois group so the Galois group is this group of order 16
which is the dihedral group D8. We see some roots of f
in the splitting field Z computed from a chosen prime.

Time: 0.360
> TransitiveGroupDescription(G); G;
D(8)
Permutation group G acting on a set
of cardinality 8 Order = 16 = 2ˆ4

(2, 8)(3, 7)(4, 6)
(1, 2)(3, 8)(4, 7)(5, 6)
(1, 3, 5, 7)(2, 4, 6, 8)
(1, 5)(2, 6)(3, 7)(4, 8)

> Z<z> := Universe(R);
> W<w> := CoefficientRing(Z);
> WW<ww> := Parent(Eltseq(
> Eltseq(R[1])[1])[1]);
> Z, R;
Power series ring in z over GF(7ˆ16)
[ (5*ww + 5)*wˆ3 + ... + O(zˆ4),

(5*ww + 2)*wˆ3 + ... + O(zˆ4),
(3*ww + 1)*wˆ3 + ... + O(zˆ4),
(4*ww + 1)*wˆ3 + ... + O(zˆ4),
.
. ]

Example over an extension of Fq(t)

We can do the same computation when the polynomial
is over an algebraic instead of a rational function field.

> F<t> := FunctionField(GF(7));
> P<x> := PolynomialRing(F);
> FF<a> := FunctionField(xˆ2 + t);
> P<x> := PolynomialRing(FF);
> time G := GaloisGroup(xˆ8 + a + 1);
Time: 0.460
> TransitiveGroupDescription(G); G;
D(8)
Permutation group acting on a set of
cardinality 8 Order = 16 = 2ˆ4

(1, 8)(2, 7)(3, 6)(4, 5)
(1, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2)
(1, 3, 5, 7)(2, 4, 6, 8)
(1, 5)(2, 6)(3, 7)(4, 8)

Examples of polynomials with degree > 23

This example shows the ability of this algorithm to com-
pute Galois groups of some polynomials of fairly large
degree – much larger than the degree limits imposed by
most earlier algorithms.

> F<t> := FunctionField(GF(7));
> P<x> := PolynomialRing(F);
> f := xˆ143 + t + 4;
> time G := GaloisGroup(f); G;
Time: 1338.900
Permutation group G acting on a set
of cardinality 143
Order = 8580 = 2ˆ2 * 3 * 5 * 11 * 13
> f := xˆ201 + t + 4;
> time G := GaloisGroup(f); G;
Time: 3554.240
Permutation group G acting on a set
of cardinality 201
Order = 13266 = 2 * 3ˆ2 * 11 * 67

Reducible polynomials
Since Galois groups permute the roots of a polynomial
they can also be computed for reducible polynomials.
There are a few adjustments we need to make to the
algorithm – the main one being our choice of starting
group. Since the Galois group will not be transitive, it
may not be contained in the symmetric group. Instead,
the Galois group of a reducible polynomial will be con-
tained in the direct product of the Galois groups of its
factors.

While we cannot find a smaller group containing the
whole Galois group, we can apply some knowledge of
ramified and unramified extensions to consider how the
splitting fields of the irreducible factors interact. If we
can determine that the splitting fields of some factors do
not overlap with all the others, we do not need to include
the associated Galois groups in the starting group for the
descent, but compute the product of them with the result
of the smaller descent afterwards. The more the split-
ting fields of the factors overlap the smaller the splitting
field of the reducible polynomial and the Galois group.
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Over Q there are no non-trivial unramified exten-
sions. In the function-field case we know ramification
is related to the extension of the constant field since Q
and Fq are perfect [7]. For function fields constant field
extensions are unramified and extensions not extending
the constant field are totally ramified. We can investi-
gate the ramified extensions further using discriminants
to determine whether there is any non-trivial intersec-
tion of splitting fields of factors. If all pairs of splitting
fields of factors intersect trivially then the degree of the
splitting field will be the product of the degrees of the
splitting fields of the factors but as this is the order of
the direct product of the Galois groups the Galois group
of the product can be no smaller.

Example of reducible polynomial over Fq(t)
([8] Ex. 17, [9] Ex. 6)

We will look at an example of a Galois group computa-
tion of a reducible polynomial.

After computing the Galois groups of the 4 irre-
ducible factors we first look at the orders of these
groups. Since the order of the second group is coprime
to the orders of the others its splitting field has trivial
intersection with the splitting fields of all the other fac-
tors. We run a few other tests based on the ramification
of the splitting fields and find that the 1st splitting field
also has trivial intersection with the splitting fields of all
the other factors.

> SetVerbose("GaloisGroup", 3);
> F<t> := FunctionField(GF(101));
> P<x> := PolynomialRing(F);
> f := (xˆ2 + x + 3*t)ˆ5*(xˆ5 + 5*t)
> *(xˆ7 + 7*t)*((x + 1)ˆ7 + 7*t);
> time G := GaloisGroup(f);
Factor 1 = C_2 = S_2
Factor 2 = C_5
Factor 3 = TGI: 7T4
Factor 4 = TGI: 7T4

maybe_coprime by order 1, 3, 4
disc_non_coprime 3, 4
maybe_coprime after stem check 1
non_coprime after stem check 3, 4
After cyclic subgroup check: 1
maybe_coprime after fixed field test
Final non_coprime: 3, 4

So when we look through subgroups to find the Galois
group we do this only for the direct product of the 3rd
and 4th factors and take the direct product of the Galois
groups of the first two factors, which has order 10, with
the result. This reduced the size of the groups being
considered by a factor of 10.

starting group order 17640
Try descent from group of order 1764

Permutation group Gc acting on a set
of cardinality 21 Order = 10 = 2 * 5
Permutation group _gnc acting on a
set of cardinality 21
Order = 42 = 2 * 3 * 7
Time: 2.640

> G;
Permutation group G acting on a set
of cardinality 29
Order = 420 = 2ˆ2 * 3 * 5 * 7

Fixed Fields
Now that we can, in theory, compute Galois groups of
all polynomials we move on to computing fixed fields of
subgroups U of these Galois groups. The computation
is similar. We compute an invariant and roots to some
useful precision and from this we can compute a poly-
nomial with at least one root fixed by U and with degree
that of the index of U in G. If U is smaller than the
Galois group, then none of the roots will lie in the coef-
ficient ring of f . This polynomial will define the fixed
field of the given subgroup and can be mapped back to
be over the coefficient ring of the original polynomial.

We see that a defining polynomial for a fixed field
can be computed fairly quickly.

> P<x> := PolynomialRing(Rationals());
> K<a> := NumberField(xˆ3 + 2);
> P<y> := PolynomialRing(K);
> time G, R, S := GaloisGroup(
> yˆ8 + a + 3); G;
Time: 0.330
Permutation group G acting on a set
of cardinality 8 Order = 32 = 2ˆ5

We take a normal subgroup of G in a conjugacy class
with C8.

> subg := NormalSubgroups(G);
> time Polynomial(K, GaloisSubgroup
> (S, subg[12]‘subgroup));
yˆ4 + (32*a + 128)*yˆ3 + ...
Time: 0.050

Splitting Fields
There are two ways we can compute a splitting field
from a known Galois group. The splitting field will be
the field fixed by only the trivial subgroup. But using the
fixed field algorithm above this will compute the split-
ting field as a single extension of the coefficient field of
the polynomial.

We can also compute the splitting field as a tower of
extensions of the coefficient field. We first compute a
chain of subgroups and then compute their fixed fields
but we need to find defining polynomials over a field
in the tower rather than over the coefficient field of the
original polynomial.

Continuing the previous example we see here the
splitting field computed as a direct extension of K
which was the coefficient field of the polynomial above.
The coefficient ring is not restricted to a rational field.

> time G, R, S := GaloisGroup(
> yˆ8 + a + 3); G;
> tG := sub<G | G.0>;
> time NumberField(Polynomial(K,
> GaloisSubgroup(S, tG))): Maximal;
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$1
|

K<a>
|
Q

$1 : yˆ32 - (3452a + 10356)yˆ24 + ...
K : xˆ3 + 2
Time: 0.070

The splitting field is computed below as a tower of ex-
tensions over K using the second method explained
above. We can see the field defined by the input poly-
nomial as well as the further extensions are required to
find the splitting field.

> time GSF := GaloisSplittingField(
> yˆ8 + a + 3);
Time: 0.840
> KK<aa> := CoefficientField(GSF);
> _<yy> := PolynomialRing(KK);
> GSF:Maximal;

$1
|

KK<aa>
|
K<a>
|
Q

$1 : yyˆ4 + aaˆ4
KK : yˆ8 + a + 3
K : xˆ3 + 2

Solution of polynomials by radicals
Galois Theory has its beginning in the attempt to solve
polynomial equations by radicals. It is reasonable to ex-
pect then that we could use the computation of Galois
groups for this purpose. We first compute the Galois
group and check it is solvable. If so, since a solvable
finite group is a group with a composition series all of
whose factors are cyclic groups of prime order, we can
use this series C of subgroups to compute a splitting
field as a tower of cyclic extensions which we can then
convert to radical extensions. This conversion requires
handling the necessary roots of unity.

Example of a solution of polynomial by radicals

Below is a degree-6 polynomial which can be solved
by radicals, though many cannot be. Computing the
GaloisSplittingField of this polynomial results
in a degree-2 extension of the degree-6 extension de-
fined by this polynomial. Solving by radicals results in
this splitting field being expressed as 3 extensions. The
difference comes from the chain of subgroups used –
in this case using only cyclic subgroups we used more
subgroups and so there are more extensions.

> S<s>,rt:=SolveByRadicals(
> xˆ6+15*xˆ4+4*xˆ3+75*xˆ2-60*x+129);
> CS<cs> := CoefficientRing(S);
> Qa<qa> := CoefficientRing(CS);
> S:Maximal;

S<s>
| S : $.1ˆ3 + 648qa*csr - 4536qa

CS<cs>
| CS : $.1ˆ2 + 5

Qa<qa>
| Qa : xˆ2 + 3
Q

> qaˆ2 + 3, csˆ2 + 5,
> sˆ3 + 648*qa*cs - 4536*qa;
-3 -5 -648*qa*csr + 4536*qa
> rt;
[

(1/972*cs - 1/486)*sˆ2 +/- cs,
(1/1944*(-/+qa - 1)*cs + ...
(1/1944*(-/+qa - 1)*cs + ...

]

Explicit Hilbert Irreducibility
It is also possible to compute Galois groups over func-
tion fields of characteristic 0.

Hilbert’s Irreducibility Theorem says that for any
polynomial over Q(t) the specializations of the polyno-
mial at infinitely many rational numbers factor the same
way as the original polynomial and the Galois group of
the specialization is isomorphic to the Galois group of
the original. What my co-author David Krumm was in-
terested in was what happens when the specialization
has a different type of factorization and non-isomorphic
Galois group. He has proven this theorem in our sub-
mitted paper [5] in which we consider the question:

Let P ∈ Q[t, x], G = Gal(P ) be the Galois group
of P over Q(t). For most rational c, Pc = P (c, x) ∈
Q[x] has Gal(Pc) ∼= G and factors in the same way as
P . For which c does this not occur?

We require that c not be a root of the discriminant
or leading coefficient. Also c must not make the dis-
criminants of the defining polynomials of the fixed fields
identically zero. Then we have the equivalence of the
non-isomorphic Galois groups and the specialization of
one of the fixed field defining polynmials having a ra-
tional root. If there is no rational root, then the Galois
groups are isomorphic and the factorization types are the
same.

But in order to do the necessary computations we
need to be able to compute Galois groups over Q(t),
including when P is reducible which had not been im-
plemented previously, and compute fixed fields of sub-
groups of the Galois group. Once we obtain the fi we
may then find suitable c using rational points on the
curves defined by fi.

Some of the Galois group computations necessary
are shown in this example.

Example over Q(t) ([5] Sect. 4.1)

> Qt<t> := FunctionField(Rationals());
> P<x> := PolynomialRing(Qt);
> f := xˆ6 + tˆ6 - 1;
> time G, r, S := GaloisGroup(f);
Time: 0.190
> Max := Reverse(MaximalSubgroups(G));
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> // smallest index first
> for M in Max do
for> GaloisSubgroup(S, M‘subgroup);
for> end for;
xˆ2 + 6*x + 9*tˆ6
xˆ2 + 1728*tˆ12 - 3456*tˆ6 + 1728
xˆ2 - 62208*tˆ30 + 311040*tˆ24 -

622080*tˆ18 + 622080*tˆ12
- 311040*tˆ6 + 62208

xˆ3 + 12*xˆ2 + 48*x - 8*tˆ6 + 72

As in [5] it can be shown theoretically using known el-
liptic curves that none of the curves defined by these
subfield polynomials have a rational root when c is not
0, 1 or −1. Therefore the Galois group of f specialised
at c is isomorphic to G unless c is 0, 1, or −1 and f
specialised at c must be irreducible when c is not 0, 1,
or −1. It can be directly seen that f specialised at 0, 1,
−1 are reducible.

Example of reducible polynomial over Q(t)

We now consider an example involving a Galois group
computation for a reducible polynomial over Q(t).

> k<t> := FunctionField(Rationals());
> _<x> := PolynomialRing(k);
> Phi4 := xˆ12 + 6*t*xˆ10 + xˆ9 +
> (15*tˆ2 + 3*t)*xˆ8 + 4*t*xˆ7 +
> (20*tˆ3 + 12*tˆ2 + 1)*xˆ6 +
> (6*tˆ2 + 2*t)*xˆ5 + (15*tˆ4 +
> 18*tˆ3 + 3*tˆ2 + 4*t)*xˆ4 +
> (4*tˆ3 + 4*tˆ2 + 1)*xˆ3 +
> (6*tˆ5 + 12*tˆ4 + 6*tˆ3 + 5*tˆ2
> + t)*xˆ2 + (tˆ4 + 2*tˆ3 + tˆ2 +
> 2*t)*x + tˆ6 + 3*tˆ5 + 3*tˆ4 +
> 3*tˆ3 + 2*tˆ2 + 1;
> ep4 := Polynomial([Evaluate(y,
> (4 - 3*t - tˆ3)/(4*t)) :
> y in Coefficients(Phi4)]);
> #GaloisGroup(Phi4);
384
> #GaloisGroup(ep4);
128
> eep := Polynomial([Evaluate(y,
> (tˆ2-1)/t) :
> y in Coefficients(ep4)]);
> #GaloisGroup(eep4);
64

Phi4 is a polynomial of interest in arithmetic dynam-
ics having roots of period 4 under iteration of x2 + t.
Using the procedure above we can determine that Phi4
has a different factorization type and Galois group when
evaluated at something of the form (4 − 3v − v3)/4v.
But to determine what Galois group Phi4 specialised
at c has in these cases we need to compute the Galois
group of the reducible polynomial ep4, a product of a
degree-8 and a degree-4 polynomial. Further we can ap-
ply the procedure above to ep4 which tells us that when
v has the form (s2−1)/s then the Galois group and fac-
torization type is different again. In order to be able to
do these calculations we needed to be able to compute
Galois groups of reducible polynomials over char-0 ra-
tional function fields and their associated fixed fields.

Geometric Galois groups
Definition 1 The geometric Galois group of a polyno-
mial f ∈ Q(t)[x], GeoGal(f), is the Galois group of f
considered as a polynomial over C(t), Gal(f/C(t)).

A geometric Galois group is a subgroup of the Ga-
lois group over Q(t) – as the field is larger the group
is smaller. Geometric Galois groups are connected to
inverse Galois theory and are an alternate approach to
computing absolute factorizations.

Again we start with computing a Galois group – this
time over Q(t). Using HIT we know we can find t1, t2 at
which the specialization has Galois group isomorphic to
G. We compute the Galois group over Q of the product
of the specializations, which is a subgroup of the direct
product of G with itself.

We have some bounds on the index in G and the or-
der of the geometric Galois group using the fixed field of
the geometric Galois group which is also the algebraic
closure of Q in the splitting field of f over Q(t). We
compute this fixed field at the same time as the geomet-
ric Galois group.

We consider normal subgroups that satisfy these
bounds, compute their fixed fields and then look at
which of these define constant field extensions. This
gives us the subgroup of the geometric Galois group and
its fixed field which is the algebraic closure of Q in the
splitting field of f over Q(t).

We summarise the algorithm as follows:

Algorithm 1 (The geometric Galois group of f )
Let f ∈ Q(t)[x].

1. Compute G = Gal(f).

2. Choose t = ti, i = 1, 2, such that Gal(f(ti, x)) =
Gal(f) = G.

3. Compute H = Gal(f(t1, x)f(t2, x)).

4. For normal subgroups X of G having index less
than that ofH inG×G and order dividing #G/c
where c is the degree of the full constant field of
Q(t)[x]/f ,

(a) Compute the defining polynomial of the
field K ′ fixed by X .

(b) Check whether this is a polynomial over Q
or whether this defines a constant field ex-
tension. If so X contains GeoGal(f) and
K ⊇ K ′.

5. The subgroup X containing GeoGal(f) with the
largest index in G and smallest order corresponds
to the largest constant field extension in Γ, and is
GeoGal(f).

Most geometric Galois groups are equal to the Ga-
lois group of the polynomial but I show here an example
where that is not the case.
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A Non-Trivial Example

Let f = x9−3x7− (6 t+ 6)x6 + 3x5 + (12 t−6)x4 +

(12 t2 − 84 t+ 11)x3 − (6 t+ 6)x2 + (−12 t2 + 12 t+

24)x− 8 t3 − 24 t2 − 24 t− 6 ∈ Q(t)[x].

1. We compute the Galois group over Q(t), Gal(f)
as 9T8, equivalently, S3 × S3 of order 36.

2. Specialising f at t = 1, 2 gives

f1 = x9 − 3x7 − 12x6 + 3x5 + 6x4 − 61x3

− 12x2 + 24x− 62,

f2 = x9 − 3x7 − 18x6 + 3x5 + 18x4 − 109x3

− 18x2 − 214

with Gal(f1),Gal(f2) conjugate to 9T8.

3. H = Gal(f1f2) is an intransitive group of order
216.

4. We compute a bound using the order 36 of G and
the order 216 of H to give us an index bound for
GeoGal(f) of 36 × 36/216 = 6. The exact con-
stant field of Q(t)[x]/f has degree 3 so the order
of GeoGal(f) must divide 36/3 = 12.

(a) There are two normal subgroups of Gal(f),
both isomorphic to S3 of order 6, which sat-
isfy this index and order restriction.

(b) The corresponding fixed fields are defined
by x6 + 78732 and x6 − 54x4 + 729x2 +
78732 t2 − 2916.

We have 2 possible defining polynomials. One is over
Q so obviously defines an extension of Q. The second
polynomial contains a t so does not obviously define an
extension of Q. In fact, Q is algebraically closed in the
extension defined by this second polynomial.

Therefore the geometric Galois group is the first
subgroup, which is isomorphic to S3, and the extension
defined by the first polynomial is the algebraic closure
of Q in the splitting field of f .

These calculations have been carried out by calling
GeometricGaloisGroup(f) in MAGMA 2.23 [1],
and took 1.22s.

The Absolute Factorization

We can also compute a factorization of f over C by
computing a factorization of f ∈ Q(t)[x] over Q(t)[α],

f = x9 − 3x7 − (6 t+ 6)x6 + 3x5 + (12 t− 6)x4 +

(12 t2 − 84 t+ 11)x3 − (6 t+ 6)x2 +

(−12 t2 + 12 t+ 24)x− 8 t3 − 24 t2 − 24 t− 6 .

• Factor f over Q(t)[α] = Q(t)[x]/〈x6 + 78732〉.

• There are 3 cubic factors of f over Q(t)[α]:

y3 − 1/486α4y2 + (−1/9α2 − 1)y +

1/1458α4 − 2 t− 2 ,

y3 + (1/972α4 − 1/2α)y2 + (−1/2916α5 +

1/18α2 − 1)y − 1/2916α4 + 1/6α− 2 t− 2 ,

y3 + (1/972α4 + 1/2α)y2 + (1/2916α5 +

1/18α2 − 1)y − 1/2916α4 − 1/6α− 2 t− 2 .

This factorization can be carried out in MAGMA
using Factorization(Polynomial(Qta, f))
where Qta is the extension Q(t)[α].
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Einführung
Mathematik und Kunst müssen keine unüberbrückbaren
Gegensätze bilden, bestes Beispiel dafür ist der Golde-
ne Schnitt. Die Entdeckung der perspektivischen Dar-
stellung in der Malerei u. a. durch A. Dürer führte
zur Entwicklung eines neuen mathematischen Zwei-
ges: der projektiven Geometrie. In der Kunst wur-
den die perspektivischen Erkenntnisse zunächst genutzt,
um durch die Einbeziehung der dritten Dimension, al-
so der Tiefe der dargestellten Räume, realistischere
Gemälde zu schaffen. Später ging man auch dazu über,
durch geschickten Einsatz zeichnerischer Mittel Schein-
architekturen zu erzeugen, z. B. die nicht existierende
Kuppel der Jesuitenkirche in Wien, die illusionistisch
überhöhten Kuppeln des Innsbrucker Doms oder die
ebenfalls nur virtuell kuppelartige Decke des Kaisersaa-
les zu Kremsmünster. In einfacheren Fällen wurde per-
spektivische Effekte genutzt, um Räume scheinbar zu
vergrößern, virtuelle Nischen oder Gewölbe zu gestal-
ten.

Im folgenden Artikel wird ein mathematischer Zu-
gang zur beispielhaften Gestaltung von Scheinarchitek-
turen skizziert. Die Aufgaben sind geeignet für einen
Leistungskurs Mathematik - und selbst hier ist Platz für
die Binnendifferenzierung. Die Berechnung von Bild-
punkten ist ein Standardproblem, die Erzeugung einer
virtuellen Kuppel dagegegen sehr anspruchsvoll. Die
Beispielberechnungen wurden mit einem ClassPad 400
von Casio durchgeführt, der an meiner Schule allen
Schülern zur Verfügung steht.

Raumerweiterung
Zunächst soll eine einfache Raumerweiterung mathema-
tisch beschrieben werden, d. h. es soll eine scheinba-
re rechteckige Nische entstehen. Als Beispiel wird eine
quadratische Fläche mit 3 Metern Seitenlänge scheinbar
um 1 Meter nach hinten versetzt. Das Koordinatensys-
tem wird so gewählt, dass die Wand, also die Zeichen-
ebene Z, die y-z-Ebene bildet. Die scheinbare Wand,

die entstehen soll, ist die Ebene S : x = −1. Der Aug-
punktA (von dem aus das Bild betrachtet wird) ist (vom
Zeichner) frei wählbar, z. B. (3/1/2). Jeder Punkt P
der Ebene S wird auf die Zeichenebene Z abgebildet,
so entsteht P ′ als Schnittpunkt der Verbindungsgerade
g(AP ) mit Z. Sei etwa P (−1/2/1), dann gilt die Glei-
chung der Geraden g durch die Punkte A und P

gAP =

 3
1
2

+ t

 −4
1
−1

 .

Für den Schnittpunkt P ′ von g und Z folgt P ′ =
(0/1.75/1.25).

Abbildung 1

Beispiel für Schüleraufgabe 1: Berechnen Sie die
Bildpunkte Q und R zu den Punkten P1(−1/3/3) und
P2(−1/3/0).

Mit dieser Idee ist es möglich, zu zwei beliebi-
gen Punkten P1 und P2 die zugehörigen Bilder Q
und R in der Zeichenebene Z zu ermitteln und somit
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auch das Bild g(QR) der Verbindungsgeraden g(P1P2).
Führt man in Z ein ebenes Koordinatensystem ein,
lässt sich die Gerade g(QR) als lineare Funktion dar-
stellen. Dabei übernimmt die (Raum-)y-Koordinate ei-
nes Bildpunktes P ′ in diesem Fall die Funktion der
x-Koordinate im ebenen Koordinatensystem, entspre-
chend wird die z-Koordinate des räumlichen Koordina-
tensystems zur y-Koordinate des ebenen Koordinaten-
systems. Mit P1(0/0/0) und P2(−1/0/0) (also die lin-
ke untere Kante unserer Scheinnische) findet man die
Gleichung der Bildgeraden y = 2x. Analog findet man
die Gleichungen der anderen Kanten und erhält das per-
spektivische Bild einer Nische, wenn man die gefunde-
nen Funktionen geeignet einschränkt.

Abbildung 2

In Abb. 3 erkennt man, dass die linearen Funktionen,
die die Kanten repräsentieren, sich alle in einem Punkt
schneiden. Da es sich um eine perspektivische Darstel-
lung handelt, ist dies nicht überraschend.

Abbildung 3

Schüleraufgabe 2: Berechnen Sie die linearen
Funktionen, die die drei fehlenden Kanten beschreiben
sowie die notwendigen Einschränkungen. Stellen Sie
die Scheinnische grafisch auf Ihrem GTR dar.

Schüleraufgabe 3: Ermitteln Sie den Schnittpunkt
der linearen Funktionen. Finden Sie den Zusammen-
hang zum Augpunkt A! Begründen Sie!

Schüleraufgabe 4 (classPad): Erstellen Sie eine
eActivity, die zu zwei beliebigen Punkten P1 und P2 die
lineare Funktion der Bildgeraden ermittelt.

Als oberer Abschluss der Nische kann auch ein pa-
rabelförmiger Bogen verwendet werden.

Abbildung 4

Abbildung 5

Schüleraufgabe 5: Ermitteln Sie die Gleichung ei-
ner Bildparabel zu y = −1

3x
2 + x+ 3 (vgl. Abb. 4).

Schüleraufgabe 6: Die Parabelbögen können auch
senkrecht zur Abbildungsebene verlaufen oder diago-
nal als Kreuzgewölbe (vgl. Abb. 5). Ermitteln Sie je-
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weils (näherungsweise) geeignete Parabelbögen und
Gleichungen der Bildparabeln.

Scheinkuppeln
Statt einer Nische soll jetzt eine virtuelle Kuppel ent-
stehen. Die Herangehensweise ist prinzipiell die gleiche
wie im vorherigen Abschnitt. Man wählt einen Aug-
punkt A, von dem aus jeder Punkt P der Scheinkup-
pel durch Schnitt der Verbindungsgeraden gAP mit Z
auf die Zeichenebene Z abgebildet wird. Als Beispiel
wählen wir eine Kuppel K mit dem Radius r = 10 Me-
tern, die scheinbar auf der ebenfalls in 10 Meter Höhe
befindlichen Decke erzeugt werden soll. Um die Rech-
nung zu vereinfachen, wählen wir das räumliche Koor-
dinatensystem so, dass der Fußboden in der xy-Ebene
liegt, der Kuppelmittelpunkt sich über dem Koordina-
tenursprung befindet und der Augpunkt im Fußboden
liegt, etwa A(0/− 15/0) und

K : x2 + y2 + (z − 10)2 = 100.

Es ist nun nicht weiter schwierig, zu einem Punkt P ∈
K den Bildpunkt P ′ ∈ Z zu finden bzw. zu berech-
nen. Für eine allgemeinere Darstellung wäre es günstig,
die ”Breitenkreise“ bzw. die ”Meridiane“ der Kuppel in
die Zeichenebene Z abzubilden. Dazu führen wir eine
Hilfsebene Ea mit Ea ‖ Exy und der Höhe a ein. Für
10 6 a 6 20 schneidet Ea die Kuppel K in einem

”Breitenkreis“: Es gilt

K :

∣∣∣∣∣∣
 x

y
z

−
 0

0
10

∣∣∣∣∣∣ = 10

und Ea : z = a mit 10 6 a 6 20 und E10 = Z. Ea∩K
sei der Kreis ka mit Radius

r′ =
√

100− (a− 10)2 =
√

20a− a2.

In Parameterdarstellung gilt

ka : ~x =

 √20a− a2 · sin(t)√
20a− a2 · cos(t)

a

 ,

d. h. jeder Punkt P auf der Kuppel ist durch einen Wert
a ∈ [10, 20] und t ∈ [0, 2π] festgelegt und hat einen
Bildpunkt P ′, der durch die Projektion von A nach P
entsteht.

Es gilt g(AP ):

~x =

 0
−15

0

+ s

 √
20a− a2 · sin(t)√

20a− a2 · cos(t) + 15
a

 .

Für g(AP ) ∩ E10 gelten

x′ =
10
√

20a− a2
a

sin(t);

y′ =
10(
√

20a− a2 cos(t) + 15)

a
− 15;

z′ = 10.

Besser als mit der Höhe a lassen sich die Punkte in Po-
larkoordinaten beschreiben: Zu jeder Höhe a gehört ein

”Breitenwinkel“

ϕ ∈ [0;
π

2
]

mit a = r · sin(ϕ) + 10. Da uns nur die Zeichen-
ebene Z interessiert, betrachten wir nur die x- und die
y-Koordinate:

x =
10
√

1− sin2(ϕ)

1 + sin(ϕ)
sin(t);

y =
10
√

1− sin2(ϕ) · cos(t) + 15

1 + sin(ϕ)
− 15.

Schüleraufgabe 7: Verifizieren Sie die Parameter-
darstellung

Damit lässt sich mit jedem grafikfähigem Taschen-
rechner, der Kurven in Parameterdarstellung zeichnen
kann, ein Bild der Scheinkuppel erzeugen. Für einen
Breitenkreis setzten wir für ϕ einen beliebigen Winkel
ein und erhalten die Parameterdarstellung

x(t) =
10 cos(ϕ)

1 + sin(ϕ)
sin(t);

y(t) =
10 cos(ϕ) · cos(t) + 15

1 + sin(ϕ)
− 15

für 0 6 t 6 2π und 0 6 ϕ 6 π
2 .

Abbildung 6

Um einen ”Meridian“ bzw. einen ”Viertelmeridian“
zu erhalten, tauschen die Parameter die Rollen: t erhält
einen beliebigen aber festen Wert und ϕ wird zur Lauf-
variable. Da in Taschenrechnern im Allgemeinen t als
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Laufvariable festgelegt ist, muss die Parameterdarstel-
lung angepasst werden zu

x(t) =
10 cos(t)

1 + sin(t)
sin(α);

y(t) =
10 cos(t) · cos(α) + 15

1 + sin(t)
− 15

für 0 6 t 6 π
2 und 0 6 α 6 2π.

Schüleraufgabe 8: Die Scheinkuppel in der Wiener
Jesuitenkirche hat einen Durchmesser von 7 Metern; die
Decke des Mittelschiffs hat eine Höhe von 25 Metern,
der Augpunkt hat einen horizontalen Abstand von 27
Metern vom Kuppelmittelpunkt. Geben Sie eine geeig-
nete allgemeine Darstellung der Bildpunkte der Kuppel
an!

Lösungshinweise
Zur Raumvergrößerung:
1.) Q(0/2.5/2.75);R(0/2.5/0.5).
2.) y = −x+ 3 für 0 6 x 6 0.25 und 2.5 6 x 6 3 bzw.
y = 0.5x+ 1.5 für 2.5 6 x 6 3.
3.) (0/1/2) ist die senkrechte Projektion des Augpunk-
tes A auf Z.
4.) Beispiellösung:

Abbildung 7

Abbildung 8

Abbildung 9

5.) y = −4
9x

2 + 11
9 x+ 89

36 .
6.) Senkrecht zur Zeichenebene: z. B.

y = −x2 − x+ 3,

y′ =
−5.5x2 + 34− 46.5

x− 1
,
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diagonal: z. B.

y ≈ −0.32x2 + x+ 3.00,

y′ ≈ 3.69x2 − 5.49x− 30

x− 10
.

7.) und 8.), zur Scheinkuppel siehe die beiden folgenden
Abbildungen:
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Schnitte von Zylindern und Kegeln
J. Meyer
(Hameln)

j.m.meyer@t-online.de

Einführung

Wenn man einen Zylinder mit einer Ebene schneidet,
bekommt man als Schnittkurve eine Ellipse, und wenn
man den Zylinder abwickelt, wird aus der Ellipse eine
Sinuskurve. Warum ist das so? Und was passiert, wenn
man den Zylinder durch einen Kegel ersetzt?

Schnitte von Zylindern

Was für eine Schnittkurve erhält man, wenn man einen
Zylinder mit einer Ebene schneidet (Abb. 1)?

Abbildung 1: Zylinderschnitt

Der Zylinder habe die Gleichung

x2 + y2 = 1 (z beliebig)

(die z-Achse ist also die Symmetrieachse des Zylin-
ders), die Ebene habe die Gleichung z = mx mit m =

tanα. Im Zylindermantel sind die Geraden mit dem all-

gemeinen Punkt

 cosϕ
sinϕ
z

 enthalten; ihr Schnitt mit

der Ebene liefert den allgemeinen Punkt der Schnittkur-

ve

 cosϕ
sinϕ

m · cosϕ

. Was ist das für eine Kurve? Dazu ist

es hilfreich, die Schnittebene und damit die Schnittkur-
ve mithilfe der Matrix

M =

 cosα 0 sinα
0 1 0

− sinα 0 cosα


in die Ebene mit z = 0 hineinzudrehen (die y-
Achse ist also Drehachse). M bildet den allgemeinen

Punkt

 x
y

m · x

 der Schnittebene auf

 x/ cosα
y
0


ab und den allgemeinen Punkt der Schnittkurve auf cosϕ/ cosα

sinϕ
0

 . Man erkennt, dass es sich um einen

mit dem Faktor 1
cosα gestreckten Kreis und damit um

eine Ellipse handelt. Ist α = 0◦, bekommt man als
Schnittkurve natürlich einen ungestreckten Kreis.
Schneidet man den Zylinder parallel zu seiner Symme-
trieachse auf, bekommt man ein Rechteck; die Schnitt-

kurve hat nun den allgemeinen Punkt
(

ϕ
m · cosϕ

)
,

ist also eine Sinuskurve (und für m = 0 eine Gerade).

Schnitte von Kegeln
Nun liegt es nahe, die analoge Fragestellung für Ke-

gel zu untersuchen. Die Kegelspitze sei Z =

 0
0
h

;

der Grundkreis habe den Radius r und den allgemei-

nen Punkt

 r · cosϕ
r · sinϕ
−h

. Die Gesamthöhe beträgt al-
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so 2 · h (das hat den Grund, um später die Schnittebe-
ne möglichst einfach halten zu können). Der allgemeine
Punkt der Mantelfläche ist durch 0

0
h

+ λ ·

 r · cosϕ
r · sinϕ
−2 · h


mit λ ≥ 0 gegeben.
Schneidet man die Mantelfläche mit der Ebene zu z =
m · x, so ist

λ =
h

2 · h+m · r · cosϕ
;

der allgemeine Punkt der Schnittkurve (Abb. 2) ergibt
sich als

P (ϕ) :=

 0
0
h

+
h

2h+mr cosϕ
·

 r cosϕ
r sinϕ
−h


=

hr

2h+mr cosϕ
·

 cosϕ
sinϕ
m cosϕ

 .

Abbildung 2: Kegelschnitt

Für m = 0 bekommt man natürlich einen Kreis; im
Folgenden sei also m > 0 .
Wie beim Zylinder ist es auch hier hilfreich, Schnittebe-
ne und Schnittkurve mit der obigen Matrix M in die
Ebene mit z = 0 hineinzudrehen; das Resultat ist

Q (ϕ) :=
r

2 cosα
(
1 + mr

2h cosϕ
) ·
 cosϕ

cosα sinϕ
0



(hier ist ein CAS hilfreich).
Mit ε : = m·r

2·h ist Q (ϕ) bis auf Achsenstreckungen ge-
geben durch

1

1 + ε cosϕ
·

 ε cosϕ
sinϕ

0

 =:

 ξ
η
0

 .

Wegen ξ2 + ε2 · η2 = ε2

(1+ε·cosϕ)2 und 1− ξ = 1
1+ε·cosϕ

ist ξ2 + ε2 · η2 = ε2 · (1− ξ)2, woraus

ξ2 ·
(

1− ε2

ε2

)
+ 2 · ξ + η2 = 1

folgt. Für ε = 1 (wenn also die Schnittebene zu ei-
ner Mantellinie parallel ist) hat man eine Parabel, für
0 < ε < 1 eine Ellipse und für ε > 1 eine Hyperbel.
Nun möchte man den Kegel abwickeln; dies ist nur im
Ellipsenfall sinnvoll, da im Hyperbelfall der Doppelke-
gel berücksichtigt werden müsste. Das Resultat ist ein
Kreissektor mit dem Mittelpunkt Z, dem Radius s =√

4 · h2 + r2 und dem Teilumfang 2πr ; der zugehörige
Mittelpunktswinkel ermittelt sich wegen µ

360◦ = 2πr
2πs zu

µ = 360◦ · rs (Abb. 3).

Abbildung 3: Abgewickelter Kegelschnitt

Man bildet die Punkte

P (ϕ) =
hr

2h+mr cosϕ
·

 cosϕ
sinϕ
m cosϕ


der Schnittkurve ab auf den abgewickelten Mantel; das
Resultat heißeR (ϕ). Dem Winkel ϕ entspricht der Mit-
telpunktswinkel ψ auf dem Kreissektor, den man wegen
ϕ

360◦ = ψ
µ zu ψ = µ

360◦ · ϕ bestimmt.
Der Abstand d von P (ϕ) zur Kegelspitze Z muss
genauso groß sein wie der Abstand zwischen Z

und R (ϕ) . Daher ist R (ϕ) =

(
d · cosψ
d · sinψ

)
(hier

kommt wieder ein CAS zum Tragen). Abb. 3 zeigt ein
mögliches Resultat.
Natürlich kann man die Parameter m, r und h beliebig
variieren (unter Beachtung von ε = m·r

2·h < 1 ).
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Berichte über Arbeitsgruppen

SFB/TRR 195 Symbolic Tools in Mathematics and their Application (Part 1/5)

Number Theory group

Number theory constitutes one of the five core areas in
the SFB and is represented through both mathematical
and computer algebra problems. The problems are cho-
sen to produce numerical evidence and examples for im-
portant problems as well as to force the development of
tools for number theoretical computations.

Our two projects, by Claus Fieker (Kaiserslautern)
and Gabriele Nebe (Aachen), are the explicit determi-
nation of solvable fields and the computation of unit
groups of orders in division algebras. The necessary
number theoretic infrastructure that will be developed
here will be distributed through the new OSCAR sys-
tem.

Fieker’s project is the construction of solvable num-
ber fields with a given fixed soluble group. This explicit
counting problem has a long tradition in number theory
— statistical analysis of invariants of suitable families of
fields led for example to the Cohen–Lenstra heuristic,
but explicit lists of number fields (provided by Malle)
were also crucial in Prasad and Yeung’s recent classifi-
cation of fake projective planes.

Number fields with a solvable Galois group are na-
turally obtained via a tower of relative abelian (or even
cyclic fields). Relative abelian fields are parametrized by
class field theory, which as a first step has already been
developed in the new system.

The second number theoretical project by Nebe
spans number theory as well as group theory: here the
structure of certain infinite matrix groups that arise na-
turally from number theory, as the unit groups of divi-

sion algebras or more general S-arithmetic groups, will
be investigated. The main role model here is Dirichlet’s
unit theorem that gives a precise structural description
of the unit group of an order in an algebraic number
field. For the non-commutative situation, where the field
is generalised to a semisimple algebra and the ring of in-
tegers to a (maximal) order in this algebra, not much is
known. There are theoretical results going back to the
1960s that unit groups of orders are finitely presented.
Nebe aims to turn these theoretical results into practical
algorithms and implementations that allow experimen-
tal studies of such unit groups (or more general S-unit
groups). This project will find units and compute unit
groups through methods based on a wide range of areas:
non-commutative orders, lattices over number rings, cell
complexes, group theory, and representation theory. As
the ultimate results will be finite presentations for those
unit groups, constructive group theory in GAP is one of
the key tools, which is also going to be part of OSCAR.

Claus Fieker (Kaiserslautern)
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Besprechungen zu Büchern der Computeralgebra

Ruud Pellikaan, Xin-Wen Wu, Stanislav Bulygin, Relinde Jurrius
Codes, Cryptology and Curves with Computer Algebra

Cambridge University Press, Cambridge 2018, 597+ix Seiten, ISBN 978-0-521-52036-2, e 58,57

Wie der Name bereits andeutet, befasst sich dieses Buch
mit Anwendungen der Computeralgebra in der Kodie-
rungstheorie und der Kryptologie. Es ist ein fast 600
Seiten mächtiges und recht umfassendes Kompendium,
wobei das Hauptaugenmerk sicherlich auf der Seite der
Kodierungstheorie liegt und die Kryptologie mit weni-
ger als 100 Seiten eher stiefmütterlich behandelt wird.

Etwa die erste Hälfte des Werks stellt eine klas-
sische Einführung in die Kodierungstheorie dar, die
z. B. sehr gut als Grundlage für eine Vorlesung zu die-
sem Thema dienen könnte. Neben mathematische sau-
beren Definitionen und Sätzen finden sich viele ex-
plizit durchgerechnete Beispiele und ein reichhaltiger
Schatz an Übungsaufgaben. Alle grundlegenden The-
men zu fehlerkorrigierenden Codes, Konstruktionen von
Codes, Fehlerschranken und Gewichtszählerpolynomen
werden eingehend behandelt. Viele wichtige Bei-
spielklassen wie Hamming Codes, zyklische Codes,
Reed-Muller Codes oder Rees-Salomon Codes werden
sorgfältig studiert. Einen besonderen Mehrwert dieses
Teils des Buches stellt das Kapitel zur algebraischen De-
kodierung dar, welche vielerorts nur recht verwaschen
präsentiert wird. Hier ist insbesondere die Komple-
xitätsanalyse verschiedener Aufgaben der Kodierungs-
theorie positiv hervorzuheben.

Im weiteren Verlauf wird der Rahmen der Thematik
ausgedehnt. Neben Bezügen der Kodierungstheorie zu

klassischen Themen der diskreten Mathematik wie Ma-
troiden oder Gittern finden sich eine kurze Einführung
in die Kryptologie, ein Kapitel über Anwendungen der
Gröbner-Basen in der Kodierungstheorie und der Kryp-
tologie sowie ein Kapitel über die moderne Herange-
hensweise and die Kodierungstheorie mittels algebrai-
scher Kurven und dem Satz von Riemann-Roch.

Der Band wird abgerundet durch ein Kapitel über
die Realisierung verschiedener Algorithmen und Be-
rechnungen in diversen Computeralgebrasystemen, wo-
bei sich auch viele mithilfe von GAP oder MAGMA vor-
gerechnete Beispiele finden.

Gerade für algebraische oder algorithmisch orien-
tierte Leser bietet der Band ein Fülle an interessantem
und hochwertig präsentiertem Material, das insbesonde-
re die oftmals existierende Lücke zwischen der Theo-
rie und der konkreten Berechnung sehr gut überbrückt.
Deswegen ist er gerade für Interessenten an der Kodie-
rungstheorie und ihren Algorithmen sehr zu empfehlen.
Wer sich tiefere Einblicke in die Kryptologie oder die
Theorie und Algorithmik algebraischer Kurven erhofft,
sei allerdings auf andere einführende Werke verwiesen.
Für meine nächste Vorlesung zum Thema Kodierungs-
theorie wird das vorliegende Werk auf jeden Fall eine
wärmstens empfohlene Lektüre darstellen.

Martin Kreuzer (Passau)
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Promotionen in der Computeralgebra

Patrick Wegener: Hurwitz action in Coxeter groups and
elliptic Weyl groups
Betreuer: Barbara Baumeister (Bielefeld)
Zweitgutachter: Jon McCammond (Santa Barbara)
Juli 2017

Abstract: Gegeben eine GruppeG, eine Erzeugermenge T ⊆
G von G, welche abgeschlossen unter Konjugation ist, und
eine natürliche Zahl n > 1. So erhält man durch

(t1, . . . , tn) 7→ (t1, . . . , ti−1, ti+1, t
−1
i+1titi+1, ti+2, . . . , tn)

eine Wirkung der Artinschen Zopfgruppe Bn auf Tn, genannt
Hurwitzwirkung. Zwei Elemente aus Tn heißen Hurwitz-
äquivalent, wenn sie in der selben Bahn unter dieser Wir-
kung liegen. Die Fragestellung ob zwei beliebige Elemente
Hurwitz-äquivalent sind, ist dabei eng mit dem Wortproblem
in endlich präsentierten Gruppen verbunden. Im Jahr 2005
zeigten Liberman und Teicher, dass diese Frage (genau wie
das Wortproblem) im Allgemeinen nicht entscheidbar ist. Es
ist leicht festzustellen, dass zwei Hurwitz-äquivalente Ele-
mente jeweils ein Wort (in der Erzeugermenge T ) für ein
und dasselbe Gruppenelement liefern. Daher kann man die
Hurwitzwirkung auch als Wirkung auf den (reduzierten) Wor-
ten für ein bestimmtes Gruppenelement betrachten. Motiviert
durch Anwendungen in der algebraischen Geometrie und
der Darstellungstheorie von Algebren, wurde das Hurwitz-
äquivalenz Problem für verschiedene Gruppen untersucht.
Zum einen wurden (endliche, affine und beliebige) Coxeter-
gruppen betrachtet. Zum anderen wurden elliptische Weyl-
gruppen (natürliche Verallgemeinerungen von Coxetergrup-
pen) betrachtet. Dabei zeigte sich, dass diese Wirkung tran-
sitiv ist, wenn sie als Wirkung auf den reduzierten Wörtern
eines (quasi-)Coxeter Elementes betrachtet wird. Im Falle der
endlichen Coxetergruppen wurden die Resultate für die Aus-
nahmetypen E6, E7, E8, F4, H3 und H4 (teilweise) mit Hilfe
von GAP nachgewiesen.

Benjamin Schröter: Matroidal subdivisions, Dressians
and tropical Grassmannians
Betreuer: Michael Joswig (Berlin))
Zweitgutachter: Alex Fink (London), Hannah Markwig
(Tübingen)
November 2017

Abstract: In algebraic geometry a basic case of a moduli
space are Grassmannians, which parametrize all linear sub-
spaces of fixed dimension. In this thesis we study various as-
pects of their tropical equivalents, the tropical Grassmannians
and Dressians. A matroid is the combinatorial abstraction of a
linear space and a tropical linear space is a valuated version of
those. Tropical linear spaces are dual to matroid subdivisions.
Motivated by the concept of splits, the simplest case of a sub-
division, a new class of matroids is introduced, which can be
studied via techniques from polyhedral geometry. This class
is very large as it strictly contains all paving matroids. The
structural properties of these split matroids can be exploited
to obtain new results in tropical geometry, especially on the
rays of the tropical Grassmannians and the dimension of the
Dressian. In particular, a relation between matroid realizabil-
ity and certain tropical linear spaces is elaborated. The rays

of a Dressian correspond to facets of the secondary polytope
of a hypersimplex. A special class of facets is obtained by
a generalization of splits, called multi-splits or originally, in
Herrmann’s work, k-splits. We give an explicit combinato-
rial description of all multi-splits of the hypersimplex. These
are in correspondence to nested matroids and, via the tropi-
cal Stiefel map, also to multi-splits of products of simplices.
Hence, we derive a description for all multi-splits of a product
of simplices. Moreover, a computational result leads to ex-
plicit lower bounds on the total number of facets of secondary
polytopes of hypersimplices. Other computational aspects are
also part of our research: A new method for computing trop-
ical linear spaces and more general duals of polyhedral sub-
divisions is developed and implemented in the software poly-
make. This is based on Ganter’s algorithm (1984) for finite
closure systems. Additionally, we describe the implementa-
tion of a subfield of the field of formal Puiseux series. This is
employed for solving linear programs and computing convex
hulls depending on a real parameter. Moreover, this approach
is useful for computations in convex and algebraic tropical
geometry. Tropical varieties, as for example tropical linear
spaces or tropical Grassmannians, are intersections of finitely
many tropical hypersurfaces. The set of corresponding poly-
nomials is a tropical basis. We give an explicit upper bound
for the degree of a general tropical basis of a homogeneous
polynomial ideal. Furthermore, various examples illustrate
differences between Gröbner bases and tropical bases.

Carlos Améndola Cerón: Algebraic Statistics of Gaussian
Mixtures
Betreuer: Bernd Sturmfels (Leipzig), Christian Haase
(Berlin)
Zweitgutachter: Reinhold Schneider (Berlin)
November 2017

Abstract: We study the statistical models known as Gaus-
sian mixtures from an algebraic point of view and we illus-
trate how algebraic techniques can be useful to address fun-
damental questions on the shape and inference of mixtures of
Gaussian distributions. These include the maximum number
of modes, algebraic complexity of the methods of maximum
likelihood and moment matching, and the problem of identi-
fiability.

Merlin Mouafo Wouodjie: On the solutions of holonomic
third-order linear irreducible differential equations in
terms of hypergeometric functions
Betreuer: Wolfram Koepf (Kassel)
Zweitgutachter: Mark van Hoeij (Tallahassee), Mama
Foupouagnigni (Limbe, Cameroon)
Februar 2018

Abstract: Let k be an extension field of Q which is alge-
braically closed and has characteristic zero, and k(x)[∂] be
the ring of differential operators with coefficients in k(x).
Let L ∈ k(x)[∂] be an irreducible third-order linear dif-
ferential operator without Liouvillian solutions. Let E =
{B2

ν , 1F
2
1 , 0F2, 1F2, 2F2} where Bν is the Bessel function,

and pFq with p ∈ {0, 1, 2}, q ∈ {1, 2}, the generalized hyper-
geometric function. The goal of this thesis is to find a solution
(if that exists) of L in terms of S ∈ E, change of variables,
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algebraic operations and exponential integrals. That means to
find a solution (if it exists) of the form

exp(

∫
r dx)

(
r0S(f(x)) + r1(S(f(x)))

′
+ r2(S(f(x)))

′′
)

where r, r0, r1, r2 ∈ k(x), and f2 ∈ k(x) when S = B2
ν or

f ∈ k(x) when S ∈ E \ {B2
ν}. We have implemented in

Maple five solvers for 1F
2
1 , 0F2, 1F2, 2F2 and two solvers

for B2
ν : when f ∈ k(x), and when f2 ∈ k(x) but f 6∈ k(x).

We complete the work by providing explicit examples for
each solver.

André Wagner: Computer Vision and Computer Algebra
Betreuer: Michael Joswig (Berlin)
Zweitgutachter: Didier Henrion (Toulouse)
November 2017

Abstract: In multiview geometry, a field of computer vi-
sion, images of a three-dimensional scene are taken by several
cameras from various perspectives. We dedicate ourselves
to studying multiview geometry by means of computer alge-
bra. Three-dimensional scene and camera parameter recon-
struction is at the core of computer vision. This thesis ob-
tains novel results about these two fundamental topics in cer-

tain cases if additional information about the original three-
dimensional scene is available.

The multiview variety encodes the space of three-
dimensional points seen through various views. We extend
the knowledge about the multiview variety to two general-
izations of it, the rigid multiview variety and the unlabeled
multiview variety. These two varieties are inspired by spe-
cific applications in computer vision. They can be used to
improve and speed-up the identification of unlabeled marker
configurations. We give a set-theoretical description of the
rigid multiview variety and design a triangulation algorithm
for the unlabeled multiview variety. The 8-point algorithm
is one of the most important algorithms in multiview geome-
try, and the most commonly used algorithm for fundamental
matrix estimation. It is known that the unit cube defeats the
8-point algorithm. We extend this result to all combinatorial
cubes. Two perspective projections of a combinatorial cube
defeat the 8-point algorithm independent of the position of
the cameras. In this case we describe a new algorithm that
drastically improves the quality of reconstruction of the fun-
damental matrix compared to the 7- and 8-point algorithm.

Finally we determine subintersections with omitted sin-
gle intersectands of the primary decomposition of the set-
theoretic equations of the Veronese variety. As the Veronese
variety is an binomial ideal, these can actually be described
by combinatorial means.

Workshop-Förderung der Fachgruppe:

Sie veranstalten einen Workshop zu einem Thema aus dem Bereich der Computeralgebra und könnten
mit einer kleinen finanziellen Unterstützung den Workshop deutlich interessanter oder effektiver
gestalten? Die Fachgruppe Computeralgebra möchte 2018 wieder einen Workshop mit bis zu 1000,–
Euro unterstützen.

Anträge können bis 1. September 2018 mit einer kurzen Beschreibung des Workshops (ca. 1 DIN A4
Seite; kurze Beschreibung des Gebiets, Thema des Workshops, Zielgruppe, Budget-Planung) und einer
Darstellung, inwiefern diese Förderung einen deutlich erkennbaren Beitrag zum Gelingen des Workshops
und zur Nachwuchsförderung liefert, an den Sprecher der Fachgruppe gerichtet werden:
kemper@ma.tum.de, bitte ‘Workshop-Förderung’ im Betreff angeben. Eine Entscheidung über die
Vergabe dieser Mittel wird den Antragstellern ca. Mitte September mitgeteilt. (Anträge, die nach Ende
der Frist eintreffen, können ggf. für die Vergabe von Restmitteln berücksichtigt werden.)
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Habilitationen in der Computeralgebra

Christoph Koutschan (Linz):
Quod Erat Demonstrandum: Proofs by Computer
Jury: James H. Davenport (Bath), Christian Krattenthaler
(Wien), Marko Petkovsek (Ljubljana), Bruno Salvy (Lyon),
Carsten Schneider (Linz), Nobuki Takayama (Kobe)
Juni 2017

Abstract:
In today’s mathematics, the computer has become an in-

dispensable tool, not only as a number cruncher, but also as a
proof assistant. There are different approaches to construct-
ing mathematical proofs with the computer: general theorem
provers versus special-purpose algorithms that are designed
for a particular type of problem or a particular class of ob-
jects. We follow the second approach. The objects we deal
with are holonomic functions and sequences, a rather large
class of mathematical functions, that are given as solutions of
certain systems of linear differential equations or recurrences.
The type of problem that we address is to prove identities
among these objects, possibly involving integrals and sums.

The foundations of the proof theory for holonomic func-
tions have been laid by Wilf and Zeilberger in the early 1990s,
and it is heavily based on the method of creative telescop-
ing. When applied to a parametrized integral, this method
is also called ”differentiating under the integral sign”, and
it allows, under certain assumptions, to derive a differential
equation satisfied by the integral. The basic idea is the fol-
lowing: given F (x) =

∫ b
a
f(x, y) dy, one aims at finding

a creative telescoping relation for the integrand of the form
pr(x)∂rxf + . . . + p0(x)f = ∂yg, where the coefficients pi
are free of y and where g is an explicit function in terms
of f . Integrating both sides of this equation yields the de-
sired differential equation pr(x)F (r)(x)+. . .+p0(x)F (x) =
g(b)− g(a). An analogous strategy can be used to derive re-
currence equations for definite sums. Creative telescoping

can be executed algorithmically, i.e., by a computer, if the in-
put is a holonomic function, for example. In a nutshell this
means that it satisfies a maximally overdetermined system of
partial differential equations.

Our contributions to this area are two-fold: on the one
hand, we have developed new algorithmic approaches for
constructing creative telescoping relations, which in many sit-
uations are more efficient than previously known methods.
On the other hand, we have implemented a large collection of
relevant algorithms in our Mathematica package Holonomic-
Functions: noncommutative Gröbner basis computation in
Ore algebras, rational solutions of linear systems of PDEs
or recurrences, closure properties for D-finite functions, and
several creative telescoping algorithms.

Finally, we present a selection of applications from vari-
ous fields of mathematics that demonstrate the power and use-
fulness of our approach. For example, we can find (and prove)
closed-form evaluations of determinants whose dimension is
a symbolic parameter. Many counting problems in enumer-
ative combinatorics can be stated in terms of such determi-
nants. This way, we were able to prove the qTSPP conjecture,
a long-standing conjecture concerning the q-enumeration of
totally symmetric plane partitions. Another application is the
verification of special function identities, as they are listed,
for example, in the Digital Library of Mathematical Functions
(DLMF). In the context of knot theory, holonomic methods
turned out to be useful for studying the colored Jones poly-
nomial, a powerful knot invariant that is known to satisfy a q-
holonomic recurrence equation. In mathematical physics we
have studied random walks in face-centered cubic lattices, re-
currence equations for relativistic Coulomb integrals, and in-
tegrability conditions for homogeneous potentials of degree
-1. Last but not least, we mention some collaborations with
colleagues from numerical analysis, where we employed our
software to derive recursive schemes for efficient implemen-
tations of finite element solvers.
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Berichte von Konferenzen

AIMS-Volkswagen Stiftung Workshop on Introduc-
tion to Computer Algebra and Applications

Douala, Kamerun, 06.10. – 13.10.2017

www.aims-volkswagen-workshops.org

This workshop brought together experts from various different are-
as of computer algebra and over 80 researchers and students from
18 different countries in Africa. The main organisers of the work-
shop, Wolfram Koepf (Universität Kassel) and Mama Foupouag-
nigni (AIMS Cameroon), did an excellent job in running this work-
shop. The workshop was funded by the Volkswagen Foundation
and was based on the AIMS (African Institute of Mathematical
Sciences). The AIMS Cameroon is one of the currently 6 such cen-
ters for mathematical research and teaching distibuted over Africa.

The core of this workshop were the 8 mini-courses in different to-
pics of computer algebra combined with hands-on tutorial sessions
on different computer algebra systems. These mini-courses were
given by John Abbott (University of Genoa, Italy), Bruno Buchber-
ger (RISC Linz, Austria), Bettina Eick (TU Braunschweig, Germa-
ny), Mama Foupouagnigni (AIMS Cameroon, Cameroon), Kenza
Guenda (University of Algier, Algeria), Wolfram Koepf (Univer-
sität Kassel, Germany), Martin Kreuzer (Universität Passau, Ger-
many), Georg Regensburger (Universität Linz, Austria) and they
addressed the computer algebra systems ApCoCoA, CoCoA, GAP,
Mathematica, Maxima and Sage. The workshop also contained a
variety of interesting talks given by researchers and students atten-
ding the workshop.

Hauptvortragende und Ehrengäste (v.l.): Hans Fotsing Tetsing,
Kenza Guenda, Christian Kouam (Volkswagen AG Kamerun),

Merlin Mouafo Wouodjie, John Anthony Abbott, Mama
Foupouagnigni, Daniel Duviol Tcheutia, Hans-Dieter Stell
(Botschafter in Kamerun), Evans Ocansey, Wolfram Koepf,
Martin Kreuzer, Bettina Eick, Georg Regensburger, Bruno

Buchberger

Cameroon as a country is a highly interesting place to host such a
workshop. It is in the middle of Africa and it displays a lot of Afri-
can culture. This became prominent during the conference dinner
which did not only feature excellent food, but also a very entertai-
ning dancing session. The workshop also included a tourist visit to
places in Douala and this, again, was a very interesting experience.

Bettina Eick (Braunschweig)

Tagungsfoto der Teilnehmer des Workshops in Douala
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Nikolauskonferenz 2017
Aachen, 08.12. – 09.12.2017
www.math.rwth-aachen.de/Nikolaus2017/

Die Nikolauskonferenz findet seit mehr als 25 Jahren jährlich in
der Regel am Freitag und Samstag am oder unmittelbar nach dem
6. Dezember am Lehrstuhl D für Mathematik der RWTH Aachen
statt (historische Anmerkungen zur Konferenz findet man auf
www.math.rwth-aachen.de/˜Frank.Luebeck/misc.
html ).
Thematische Schwerpunkte sind die Gruppen- und Darstellungs-
theorie und insbesondere rechnerische Aspekte in diesen Gebieten.
Die Konferenz 2017 wurde von 43 externen Teilnehmerinnen und
Teilnehmern besucht; hinzu kamen noch die Teilnehmerinnen und
Teilnehmer aus Aachen. Das Programm begann am frühen Frei-
tagnachmittag (8.12.) und endete am Samstagabend (9.12.).
Es wurden 16 jeweils 20-minütige Vorträge gehalten, in denen so-
wohl theoretische als auch rechnerische und algorithmische Fra-
gestellungen und Forschungsergebnisse vorgestellt wurden. Alle
Vorträge hatten Bezüge zur Gruppentheorie oder zur Darstellungs-
theorie von Gruppen und Algebren, wobei ein breites Themenspek-
trum abgedeckt wurde. Die Vortragsthemen entstammten zum Bei-
spiel den Bereichen: computergestützte Gruppentheorie, geometri-
sche Gruppentheorie, endlich präsentierte Gruppen, Coxetergrup-
pen, W -Graphen, Darstellungen endlicher Gruppen, nilpotente Al-
gebren, Differentialgeometrie und Kohomologie diskreter Grup-
pen.
Die Konferenz war hervorragend organisiert (Hauptorganisator:
Frank Lübeck). Zusätzlich zu den Vorträgen boten die Kaffee- und
Diskussionspausen sowie die gemeinsamen Abendessen am Frei-
tag und Samstag Gelegenheit zum wissenschaftlichen Austausch.

Frank Himstedt (München)

GDMV 2018 - Sektion Diskrete Mathematik und
Computeralgebra
Paderborn, 05.03. – 09.03.2018
www.gdmv2018.de

Die gemeinsame Jahrestagung der Gesellschaft für Didaktik der
Mathematik und der Deutschen Mathematiker-Vereinigung fand
dieses Jahr Anfang März in Paderborn statt. Das sehr umfangreiche
Programm der Tagung beinhaltete auch eine Sektion zur Diskreten
Mathematik und Computeralgebra, die von Alexander Pott (Mag-
deburg) und Florian Heß (Oldenburg) organisiert wurde.
In der Sektion wurden insgesamt vier 50-minütige Hauptvorträge
zu den Themen Analoga von Designs und Codes von Alfred Was-
sermann (Bayreuth), dem Computeralgebrasystem OSCAR von
William Hart (Kaiserslautern), zur Dekodierung binärer linearer
Codes und Anwendungen in der Kryptographie von Alexander
May (Bochum) sowie zu einfachen Semiringen und Postquanten-
kryptographie von Jens Zumbrägel (Passau) gehalten.
Darüberhinaus gab es 19 jeweils 20-minütige Vorträge mit einem
diversen Spektrum an Themen von Kombinatorik und algorithmi-
scher algebraischer Geometrie zur Entwicklung beziehungsweise
Anwendung von Computeralgebrasystemen (Hecke und Maple)
und über Open-Source Gröbner Basen Algorithmen bis hin zur op-
timierten Festlegung von Wahlbezirken.
Die Sektion war hervorragend in die GDMV Tagung und das
weitere Angebot an Vorträgen, Kaffeepausen, Unterhaltungspro-
gramm am Mittwochnachmittag und Konferenzdinner am Don-
nerstagabend integriert.

Florian Heß (Oldenburg)

SYNASC 2017: International Symposium on Sym-
bolic and Numeric Algorithms for Scientific Com-
puting
Timişoara, Rumänien, 21.09. – 24.09.2017

synasc.ro/2017

SYNASC is a series of annual events in Timişoara, Romania, that
aim to stimulate the interaction between the scientific communi-
ties of symbolic and numeric computing and to present interesting
applications of the algorithms developed in the areas both in the-
ory and in practice. The choice of the symposium topic was moti-
vated by the belief of the organizers that the dialogue between the
two communities is very necessary for accelerating the progress in
making the computer a truly intelligent aid for mathematicians and
engineers.

Started in 1999 as a workshop, SYNASC has established itself as
an international forum for researchers and practitioners interested
in symbolic and numeric computing. SYNASC is organized by the
Department of Computer Science at West University of Timişoara
in cooperation with the Research Institute for Symbolic Computa-
tion at Johannes Kepler University of Linz, Austria and with the
Research Institute e-Austria in Timişoara. Having its unique venue
in Timişoara, a historical and multicultural city, SYNASC has be-
come a fixed meeting point where researchers from Romania and
the rest of the world get together to present, to discuss, and to ex-
change their research results, new findings, and work in progress.
It has helped promote scientific research and development in Ro-
mania and enhance the contacts between foreign and Romanian
researchers, in addition to its significant contributions to interna-
tional scientific exchange in computer science, with emphasis on
computer algebra, symbolic computation and their possible rela-
tions to numerical computing.

The symposium is structured in six tracks: Symbolic Computation,
Numerical Computing, Logic and Programming, Artificial Intelli-
gence, Distributed Computing and Advances in the Theory of Com-
putation. Each track has its own program subcommittee chaired
by at least two experts who coordinate the paper reviewing pro-
cess. In addition to these six tracks, several related workshops
are organized each year. For insuring a high quality of the re-
viewing and of the paper selection process, the general program
chair is chosen each year from the representative researchers in
the international community. Over the years, the general program
chairs of SYNASC have been: Bruno Buchberger, Ştefan Măruşter,
Viorel Negru, Tudor Jebelean, Stephen Watt, Tetsuo Ida, Dong-
ming Wang, Andrei Voronkov, Nikolaj Bjorner, Daniela Zaharie,
Laura Kovacs, James Davenport, and for the 2018 edition Erika
Abraham. The proceedings of the symposium are published by the
IEEE Computer Society Press and contain selected papers from
those presented at the event, after the improvements suggested by
the programme committee.

The organizers of SYNASC have always tried to attract repre-
sentative researchers in fields related to the main topics of the
symposium. In 2017 the invitation has been honored by seven
well-known scientists who gave remarkable plenary talks: Armin
Biere, Bruno Buchberger, Panagiota Fatourou, Tetsuo Ida, Gheo-
rghe Păun, Klaus-Dieter Schewe, Dongming Wang, Erika Abra-
ham and Wolfgang Windsteiger. As every year, an important num-
ber of invited speakers are well known researchers in Computera
Algebra and related fields.

Tudor Jebelean (RISC-Linz)
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Hinweise auf Konferenzen

Symmetry and Computations
Marseille, Frankreich, 03.04. – 07.04.2018

conferences.cirm-math.fr/1772.html

Symmetry appears as a desirable feature to preserve through nume-
rical computations, as a property to take advantage of in efficien-
cy considerations, or as an organizing principle for computations.
In either cases, sophisticated schemes that require group-theoretic
foundations have been developed, as the results of research at the
frontier of pure mathematics, computer science and applied mathe-
matics.

The topics will range across Geometric Integration, Symbolic Ana-
lysis, Computational Algebraic Geometry, Orthogonal Polynomi-
als and Special Functions but with a focus on the exploitation of
symmetry and group theoretic methods.

ACA 2018
Santiago de Compostela, Spanien, 18.06. – 22.06.2018

www.usc.es/regaca/aca2018

The ACA conference series is devoted to promoting all kinds of
computer algebra applications, and encouraging the interaction of
developers of computer algebra systems and packages with rese-
archers and users (including scientists, engineers, educators, and
mathematicians).

Topics include, but are not limited to, computer algebra in the
sciences, engineering, communication, medicine, pure and applied
mathematics, education and computer science.

SC-square 2018
Oxford, Vereinigtes Königreich, 11.07.2018

www.sc-square.org/CSA/workshop3.html

Symbolic Computation is concerned with the algorithmic determi-
nation of exact solutions to complex mathematical problems; more
recent developments in the area of Satisfiability Checking are star-
ting to tackle similar problems but with different algorithmic and
technological solutions. The two communities share many central
interests, but researchers from these two communities rarely inter-
act. Also, the lack of common or compatible interfaces of tools
is an obstacle to their fruitful combination. Bridges between the
communities in the form of common platforms and road-maps are
necessary to initiate an exchange, and to support and direct their
interaction. The aim of this workshop, along the SC-square H2020
FETOPEN Coordination and Support Activity project, is to provi-
de a time to discuss, share knowledge and experience across both
communities.

ISSAC 2018
New York City, USA, 16.07. – 19.07.2018

www.issac-conference.org/2018

The International Symposium on Symbolic and Algebraic Compu-
tation is the premier conference for research in symbolic computa-
tion and computer algebra. ISSAC 2018 will be the 43nd meeting
in the series, which started in 1966 and has been held annually sin-
ce 1981. The conference presents a range of invited speakers, tuto-
rials, poster sessions, software demonstrations and vendor exhibits
with a centerpiece of contributed research papers.

ICMS 2018
South Bend (Indiana), USA, 24.07. – 27.07.2018

www.icms-conference.org/2018

The meeting will provide researchers like yourself a forum for sha-
ring challenges, achievements and progress in mathematical soft-
ware research, design, development and use. We welcome work on
any aspect of mathematical software in any area of mathematics,
science and engineering, and applications.

AEC 2018
Hagenberg, Österreich, 30.07. – 3.08.2018

www.risc.jku.at/conferences/aec2018

Within the framework of the SFB “Algorithmic and Enumerati-
ve Combinatorics”, the summer school AEC 2018 will be held at
the Research Institute for Symbolic Computation (Johannes Kep-
ler University Linz) in Hagenberg. It is jointly organized with the
algebra group at the Johannes Kepler University, the Johann Ra-
don Institute for Computational and Applied Mathematics, and the
combinatorics groups at the University of Vienna and the Vienna
University of Technology.

The goal of this summer school is to put forward the interplay bet-
ween the fields of Enumerative Combinatorics, Analytic Combina-
torics, and Algorithmics. This is a very active research area, which,
aside from the three fields fueling each other mutually, receives as
well constant impetus from outside, by its interaction with algebra,
probability, statistical physics, and computer science.

CICM 2018
Hagenberg, Österreich, 13.08. – 17.08.2018

www.cicm-conference.org/2018

Digital and computational solutions are becoming the prevalent
means for the generation, communication, processing, storage and
curation of mathematical information. Separate communities ha-
ve developed to investigate and build computer based systems for
computer algebra, automated deduction, and mathematical publis-
hing as well as novel user interfaces. While all of these systems
excel in their own right, their integration can lead to synergies of-
fering significant added value. The Conference on Intelligent Com-
puter Mathematics (CICM) offers a venue for discussing and deve-
loping solutions to the great challenges posed by the integration of
these diverse areas.

The conference is organized by Wolfgang Windsteiger, takes place
at the RISC.

CAP Days 2018
Siegen, 28.08. – 31.08.2018

homalg-project.github.io/capdays-2018/

CAP (Categories, Algorithms, Programming) is a software project
for constructive category theory written in GAP. It facilitates both
the realization of specific instances of categories and the imple-
mentation of generic categorical algorithms.

The workshop aims at mathematicians who want to learn about
the CAP project, categorical programming, and structurizing im-
plementations in a categorical way. The workshop is suitable for
both GAP newcomers and veteran GAP programmers.
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AISC 2018
Suzhou, China, 16.09. – 19.09.2018
aisc2018.cc4cm.org

The aim of the conference is to provide a forum for the exchange
of ideas and the presentation of new tools and solutions. Another
goal is to foster personal contacts among researchers from different
fields related to AI and Symbolic Computation. The conference
is concerned with all aspects of research, including theory, imple-
mentations and applications. Conferences in this series are usually
held every two years. The previous five ones took place in Sevilla
(Spain), Paris (France), Birmingham (United Kingdom) , Beijing
(China) and Linz (Austria). AISC 2018 will take place in Suzhou,
China

CASC 2018
Lille, Frankreich, 17.09. – 21.09.2018
www.casc.cs.uni-bonn.de/2018

The 20th International Workshop on Computer Algebra in Scienti-
fic Computing, CASC 2018, will be held in the city of Lille, Fran-
ce, September 17 - 21, 2018. The deadline for submission is April
15, 2018.

The topics addressed in the workshop cover all the basic areas of
scientific computing as they benefit from the application of com-
puter algebra methods and software.

SYNASC 2018
Timişoara, Rumänien, 20.09. – 23.09.2018
synasc.ro/2018

International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms
for Scientific Computing is an international conference that aims
to stimulate the interaction between the two scientific communi-
ties of symbolic and numeric computing and to exhibit interesting
applications of the areas both in theory and in practice. The choi-
ce of the topic is motivated by the belief of the organizers that the

dialogue between the two communities is very necessary for acce-
lerating the progress in making the computer a truly intelligent aid
for mathematicians and engineers.

Annual meeting SFB TRR 195
Tübingen, 24.09. – 28.09.2018

www.math.uni-tuebingen.de/arbeitsbereiche/

geometrie/annual-meeting-sfb-trr-195-1

The second annual meeting of the TRR 195 will take place in
Tübingen, Sept 24-28, 2018. The meeting starts on Monday at 2pm
and ends on Friday after lunch.

INFORMATIK 2018 — 48. Jahrestagung der Ge-
sellschaft für Informatik
26.09. - 27.09.2018

informatik2018.gi.de

Die INFORMATIK 2018 ist die Jahrestagung der Gesellschaft für
Informatik e.V. und findet am 26./27. September unter dem Motto

”Zukunft der Arbeit – Zukunft der Informatik“ statt. Im Austausch
mit Experten aus Wissenschaft, Wirtschaft und Politik werden fol-
gende vier Fragestellungen erörtert:

• Wie wird sich Arbeit durch die Digitalisierung verändern,
wie gestalten wir die Arbeitswelt der Zukunft und welche
Anforderungen stellt das an die informatischen Systeme?

• Wie muss eine gute Bildung in der digital vernetzen Welt
aussehen und wie muss sich das deutsche Bildungssystem
verändern?

• Welche Herausforderung an Sicherheit, Schutz und Vertrau-
en bringen zunehmend digital vernetzte Arbeits- und Pro-
duktionsprozesse?

• Bedarf es einer neuen Ethik in der digitalen Welt, wie kann
Regulierung aussehen und welche Rolle muss die Informa-
tik dabei spielen?

37

http://aisc2018.cc4cm.org
http://www.casc.cs.uni-bonn.de/2018
http://synasc.ro/2018
www.math.uni-tuebingen.de/arbeitsbereiche/geometrie/annual-meeting-sfb-trr-195-1
www.math.uni-tuebingen.de/arbeitsbereiche/geometrie/annual-meeting-sfb-trr-195-1
http://informatik2018.gi.de


D
ie

se
s

Fo
rm

ul
ar

gi
bt

es
au

ch
im

In
te

rn
et

:
h
t
t
p
:
/
/
f
a
c
h
g
r
u
p
p
e
-
c
o
m
p
u
t
e
r
a
l
g
e
b
r
a
.
d
e
/
a
n
m
e
l
d
e
f
o
r
m
u
l
a
r

Antrag auf Mitgliedschaft in der Fachgruppe Computeralgebra
der GI in Kooperation mit der DMV und GAMM
und auf Bezug des Computeralgebra-Rundbriefs
Bitte zurücksenden an:

Prof. Dr. Wolfram Koepf
Universität Kassel
FB Mathematik/Informatik
Heinrich-Plett-Str. 40
D–34132 Kassel

Name: Vorname:

Akadem. Grad: Geburtsjahr:

Privatanschrift:
Straße/Postfach: PLZ Ort:

Telefon: Telefax:

Dienstanschrift:
Firma/Institut: Abteilung:

Straße/Postfach: PLZ Ort:

Telefon: Telefax:

E-Mail:
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