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Primzahl-Rekordjagd

Glnter M. Ziegler (Berlin)

ziegler@math.tu-berlin.de

Der Dezember 2003 beschert uns mehrere Primzahl-Rekoodeule unter der Regie von Jens Franke (Bonn)
das RSA-576 Entschlisselungsproblem gidt: die Faktorisierung einer 174-stelligen Dezimalzdbie grofite
bekannte Primzahl ist ebenfalls neu, eine Mersennescimez@atil mit insgesamt 6.320430 Stellen:

M = 220.996.011 —1.

Die Medien (unter anderer8piegel-Onlinevom 3. Dezember) schreiben die Entdeckung einem Studesiten d
Verfahrenstechnik an der Michigan State University namdichael Shafer zu — aber das ist nur ein Teil der
Wahrheit.

Mersennesche Zahlen Monches Marin Mersenne (1588-1648) heil3en die Zah-
Seit Januar 1996Uft im Internet eine Suche nach iml-en der FormM, = 2" —1 Me.r.sef‘”eSChe Prim-
?hlen— wenn sie prim sind. D&f ist notwendig

mer gbfieren Mersenneschen Primzahlen. In dem veln, o Ubungsaufgabe aus der elementaren Zahlen-
teilten Rechenprojekt unter dem Titel GIMP3¢eat theorie), das® selbst prim ist. Aber hinreichend ist das

Internet Mersenne Prime Searchiywww.mersenne. . ; o
- L : _nicht: n = 11 liefert das erste Gegenbeispiel. Im Jahr
org ), konnen Freiwilligetbers Internet die GIMPS 1644 behauptete Mersenne, dags fur n — 2, 3, 5,

Computerprogramme abrufen upthre” Zahlen zum . ; .
Testen zugeteilt bekommen, ihre PCs damit Sklavenn’er}-lag;; d1e7ré frlrgzlaéSI?unltgr? 2u5n7d (@%:nﬁrg? gf;ﬁf?ﬁgl kei-
beit leisten lassen, und digiBkmeldungibers Internet

abliefern. danebengelegen hat).

Zur Erinnerung: zu Ehren des framschen Mersennesche Primzahlen sind ziemlich selten:
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Marin Mersenne, 1588 — 1648 (Quelléttp://www-groups.dcs.
st-and.ac.uk/"history/PictDisplay/Mersenne.html )

Man weil3 nicht, ob es unendlich viele gibt, und mal i s et
kenntinzwischen die ersten 38 davon, und nur zwei Wgdp:/www.mersenne.org
tere, darunter die neu gefundeh g9s.011, die auch

die gidl3te bekannte Primzatiberhaupt ist.

In Phase llwird dann ein Spezialfall der sogenann-
ten(p — 1)-Methode von Pollard (1974) verwendet, mit
der man Faktorey = 2kn + 1 finden kann, fir die
g — 1 = 2kn aus vielen kleinen Primfaktoren besteht,
oder aber (in einer verbesserten Version) bis auf einen
etwas golReren Primfaktor stark zusammengesetzt ist:
Wenn mary sucht, so dass alle Primfaktoren kleiner als
B sind, so bildet man déf das Produk&r := [[,_pp
aller Primzahlen, die kleiner alB sind, und berechnet
dannz := 372" Im ggT vonz — 1 und 2" — 1 fangt
man dann den gesuchten Teiler @h— 1.

. Elle Edt View Go Bockmaks Toolz Window Help

Gg ag Q 'J | & WipAunany, mersenne.ongiprimea ntm

| [Eusearen] <%,

2_

1" The Great Internet Mersenne Prime Search

Finding the & Largest Known Primes.

40th Known Mersenne Prime Found!!

|
| \d'i{”"“‘”"“ """ Enlrnmam
i
|
|

On November 17, 2003 Michael Shafer's computer found the 30th knowm Mersenne prime, 2702021 _py
“This number "weighs in" at a whopping 6,320,430 decimal digits! This is also the largest known prime
number, surpassing GIMPS' last discovery by over 2 million digits.

You can dosmicad the clis
avallabl

1t for y .;I'ne.rl'u. g the next world record prime! A [ for pereomers ks

GIMPS contributer for their part in this amaring discovery. For more

[AT

ErstinPhase lllverwendet man dann ein Verfahren, mit

Dass man Zahlen mit mehr als 6 Millionen Stedem man sicher entscheiden kann,%b— 1 prim ist,
len effektiv auf Primaliét testen kann, ist die ei-den sogenannten Lucas—Lehmer Test (1878, 1930/1935)
gentliche wissenschaftliche (und programmiereriscligy Mersenne-Zahlend/,, ist genau dann prim, wenn

Hochstleistung hinter dem neuen Rekord — dass

20.996.011 prim sein muss, ist ja nur eine klitzekleing,, = 5721_

Aufwarmibung fir den neuen Rekord.

Primalit atstests

l,_1 = 0 mod M, gilt, wobei die/;, durch/; = 4 und

1 — 2 rekursiv definiert werden. Um das effek-
tiv zu berechnen, muss man riesige Zahlen schnell mo-
dulo2™—1 quadrieren. Dazu werden die Zahlen in grolRe
Blocke unterteilt, und dann arbeitet man mit Spezialver-

Nun weif3 man seit Kurzem, dass es exakte Primzagibnen einer schnellen Fourier Transformatigfaist

tests gibt, die in Polynomzeit laufen — sieDP&1V Mit-

Fourier Transform®, FFT), in diesem Fall mit einer

teilungen4/2002, S. 14-21. Diese stellen einen theoreFT beziglich einer irrationalen Basis, die von Richard
tischen Durchbruch dar, sind abér tlen Einsatz in der Crandell und Barry Faginathematics of Computation
Praxis (noch) nicht geeignet. Im GIMPS-Projekt wirti994) eingeifihrt wurde. Auf den WWW-Seiten dééa-

fur jedes prime: eine Kaskade von klassischeren TedisematicaProjektsmathworld.wolfram.com

durchlaufen, die untewww.mersenne.org/math.

, die
die aktuelle Rekordmeldung verbreiten, wird suggeriert,

htm sehr scbin und kapierbar beschrieben werdenGIMPS wiirde mit eineMathematicalmplementierung
In Phase Isucht man nach kleinen Primteilegnvon arbeiten, aber das ist eine arge Dehnung der Tatsachen.
2™ — 1. Diese niissen (wieder eineltbschdJbungsauf- (Es hat nur Crandell die Methode audir fdie Prim-

gabe)g = 1 mod 2n undg = +1 mod 8 erfullen. Mit-

zahltests vorMathematicaimplementiert.) In der Tat

hilfe eines auf solche Faktoren zugeschnittep®8ieb arbeitet GIMPS mit hochoptimiertem Assembler-Code,
des Eratosthenes” werden dann Primteiler wdp bis aus Prozessorarchitektuégnden in Gleitkommaarith-
ca. 40.000 erkannt. Dabei kann ausgenutzt werden, dassik, deren Fehler getrennt erkannt und aufgefangen
Teilbarkeitstestsifr Zahlen vom TyR™ — 1 in Binara- werden niissen.

rithmetik sehr effektiv durchgéhrt werden knnen.

1Zur algorithmischen Primzahltheorie empfehlen die ExgrefRCHARD CRANDELL & CARL POMERANCE: “Prime Numbers. A
Computational Perspective”, Springer-Verlag, New York20Aus Computeralgebra-Perspektive finden sich Primestsi{und sehr viel
mehr Spannendes) iIMACHIM VON ZUR GATHEN & JURGEN GERHARD: “Modern Computer Algebra”, Cambridge University Press,

2. Auflage 2003.
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Primalit &t und Faktorisierung me von RSA-100 bis RSA-512 geknackt (letzteres im
Phasen | und Il des GIMPS-Verfahrens spucken alsoAugust 1999).

Fall von zusammengesetztem,, wirklich Teiler aus —

wennsie welche finden —, die dritte und entscheide u, ex vi co scmase Tooe wiow tes
de Phase aber nicht mehr. Die Antwort heil3t da da, Q. @ @ @ [remwnes | @seaen) <4, [
nur noch,zusammengesetzt!, ohne einen explizite R — l
(Prim-)Teiler als Beweis. Es wird also ein Primatitest [ mtmrrees

durchgeiihrt, aber kein vollstndiges Faktorisierungs- == ot s

verfahren.

Und das ist auch gut so: Nicht einmadirfden Spe-
zialfall von Mersenne-Zahlen kennt man effektive Ve
fahren zum Faktorisieren. Ein Verfahren, mit dem mse
beliebige Zahlen mit ein paar Hundert Stellen fakto
risieren lonnte, vare interessant und bedrohlich, we
die kryptographischen Verfahren, die die Sicherheit v
Online-Banking und Internet garantieren sollen, dara
beruhen, dass das Faktorisieren und verwandte Prol
me (wie die Berechnung vardiskreten Logarithmen")
offenbar schwer sind.

RSA http://www.nfsnet.org

Ein Beispiel daiffir ist das von Ron Rivest, Adi Shamir . o

und Leonard Adleman 1978 publizierte Versisge- Und es gibt noch mehr aktuelle Rekorde, die sich eben-
|ungsverfahrenmit offentlichen Scmsseln“’ das sich falls aufs Faktorisieren beziehen: Unter Anderem ver-
inzwischen in fast jedem elementaren Zahlentheorfélcht man eben Mersenne-Zahlen nicht nur auf Pri-
Lehrbuch findet, gleichzeitig aber auch in der PraXialitat zu untersuchen, sondern auch valtstig in
vielfaltig zum Einsatz kommt — siehe die HomepdZrimfaktoren zu zerlegen. NFSNERt(p://www.
gehttp://www_rsasecurity_co der Firma von nfsnet.org Ist aUCh emn |ntel’net—PrOjek_'[, dem es
Rivest, Shamir und Adleman. Die Sicherheit des vetin (Erfolgsmeldung vom 2. Dezember) in Internet-
fahrens gegen unerlaubtes Entsisiseln Bngt davon Gemeinschaftsarbeit gelang die Mersennesche Zahl
ab, dass es mit heutiger Technologie sehr schwer %t — 1 vollstandig zu faktorisieren: Die Primfakto-
Produkte von Zahlen mit 150-200 Stellen in ihre Prinien 9815263 und 561595591 dieser Zahl kannte man
faktoren zu zerlegen. Die Firm@RSA Securities* hat Schon &nger, aber der 212-stellige Rest war ein har-

sogar Preise auf Beispielproblefrausgesetzt. Der ersi€S Stick Arbeit: er wurde jetzt in die Primfaktoren

1881988129206079638386972394616504398071635%3
37941738270076335642298885971523466548531%A9338216409835080887362734030059654466890023
606504743045317388011303396716199692321205733443321305650666431938139011197710904242694
031879550656996221305168759307650257059 12054543072714914742665677774247325292327559
mit 174 Dezimalziffern, bzw. 576 Binziffern (bits). Zerlegt. Dieser Erfolg basiert auf deyBpecial Number
Und dieses Problem hat Jens Franke von der Unizrsfield Sieve (SNFS)* — einer schnelleren Spezialversion
Bonn jetzt geknackt, wiéleise Onlineam 8. Dezember des GNFS, die nuriir spezielle Zahlen, etwa vom Typ
gemeldet hat: die Zahl hat Faktoren b" + 1, anwendbar ist.
398075086424064937397125500550386491199064362
342526708406385189575946388957261768583317Rekordjagd

und Die Rekordjagd geht weiter. DigElectronic Frontier
472772146107435302536223071973048224632914698dation* [ttp://www.eff.org/ ) hat schon
302097116459852171130520711256363590397527m Jahr 2000 einmal 50.000 Dollaiirf die erste Prim-
(mit je 87 Ziffern), und die sind prim — was wiederunzahl mit einer Million Stellen ausgezahltiFdie Identi-

mit den aktuellen Methoden ganz leicht zu zeigen iskation einer Primzahl mit mehr als 10 Millionen Dezi-
Franke verwendete dabei da&eneral Number Field malstellen hat sie 100.000 Dollar ausgesetzt. Dies heizt
Sieve (GNFS)“. Dieses wurde von Lenstra, Lenstra, Mdie Stimmung an, und das GIMPS-Projekt sucht Mit-
nasse & Pollard 1990 eingairt, und hat eine Laufzeitstreiter, die ihre Computeiif die Rekordjagd einsetzen
von exp(O(¥/nlogn)) fur n-stellige Zahlen; es ist al-wollen.

so nicht ganz polynomial, abé&ast Unter Verwendung  Genauso ist man niadich hinter den gif3eren RSA-
des GNFS wurden auch schon die kleineren Testprolieeblemen hinterher; alsinhstes wartet da RSA-640,

2http://www.rsasecurity.com/rsalabs/challenges/facto ring/numbers.html
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eine Zahl mit 193 Dezimalstellen, auf ihre Zerlegung. Viele arme kleine PCs werden also mit Zahlen
Darauf sind20.000 Dollar ausgesetzt. gefuttert und mit Primzahltests und mit Zerlegungsver-

Und die rachste Mersenne-Zahl auf der Abschusfhren gegalt werden, nur damit Herrchen vielleicht
bzw. Zerlegungsliste von NFSNET i88!! — 1. Auch einen Teil des Ruhms (und des Preisgeldes) einkassie-
fur dieses Projekt werden noch Mitstreiter gesucht. ren kann.

Neues Uber Systeme

GiNaC — eine C-+-Bibliothek fiir symbolisches Rechnen

Christian Bauer (Mainz)

Uber GiNaC  Handelsibliche Computeralgebrasysmuss beim Erzeugen von Symbolen ein Name angege-

teme bieten typischerweise weitreichende algebraistiem werden, der zur Ausgabe des Symbols verwendet

Fahigkeiten und eine umfassende Sammlung an Funked, in diesem Fall, x‘.

tionen aus allen Bereichen der reinen und angewandtenSymbolische Ausdrcke lassen sich mit GiNaC in

Mathematik, eingebettet in eine interaktive Benutzegenau der gleichen Weise hinschreiben wie bei rein nu-

umgebung mit einfachen Programmiémtichkeiten. merischen Ausdrcken in G+ Ublich. Die Funktion

GiNaC (ein rekursives Akronymif ,GiNaC is not a diff(e, x, n) berechnet die:-fache symbolische

computer algebra systéjnverfolgt hier einen anderenAbleitung des Ausdrucksnach der Variablem und die

Ansatz: Es erweitert die existierende Programmierspkdethode.normal()  bringt rationale Ausdicke auf

che C+ um Klassen und Funktionen zum symbolischeatie Form eines vollgindig gelirzten Bruches, wobei in

Rechnen. diesem Fall der gemeinsame Faktof* herausdividiert
wird.

Ein Beispiel Hier ist ein vollshndiges C+-

Programm, das mit Hilfe von GiNaC LaguerréeWas kann GiNaC (und was kann es nicht)? Das

Polynome nach der Formel von Rodrigues berechzé¢l des GiNaC-Projekts ist die Entwicklung eines of-

und diese imAIpX-Format ausgibt: fenen und erweiterbaren Werkzeugs, mit dem symbo-
lische Rechnungen direkt in+€ implementiert wer-

#include <iostream> den ldnnen. Die wichtigsten Eigenschaften von GiNaC

using std::cout; using std::endl; umfassen: eine sehr schnelle komplexe Arithmetik ba-

sierend auf der CLN-Bibliothek, effiziente Handhabung
selbst groRer (mehrere tausend Terme) multivariater Po-
lynome und rationaler Funktionen, symbolisches Dif-

#include <ginac/ginac.h>
using namespace GiNaC;

ex laguerre(const symbol & x, unsigned n) ferenzieren, Entwicklung von Funktionen in Taylor-
¥ R — und Laurentreihen, Matrizen, Vektoren unoiden linea-
s ,' (%)fgz(f) E)fgﬁférﬁl’(n§5; ") rer Gleichungssysteme, indextragende Objekte wie z. B.
return L_n.normal(); Tensoren, viele vordefinierte mathematische Funktionen
\} (trigonometrische Funktionen, Logarithmen, Faltlt

etc.), variable Ausgabeiglichkeiten (z.B. alsALEX-

{?t main() Formel oder als optimierter-G -Code fir anschlieRen-
symbol x("x"); de numerische Rechnungen), Speichereffizienz durch
cout << latex << laguerre(x, 4) << endl; (fir den Benutzer unsichtbare) Refereilzlzng von

\} Objekten und leichte Erweiterbarkeit durch eigene sym-

bolische Funktionen und Klassen. Schlief3lich ist GiNaC

Die Ausgabe des Programmis{ 3% — 12° —3z) kann kostenlos und im Quelltext vergbar.
direkt in BTeX-Dokumentelibernommen werden. Da GiNaC urspianglich far Anwendungen in der

Die wichtigsten von GiNaC zur Veiifjung gestell- Hochenergiephysik entwickelt wurde, bietet es aul3er-
ten Datentypen sind die Klassa (kurz fiir ,expressi- dem zahlreiche (fr dieses Aufgabenfeld spezialisier-
ort), die einen beliebigen algebraischen Ausdruck spé Objekte und Funktionen an, wie z. B. Clifford- und
chert und die Klasssymbol , die eine symbolische Va-Farbalgebren und Polylogarithmen.
riable repasentiert. Da die Namen von+€-Variablen GiNacC ist zur Entwicklung von umfangreichen Ap-
nach der Kompilierung nicht mehr zagglich sind, plikationen vorgesehen, bei denen symbolische Rech-
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