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Datenbasierter Vergleich von statistischen Tests mithilfe
von Simulationen

Auswahl eines Verfahrens fur das A/B-Testing

Felix J. M. Welter!

Abstract: Die Wahl des richtigen statistischen Verfahrens ist fiir einen A/B-Test essentiell. Bei
Nutzung eines méchtigen Tests kann ein Experiment schneller zu Erkenntnissen fiihren und es
kdénnen friiher datengetriebene Entscheidungen getroffen werden. In dieser Untersuchung wurden
der Permutationstest und der Wilcoxon-Rangsummentest bezuglich Maéchtigkeit und
Alpharobustheit verglichen. Die Vorgehensweise kann zudem abstrahiert und auf andere Tests
oder Anwendungen Ubertragen werden.

Keywords: Statistische Tests, A/B-Test, Permutationstest, Wilcoxon-Rangsummentest,
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1 Einleitung

Das Wachstum der Branche E-Commerce seit der Jahrtausendwende ist enorm. [HD18]
Auf die steigenden Anforderungen reagieren Onlinehéndler mit unterschiedlichsten
Produktentwicklungen und neuen Features fur ihre Webseiten. Ein klassisches Beispiel
dafiir ist das Empfehlungssystem von Amazon. [LSY03] Auch die aggregierten
Kundenbewertungen, wie sie auf otto.de eingesetzt werden, gehéren dazu. Jedoch sind
die Auswirkungen einer neuen Entwicklung nur selten prézise vorherzusehen. Doch
diese genaue Quantifizierung ist notwendig, um Ressourcen sinnvoll und mit
maximalem Nutzen einzusetzen. Um dies zu ermdglichen, wird im E-Commerce eine
Methode namens A/B-Testing verwendet. Die zu prifende Anderung wird dabei nur
einem Teil der Webseitennutzer angezeigt. Wenn bei allen Nutzern relevante
Kennzahlen erfasst werden, hdufig handelt es sich dabei um Bestellungen oder Umsatz,
dann konnen diese im Nachhinein verglichen werden. Der Vergleich wird dabei
zwischen allen Nutzern, welche das neue Feature gesehen haben, und den restlichen
Nutzern gezogen. [KHS07]

Ob eine gemessene Differenz der Kennzahlen einem tatséchlichen Unterschied zwischen
den Varianten entstammt, oder ob es sich um eine natirliche Schwankung handelt, kann
durch einen statistischen Test geprift werden. Es ist ersichtlich, dass ein
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A/B-Test wiinschenswerterweise bereits nach kurzer Zeit zu einem Ergebnis fiihrt, da
positive Anderungen fiir alle Nutzer eingefiihrt und negative Anderungen friiher wieder
deaktiviert werden kdnnen. Daraus ergibt sich, dass der eingesetzte statistische Test mit
moglichst wenig Webseitenbesuchern zu einer Aussage kommen muss. Diese
Untersuchung vergleicht den Permutationstest mit dem Wilcoxon-Rangsummentest
basierend auf dieser Fragestellung. Das Vorgehen kann sehr gut abstrahiert und in
anderen Kontexten genutzt werden.

2  Grundlagen

Die in dieser Untersuchung genutzten Daten sind durch Bestellungen von Nutzern auf
otto.de zustande gekommen. Betrachtet wird dabei der monetdre Wert der bestellten
Artikel. Durch eine interne Vorprozessierung der Daten liegen sowohl fur die
Testgruppe, welche die Anderung ausgespielt bekommt, wie auch fiir die
Kontrollgruppe, welche die unverénderte Webseite sieht, hundert Messwerte vor. Diese
kénnen nun mit einem statistischen Test verglichen werden.

Diese generierten Daten folgen nicht der Normalverteilung, weshalb ein nicht-
parametrischer Test genutzt werden sollte. In so einem Fall kommt h&ufig der Wilcoxon-
Rangsummentest zur Anwendung. Dies entspricht auch dem Vorgehen bei der Firma
Otto (GmbH & Co KG). Die Funktionsweise ist wie folgt. Die Messwerte beider
Stichproben werden Ubergreifend sortiert und durch ihren Rang ersetzt. Es wird die
Rangsumme R der ersten Stichprobe errechnet. Flr diese Rangsumme existieren
Erwartungswert g und Standardabweichung or.
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Die errechnete Rangsumme R kann dann in eine z-Statistik iberfuhrt und entsprechend
der Normalverteilung interpretiert werden. Um den Vergleich der beiden Tests zu
vereinfachen, wird daraus noch der p-Wert errechnet. Es handelt sich hierbei um ein
approximatives Verfahren, welches erst ab zehn Messwerten je Gruppe zuverléssig
funktioniert. Dies ist im vorliegenden Anwendungsfall jedoch gegeben. [Wi45], [Ka86]

Gegenuber dem Wilcoxon-Rangsummentest soll  untersucht werden, ob der
Permutationstest eine Alternative darstellt. Dabei handelt es sich um ein
Resamplingverfahren. Abhdngig wvon Datenmenge und Testszenario existieren
unterschiedliche Versionen. Die fur diese Untersuchung genutzte wird wie folgt
durchgefihrt. Im ersten Schritt wird die Differenz der Mittelwerte beider Stichproben
errechnet. In Schritt zwei wird die Gruppenzugehorigkeit der Messwerte neu
zugewiesen, solange bis beide Gruppen ihre urspriingliche GrdRe erreicht habe. Dann
wird wieder die Differenz der Mittelwerte Kkalkuliert. Schritt zwei wird mehrmals
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wiederholt, woraufhin die kalkulierten Differenzen die Permutationsverteilung bilden.
Der p-Wert des Tests ist dann das Verhéltnis zwischen der Anzahl von
Permutationsdifferenzen, die gréRer sind als die real gemessene Differenz und die
Anzahl der errechneten Permutationen. [Co13] Wie haufig die Gruppenzugehdrigkeit fur
diesen Test permutiert wird, kann je nach Anwendungsfall variieren. Fir Simulationen
ist jedoch eine Zahl von 1000 als sinnvoll zu erachten. [Ma07]

Fir die Untersuchung ist weiterhin ein statistisches Konzept namens Méachtigkeit
relevant, haufig auch als Power, Teststdrke oder Trennscharfe bezeichnet. Die
Méachtigkeit gibt die Wahrscheinlich dafir an, einen Effekt zu erkennen, wenn ein Effekt
vorliegt. Im Kontext eines A/B-Tests ist es die Fahigkeit einen Unterschied zwischen
den Varianten einer Webseite auszumachen, wenn diese tatsachlich zu verschiedenen
Ergebnissen der Kennzahlen fuhren. Méchtigkeit ist damit das Komplement zum Fehler
zweiter Art. [Ka86] Die Machtigkeit steigt, wenn fur den Test mehr Messwerte zur
Verfugung stehen. Dies ist nachvollziehbar, da mit mehr Messwerten die Menge an
Informationen steigt und die Aussage des Tests sicherer wird. [C092] Wie zuvor
erlautert, soll ein Test jedoch trotz geringen Stichprobenumfangs méglichst méchtig
sein, sodass eine kurze Laufzeit eines A/B-Tests moglich wird.

3 Zielsetzung

Da der Wilcoxon-Rangsummentest derzeit in dem Unternehmen Otto (GmbH Co & KG)
eingesetzt wird, ist der Permutationstest als Herausforderer zu betrachten. Es gilt also zu
zeigen, dass der Permutationstest besser zur Auswertung von A/B-Tests geeignet ist,
sprich, dass er kirzere Laufzeiten ermdglicht. Diese Vermutung liegt darin begrindet,
dass der Wilcoxon-Rangsummentest bei der Transformation der Messwerte in Range
Informationen verliert [GS98], wahrend der Permutationstest gemeinhin als sehr
méchtiges Verfahren angesehen wird. [Go07], [Col3] Die Frage soll anhand zweier
Kriterien untersucht werden.

Das erste Kriterium ist die Machtigkeit der Tests. Der Permutationstest sollte méachtiger
sein als der Wilcoxon-Rangsummentest. Haufig werden Tests uber die asymptotische
relative Effizienz verglichen. Dieser Wert gibt an, wie viele Messwerte die beiden
statistischen Test relativ zueinander bendtigen, um eine gewinschte Méchtigkeit bei
gesetztem Alphaniveau und bekanntem Effekt zu erreichen. [Nill] Fur diese
Untersuchung wird jedoch eine reale Datenbasis genutzt, weshalb die Stichprobengréiie
gesetzt ist. Der Vergleich wird deshalb Uber die Méchtigkeit durchgefiihrt. Dies ist
ebenso gut mdglich, da jeder Einflussfaktor (Mé&chtigkeit, Alphaniveau, Effekt und
StichprobengréRe) als Funktion der anderen drei dargestellt werden kann. [C092] Im
Zuge der Simulation wird deshalb der Anteil der signifikanten Ergebnisse an allen
Simulationslaufen errechnet und die Anteile der beiden Tests dann mit einem Test auf
Gleichheit von Proportionen verglichen.
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Ein méachtiger Test ist nicht nutzbar, wenn er deutlich haufiger zu Alphafehlern fihrt, als
durch das Alphaniveau vorgegeben ist. Aus diesem Grund wird die Robustheit
gegeniber dem Alphafehler als zweites Kriterium angefiihrt. Diese Robustheit wird fir
das Signifikanzniveau o und eine tatsdchliche Alphafehlerwahrscheinlichkeit a* wie
folgt beschrieben
;= la=dl

a
und gibt somit die relative Abweichung vom gesetzten Alphaniveau an. [BU91] Als
strenge Grenze fir r wird 0,1 angesetzt. [Br78] Das zweite Entscheidungskriterium wird
somit erfullt, wenn die Robustheit des Permutationstests diese Grenze nicht
uberschreitet.

4  Simulation

Die Datenbasis fiir die Simulation bilden funf verschiedene Zeitrdume, welche méglichst
unterschiedliche Charakteristika fiir die Kennzahl Bestellwert aufzeigen. Dadurch
kénnen Erkenntnisse der Untersuchung verallgemeinert werden. Im weiteren Verlauf
wird auf die Betrachtung der einzelnen Zeitrdume jedoch verzichtet, da sehr &hnliche
Simulationsverlaufe beobachtet wurden und die abgeleiteten Aussagen dieselben sind.

Fur jeden Zeitraum wurden verschiedene Effekte untersucht. Dieser Effekt wird im
E-Commerce meist als Prozentsatz angegeben und als Uplift bezeichnet. Fur diese
Untersuchung wurden zur Feststellung der Méchtigkeit die Uplifts 1,0%, 1,2%, 1,4%
und 1,6% simuliert. Zusatzlich wurde der Uplift 0% beriicksichtigt, um ein Urteil Uber
die Alpharobustheit fallen zu kénnen. Dabei wurde der Effekt additiv berechnet. Ob
diese additive Berechnung die Realitat abbildet, ist zwar infrage zu stellen, jedoch
handelt es sich dabei um das gemeinhin anerkannte Vorgehen zur Analyse der
Méchtigkeit. [Fa07], [C092], [DMO00]

Die beiden statistischen Tests wurden in Python mithilfe der Pakete numpy [Ol15],
pandas [Wel0], scipy [JO01] und numba [LPS15] implementiert. Auch die Simulation
wurde unter zu Hilfenahme dieser Pakete realisiert. Durchgefiihrt wurden pro Zeitraum
und Uplift 6.000 Einzelsimulationen, in welchen die Messwerte zuféllig der Test- oder
Kontrollgruppe zugewiesen wurden, der Effekt zu der Kontrollgruppe addiert wurde und
zuletzt der Permutationstest und der Wilcoxon-Rangsummentest auf die Daten
angewendet wurden. Es wurden jeweils die einseitigen p-Werte aufgezeichnet und in
einer Struktur, wie in Tab. 1 dargestellt, zur weiteren Analyse persistiert.
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Uplift Permutationstest Rar:g/si:ﬁ?])ri?enr;test
0% 0,15 0,18
0% 0,59 0,61
1,6% 0'01 0,02
1,6% 0,02 0.02

Tab. 1: Struktur der Simulationsergebnisse

Da fur jeden einzelnen Uplift 6.000 Einzelsimulationen durchgefiihrt wurden, besteht
eine solche Ergebnistabelle aus 30.000 Zeilen. Pro Test und Uplift wurde nun die Anzahl
der Ergebnisse errechnet, die bei einem Alphaniveau von 5% signifikant sind. Als

Liniendiagramm dargestellt ergibt sich Abb. 1.
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Abb. 1: Verlauf der korrekt erkannten Effekte

1.6

Da die Linie des Permutationstests oberhalb der des Wilcoxon-Rangsummentests
verlauft, ist erkennbar, dass der erstgenannte scheinbar machtiger ist. Mit einem Test auf
Gleichheit von Proportionen l&asst sich diese Beobachtung prufen. Aus diesem Grund
wurde pro Zeitraum und Uplift ein solcher Test durchgefuhrt. Der Anteil der
signifikanten Ergebnisse sowie die p-Werte des Proportionentests sind in Tab. 2

dargestellt.
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Datenbasis Uplift (%) Permtjet;attions- Ra:/r:/gl;lscl%%:n- Propc;gitonen-
test
o 1,0 0,619 0,603 0,032
S 1,2 0,747 0,733 0,04
% 1,4 0,856 0,846 0,053
N 1,6 0,932 0,922 0,018
N 1,0 0,745 0,722 0,003
S 1,2 0,871 0,856 0,009
% 1,4 0,941 0,931 0,014
N 1,6 0,976 0,972 0,126
- 1,0 0,781 0,764 0,016
S 1,2 0,897 0,889 0,074
% 1,4 0,961 0,955 0,047
N 1,6 0,986 0,084 0,129
< 1,0 0,674 0,662 0,07
S 1,2 0,810 0,793 0,008
% 1,4 0,896 0,880 0,002
N 1,6 0,955 0,946 0,01
" 1,0 0,776 0,757 0,007
£ 1,2 0,896 0,884 0,018
% 1,4 0,958 0,952 0,086
N 1,6 0,986 0,982 0,029

Tab. 2: Anteil signifikanter Ergebnisse und p-Werte des Proportionentests

Aus der Tabelle geht hervor, dass der Permutationstest in vielen Féllen statistisch
signifikant méchtiger ist als der Wilcoxon-Rangsummentest. Mit dieser Erkenntnis und
der visuellen Bestatigung durch Abb. 1 ist das erste Entscheidungskriterium erfullt.

Ob der Permutationstest auch alpharobust ist, wie vom zweiten Entscheidungskriterium
gefordert, lasst sich mittels Tab. 3 erkennen. Dort ist die tatsachlich realisierte
Héufigkeit des Fehlers erster Art dargestellt, sowie die daraus abgeleitete
Alpharobustheit. Alle Werte liegen unterhalb 0,1 und genugen somit der strengen
Grenze fiir die Alpharobustheit. Das zweite Kriterium ist somit ebenfalls erfullt.
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Anteil Fehler erster Art Alpharobustheit
. Permutations-  WICOXON" o tations- . Wilcoxon-
Datenbasis t Rangsummen- Rangsummen-
est test
test test
Zeitraum 1 0,049 0,049 0,02 0,02
Zeitraum 2 0,051 0,051 0,02 0,02
Zeitraum 3 0,050 0,050 0 0
Zeitraum 4 0,052 0,053 0,04 0,06
Zeitraum 5 0,054 0,053 0,08 0,06

Tab. 3: Anteil Fehler erster Art und Alpharobustheit

5 Fazit

Die Annahme, dass der Permutationstest méachtiger ist als der Wilcoxon-
Rangsummentest, kann basierend auf den gewonnenen Erkenntnissen bestatigt werden.
Somit ergibt sich auch die Empfehlung, ihn kiinftig an Stelle des Wilcoxon-
Rangsummentests einzusetzen. Aus A/B-Tests konnen somit schneller datenbasierte
Erkenntnisse abgeleitet und positive Features friiher der gesamten Nutzerbasis zur
Verfiigung gestellt werden. Ebenso ist es moglich, negative Anderungen friihzeitig aus
dem Betrieb des Onlineshops zu entfernen. Direkt daraus abgeleitet ergibt sich ein
monetarer Nutzen.

Im Zuge dieser Fragestellung wurde ebenfalls der t-Test mit dem beschriebenen
Vorgehen untersucht. Bei dem Test handelt es sich um einen etablierten Standard in der
Statistik. Er basiert jedoch auf der Annahme, dass die Daten normalverteilt sind. [St08]
Obwohl diese Annahme bei den untersuchten Daten von otto.de stark verletzt ist, konnte
der t-Test Effekte mindestens so gut wie der Permutationstest erkennen. In einigen
Fallen zeigte sich sogar eine kleine Abweichung zugunsten des t-Tests. Ob es sich dabei
um ein Zeugnis der hohen Robustheit des t-Tests handelt, welche im haufig nachgesagt
wird [BU91], [Ka86], [HD87], oder ob dies mdglicherweise durch die additive
Effektrechnung zustande kam, ist eine Frage fur kiinftige Untersuchungen.

Weiterhin bieten sich fir kinftige Untersuchungen die folgenden Fragestellungen an.
Zum einen sollten noch weitere Zeitrdume untersucht werden. Wéhrend bereits funf
verschiedene zeitliche Abschnitte beriicksichtigt wurden, kann die allgemeine Gultigkeit
der Erkenntnisse damit gefestigt werden. Zweitens kann die Untersuchung flr andere
Kennzahlen durchgefiihrt werden. Wahrend in dieser Untersuchung der monetére
Bestellwert der abgeschickten Warenkdrbe berlicksichtigt wurde, konnen auch
Bestellmengen oder Retouren als Datenbasis genutzt werden. Ob dies sinnvoll ist, hangt
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jedoch von den geschéftlichen Zielen ab. Zuletzt soll an dieser Stelle zudem darauf
hingewiesen werden, dass die Untersuchung weiterer statistischer Verfahren ebenfalls
eine Option flir das weitere VVorgehen darstellt.

6 Weiterentwicklung und Operationalisierung

Um auf den Erkenntnissen dieser Untersuchung aufbauen zu kénnen, werden in diesem
Abschnitt einige Ansédtze aus der Literatur vorgestellt, welche zu einer besseren
Anwendbarkeit oder Verlasslichkeit des Permutationstests beitragen sollen. Wéhrend der
Durchfihrung des Permutationstests wird die Gruppenzugehorigkeit wiederholt neu
zugewiesen. Der Rechenaufwand daflr ist auf modernen Rechnern zu bewadltigen,
jedoch kann ein Test besonders bei groReren Stichproben durchaus eine Rechenzeit
erreichen, welche einen akzeptablen Rahmen sprengt. Zur Reduzierung der bendtigten
Zeit schlagen Boos und Zhang vor, nach einer kleineren Anzahl von Permutationen
mittels Extrapolation auf die restlichen zu schliefen. [BZ00] Eine andere Methode
kalkuliert nach einer gewissen Anzahl von Permutationen die Wahrscheinlichkeit fir das
Eintreten eines signifikanten Ergebnisses, sollte noch keines aufgetreten sein und
beendet den Test, wenn diese Wahrscheinlichkeit gering ist. Diese Prufung wird auch
von der anderen Seite vollzogen. Der Test wird also bei einem bereits hochsignifikanten
Ergebnis beendet, ohne weitere Permutationen zu berechnen. Auch dieses Verfahren
tragt zur Reduzierung der Rechenzeit bei. [Kn09]

Héufig soll bei einem Experiment nicht nur ein Effekt nachgewiesen, sondern auch eine
Aussage Uber die Starke des Effekts gemacht werden. Dabei kommen
Konfidenzintervalle zum Einsatz, welche den Zahlenwert der Teststatistik mit einer
bestimmten Wahrscheinlichkeit innerhalb gewisser Grenzen einordnen. Im Gegensatz zu
einigen anderen Verfahren kann aus dem Permutationstest nicht direkt ein
Konfidenzintervall abgeleitet werden. Heiler und Weichselberger haben ein Verfahren
vorgestellt, welches die Grenzen des Konfidenzintervalls im Vorfeld schatzt und diese
Schétzung dann iterativ verbessert. [HW69]

Weitere Ansétze versuchen die Machtigkeit des Permutationstest durch Umgehen von
doppelten Gruppenkonstellationen zu erhéhen, [Op03] berechnen Konfidenzintervalle
fur den p-Wert des Tests, welcher aufgrund der zufélligen Ziehungen schwankt [Er04]
oder erweitern die Einsatzmdglichkeiten auf andere Verfahren wie die Regression.
[Pi37], [Ma06]

Beim operativen Einsatz des Permutationstests muss bedacht werden, dass dieser, wie
bereits erwahnt, nicht deterministisch ist. Um sicherzustellen, dass unabhangige
Auswertungen dennoch zu dem gleichen Ergebnis kommen, kann vor der Auswertung
ein sogenannter Seed, ein Startwert fur einen Zufallsgenerator, festgelegt werden. Die
Pseudozufallszahlen des Auswertungsprogramms werden somit reproduzierbar, ebenso
wie das Ergebnis des Permutationstests. [PM88]
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Bei der Einflihrung sollte bedacht werden, dass ein Parallelbetrieb beider Testverfahren
zu einer praktischen Vergleichbarkeit sinnvoll sein kann, wenn dies nicht zu viele
Ressourcen bindet. Unterstiitzt wird der Permutationstest jedoch bereits von vielen
Statistikanwendungen, wie SPSS [Ha98], STATA [Ka07] und R [FS10]. Die
Implementierung in beliebigen Programmiersprachen ist ebenfalls umstandslos mdglich.
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